
Uppsala UniversitetInstitutionen f�or informationsteknologiAvdelningen f�or teknisk databehandlingAnalys av numeriska metoderInl�amningsuppgifterInl�amningsuppgifterna i Analys av numeriska metoder �ar obligatoriska. Tillvarje moment i kursen h�or en uppgift. Den skall redovisas i samband med detseminarium som avslutar momentet. OBS! Redovisning skall inl�amnas �aven omgruppen inte lykats l�osa uppgiften helt.Redovisningen best�ar av tv�a delar, en skriftlig oh en muntlig. Varje grupp-medlem skall vid seminariet vara beredd att vid tavlan redovisa sin gruppsresultat. Den skriftliga redog�orelsen (en per grupp) inl�amnas senast i sambandmed seminariet oh skall inneh�alla:� Kortfattad problembeskrivning.� Beskrivning av hur gruppen l�ost problemet. (Denna beskrivning b�or inteutg�oras av programtexten, utan skall best�a av en f�orklaring av tillv�aga-g�angss�att oh resonemang.)F�or experimentdelen tillkommer:� Programlistor.� Redovisning av resultat (grafer, tabeller, eller vad som kan vara l�ampligtf�or den aktuella uppgiften).� Gruppens kommentarer till resultaten. Relatera g�arna till teorin oh pekap�a hur resultaten st�ammer/inte st�ammer �overens med denna.Om gruppen inte lykats l�osa uppgiften helt b�or det av redovisningen framg�avilka sv�arigheterna varit.Handledning erbjuds enligt modellen "�oppen d�orr". Grupperna rekommenderasatt utnyttja denna m�ojlighet itigt. Sitt framf�or allt inte f�or l�ange med renaprogrammeringsproblem, eftersom programmeringen inte �ar det v�asentliga meduppgifterna. Experimentera g�arna med uppgiften ut�over det som anges i prob-lemformuleringen.
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Experiment med di�erensmetoderVarje inl�amningsuppgift har tv�a delar, ett experiment oh ett teoriproblem.Ett s.k. numeriskt experiment best�ar i att man till�ampar en ber�akningsmetodp�a ett modellproblem med k�and l�osning. Man varierar parametrar i metodenoh utv�arderar ber�akningsresultaten. Detta anv�ands som ett komplement tillteoretisk analys.Numeriska experiment �ar oks�a ett bra s�att att visa olika egenskaper hosnumeriska metoder. I kursen \Analys av numeriska metoder" kommer vi attanv�anda experiment f�or detta syfte. F�or att undvika betungande programmer-ingsarbete ska vi anv�anda Matlab.Nedan beskrivs ramen f�or de experiment som ing�ar i de tre f�orsta inl�amnings-uppgifterna. Detaljerna kring varje experiment beskrivs senare, under respek-tive uppgift.� I de tre experimenten g�aller det att l�osa modellproblemet:ut = ux; 0 < x < 1; 0 < t;u(x; 0) = sin 2�x;kompletterat med randvillkor. Den di�erensmetod vi ska studera �ar Leap-Frog (som �nns n�armare beskriven i kurslitteraturen). F�or enkelhets skullanv�ander vi den exakta l�osningen p�a de tv�a f�orsta tidsniv�aerna.� De parametrar som kommer att varieras i experimenten �ar stegl�angderna(�x i rummet oh �t i tiden). I varje experiment r�aknar vi, om inteannat anges, fram till tidpunkten t � 5. Redovisningen av experimentre-sultaten ska best�a av n�atfunktionen v uppritad f�or olika tidsniv�aer, medden analytiska l�osningen u inritad f�or j�amf�orelsens skull. Vidare ska kvkoh kv� uk ber�aknas f�or samma tidsniv�aer. Den diskreta L2-normen skaanv�andas (se kurslitteraturen). Du f�ar sj�alv v�alja vilka tidsniv�aer somska redovisas. Om inget speiellt h�ander med den numeriska l�osningen,s�a r�aker det att visa l�osning oh normer f�or den sista tidpunkten.� Experimentresultaten ska utv�arderas m.a.p. den numeriska l�osningenskvalitet.{ Hur bra �ar l�osningen j�amf�ort med den analytiska?{ Hur p�averkas l�osningens kvalitet n�ar vi �andrar stegl�angderna?{ Hur p�averkas l�osningens kvalitet om f�orh�allandet mellan stegl�angderna,parametern � = �t=�x, �andras?� Notera speiellt om ov�antade fenomen visar sig.{ P�a vilken tidsniv�a ser man f�orst fenomenet?{ P�a vilken plats i rummet?{ (Hur) sprider det sig? 2



Inl�amningsuppgift 1:Grundl�aggande begreppExperimentVi b�orjar med ett experiment d�ar data v�aljs s�a att l�osningen ska bli sn�all. Ton-vikten kommer att ligga p�a att v�anja sig vid att arbeta med Matlab. G�or �and�aen utv�ardering av experimentresultaten. Fr�agorna om hur valen av parametrarp�averkar l�osningens kvalitet �ar intressanta �aven i de sn�alla fallen.Anv�and periodiska randvillkor: u(x; t) = u(x + 1; t). Prova fem olika pa-rameterval:a) �x = 0:1, �t = 0:049b) �x = 0:1, �t = 0:098) �x = 0:05, �t = 0:0245d) �x = 0:05, �t = 0:049e) �x = 0:1, �t = 0:1TeoriLeap-Frog, som anv�ands i experimentet ovan, har noggrannhetsordning (2, 2).Visa detta genom en teoretisk analys.Vad h�ander d�a �t = �x?
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Inl�amningsuppgift 2:Stabilitet hos begynnelsev�ardesproblemExperiment(i) L�os samma problem som i experiment 1, men v�alj parametrar:a) �x = 0:1, �t = 0:102b) �x = 0:05, �t = 0:051) �x = 0:025, �t = 0:0255�Andra begynnelsedata till en s�agtandsv�ag: u = z f�or z < 12 oh u = 1� zf�or z > 12 , d�ar z = x� bx. G�or om experimentet.(ii) �Andra randvillkoret till u(1; t) = 0. Detta villkor r�aker f�or PDE-problemet.F�or Leap-Frog kr�avs emellertid ett ytterligare randvillkor, vid x = 0. Viv�aljer att extrapolera: vn+10 = 2vn1� vn�12 . (Not: I Matlab l�oper indexfr�an 1 oh upp�at, vilket kr�aver motsvarande modi�ering av randvillkoretovan.)Randvillkoren �ar valda s�a att den analytiska l�osningen blir mindre regulj�ar�an tidigare. F�or att hantera den st�orning som detta ger upphov till i dennumeriska l�osningen, modi�erar vi Leap-frog genom att i h�ogerledet inf�oraen ny term. Den modi�erade metoden, Leap-Frog med dissipativ term,blir: vn+1j = vn�1j + 2�tD0vnj � Æ(�x)4(D+D�)2vn�1j :G�or �andringen i gitterpunkterna x2; : : : ; xN�2. Anv�and vanliga Leap-Frogi x1 oh xN�1. Syftet med experimentet �ar att �nna ett optimalt Æ f�orett givet �. V�alj �x = 0:05 oh �t = 0:04. Prova olika val av Æ mellan0 oh 0.1. R�akna till T � 0:8 oh anv�and ursprungliga begynnelsedata,u(x; 0) = sin(2�x).TeoriExperiment 2(i) visar instabilitet hos Leap-Frog f�or � > 1. L�at oss nu modi�erametoden, s�a att vi beh�aller tidsstegningen, men byter till en fj�arde ordningensapproximation i rummet. Detta ger den s.k. Leap-Frog (2, 4), som f�or v�artmodellproblem har formenun+1j � un�1j2�t = aD0  I � h26 D+D�!unj :a) Utred stabiliteten f�or detta shema m.h.a. fouriermetoden.b) I vilka punkter beh�ovs extra randvillkor f�or att Leap-Frog (2, 4) skall kunnaanv�andas f�or problemet nedan oh f�oresl�a villkor f�or dessa punkter.ut = ux; 0 � x < 1; 0 < t � Tu(x; 0) = f(x)u(1; t) = 0: 4



Inl�amningsuppgift 3:Stabilitet hos begynnelse-/randv�ardesproblemExperiment(i) F�or en stabil metod ges konvergenshastigheten av noggrannhetsordningen.Den teoretiska analysen av noggrannhetsordning g�ors under antagandetatt l�osningen har tillr�akligt m�anga kontinuerliga derivator. Den teo-retiska konvergenshastigheten kan d�arf�or vara h�ogre �an den vi f�ar i prak-tiken.Ett s�att att experimentellt unders�oka konvergenshastighet �ar f�oljande:� L�os problemet med stegl�angderna �x oh �t, fram till t = T . L�at"1 vara felnormen p�a den slutliga tidsniv�an.� L�os problemet p�a nytt, fram till t = T , med halverade stegl�angder.L�at "2 vara felnormen p�a den slutliga tidsniv�an.� Genom att j�amf�ora "1 oh "2 kan vi �nna det faktiska v�ardet p�amin(p; q), d�ar p �ar noggrannhetsordningen i tiden oh q �ar den irummet.Genomf�or experiment enligt denna strategi, f�or de tv�a fallen:a) periodiska randvillkorb) u(1; t) = 0, vn+10 = 2vn1 � vn�12 .L�at T � 0:8. V�alj sj�alv de inledande stegl�angderna. Prova g�arna medn�agra olika val, f�or att se om det g�or n�agon skillnad.(ii) F�or ike-periodiska problem beh�over di�erensmetoden era randvillkor �anPDE-problemet. S�att u(1; t) = sin 2�(1 + t), f�or t = tn+1, oh v�alj somextra randvillkor:a) vn+10 = vn+11b) vn+10 = 2vn+11 � vn+12) vn+10 = vn1d) vn+10 = 2vn1 � vn�12Anv�and samma strategi som i (i). L�at T � 5. B�orja med �x = 0.1, �t =0.098. Studera b�ade stabilitet oh konvergenshastighet.TeoriVisa att Leap-Frog med rak extrapolationvn+10 = vn+11�ar instabil. Anv�and GKSO-teorin. 5



UtmaningVisa att Leap-Frog med h�ogre ordnings rak extrapolation,(hD+)pvn+10 = 0; p � 2;�ar instabil.
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Inl�amningsuppgift 4:E�ektivitet hos di�erensmetoderExperimentProblemet ut = 0:4uxx; 0 < x < 1u(0; t) = 0u(1; t) = 1u(x; 0) = sin(5�x=2)har en station�ar l�osning d�a t!1.a) Anv�and Crank-Niolsons metod,un+1j = unj + 0:4�tD+D�  unj + un+1j2 ! ;f�or att �nna den station�ara l�osningen. L�at �x = 0:01 oh iterera fram�ati tiden tills l2-normen av skillnaden mellan l�osningarna i de tv�a senasteiterationerna �ar mindre �an 10�4. Tag stora tidssteg. Man kommer attbeh�ova l�osa ett tridiagonalt ekvationssystem i varje steg. Deklarera dinamatriser som sparse, s�a kommer Matlab att l�osa dessa system e�ektivt.Eftersom matrisen �ar konstant kan LU-uppdelningen g�oras en g�ang f�oralla, innan tidsstegningen p�ab�orjas. I varje tidssteg g�ors sedan enbart enfram�at- oh en bak�atsubstitution.F�ors�ok �nna det �t som g�or att j�amviktsl�aget n�as i minimalt antal steg.M�at oks�a exekveringstiden, med hj�alp av Matlabs funktioner lok ohetime.�Andra begynnelsevillkoret till sin(4�x), s�att periodiska randvillkor ohupprepa experimentet.b) Anv�and nu Eulers metod med fram�atdi�erens oh de ike-periodiska randvil-lkor enligt problemformuleringen ovan,un+1j = unj + 0:4�tD+D�unj :G�or 1000 iterationer med �x = 0:01 oh st�orsta m�ojliga �t. Noteranormen av skillnaden mellan l�osningarna i de tv�a sista iterationerna. G�orom experimentet men forts�att att iterera tills den numeriska l�osningenhar konvergerat till den station�ara analytiska l�osningen med fel mindre�an 10�4. M�at exekveringstiden f�or ber�akningen.TeoriF�or att kunna genomf�ora experimentet ovan, m�aste man v�alja �t s�a att respek-tive metod blir stabil. Genomf�or stabilitetsanalysen f�or fallet med periodiskarandvillkor. 7



UtmaningH�arled teoretiskt vilket �t som ger minimalt antal steg med Crank-Niolson ifallet u(x; 0) = sin(4�x), periodiska randvillkor. Hur m�anga steg b�or d�a r�akaf�or konvergens till den noggrannhet vi anv�ant ovan?G�or samma utredning f�or Eulers metod med bak�atdi�erens (allts�a den impliitaversionen av Eulers metod).
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Inl�amningsuppgift 5:Till�ampning p�a ikelinj�art str�omningsproblemExperimentLuftstr�omning kan (f�orenklat till en rumsdimension) beskrivas med det hyper-boliska systemet 0B� �me 1CAt +0B� m�u2 + p(e+ p)u 1CAx = 0B� 000 1CA ;d�ar de obekanta variablerna �ar � (luftens densitet), m (r�orelsem�angdens den-sitet) oh e (total energins densitet). Hastigheten u f�as som u = m=�. Underantagande om ideal gas ges tryket p avp = ( � 1)(e � 12m2=�);d�ar  = 1:4. Detta system kallas f�or 1D Eulers ekvationer oh �ar ett exempelf�or en konserveringslag. Konserveringen av massa, impuls oh energi beskrivs.Systemet �ar p�a konservativ form, dvs. Ut + F (U)x = 0, d�ar vektorerna U ohF (U) kan identi�eras ur ekvationssystemet ovan.Antag nu begynnelsedataU(0; x) = ( (8; 0; 25)T x < 0(1; 0; 2:5)T x > 0L�os problemet p�a intervallet �1 < x < 1 fram till tiden T = 0.4. Anv�andLax-Friedrihs shemaUn+1j = 12(Unj+1 + Unj�1)��tD0F (Unj ) ;oh med a 400 gitterpunkter i rummet. Anv�and 1:a ordningens rak extrapola-tion som randvillkor p�a b�ada r�anderna. F�ors�ok experimentellt �nna ett v�ardep�a �t som ger en bra l�osning med s�a lite smetade diskontinuitetet som m�ojligt.F�or stabilitet b�or �t v�aljas s�a att �t � 0:4�x.Nedan visas hur l�osningen till problemet ser ut vid n�agon tidpunkt t > 0. Ob-servera att du inte kan v�anta dig s�a skarp uppl�osning med den metod somanv�ands i v�art experiment.
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Fig. L�osning till experimentproblemet9



TeoriDen ovan rekommenderade �ovre gr�ansen f�or �t har att g�ora med att jao-bianen �F=�U f�or problemet ovan har spektralradie a 2.5 (du beh�over inteber�akna spektralradien). Hyperboliska system kan modelleras av modellprob-lemet wt + awx = 0, d�ar a �ar jaobianens spektralradie (beh�over inte men f�arg�arna motiveras). Analysera d�armed stabilitet f�or Lax-Friedrihs shema. Dukan anta periodiska randvillkor.UtmaningVisa att Lax-Friedrihs shema kan skrivas p�a konservativ form. Visa att Lax-Friedrihs shema diskretiserar den paraboliska PDEn Ut +F (U)x = ÆUxx, d�arÆ �ar den arti�iella viskositeten. Identi�era Æ. Vad �ar d�a vilkoret f�or konsistensav Lax-Friedrihs shema?Anm�arkningL�osningen med Lax-Friedrihs shema saknar �oversv�angningar, eftersom shemat�ar variationsminskande (TVD). Men metoden �ar ganska dissipativ. Utg�aendefr�an TVD sheman har noggrannare metoder konstruerats, som har haft storframg�ang inom str�omningsber�akning. En 2:a ordningens TVD �nita volym-metod beskrivs kort i inl�amningsuppgift 2 f�or kursen Numerisk analys II (W),h�osten 2002, jfr.http://www.it.uu.se/edu/ourse/homepage/numW2/ht02/assignment2.html.Mer information �nns p�a NGSSC CFD-kursens hemsidahttp://user.it.uu.se/�bernd/fd03/module 5.html.
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Inl�amningsuppgift 6:Iterativa metoder f�or elliptiska problemExperimentModellproblemet��00 = (2�)2 sin(2�x) + (4�)2 sin(4�x); 0 < x < 1;�(0) = �(1) = 0;skall l�osas med den di�erensapproximation som beskrivs i kompendiets kapitel12, Multigrid Methods, hapter 2. F�or att l�osa det resulterande line�ara systemetanv�ands dels d�ampade Jaobi med ! = 1=2, dels TGM med de val av S1, R ohP , som anv�ands i kapitel 12, Multigrid Methods, hapter 3. Nedan beteknaru den exakta l�osningen till det line�ara systemet, d v s u = A�1f . Med v avsesden approximativa l�osning som erh�alls d�a systemet l�oses iterativt.Utf�or f�oljande experiment med hj�alp av Matlab. Anv�and matrisformuleringenav metoderna oh utnyttja Matlabs inbyggda matrisoperationer. Se till attsparse-deklarera matriserna, s�a utf�ors operationerna e�ektivt.a) L�os Au = f med d�ampade Jaobi, h = 0:1. Skapa en slumpm�assig startvek-tor v(0), som sparas s�a att samma startvektor senare kan anv�andas f�orTGM. Studera f�orst felet v(j) � u visuellt, f�or j = 1, 2,.. tills felkurvaninte l�angre ser osillerande ut. Hur m�anga iterationer kr�avdes? Forts�attsedan tills kv(j) � uk2 < 10�6. Notera antalet iterationer j.b) L�os Au = f med TGM, h1 = 0:1. Anv�and � = 1, 2, 3, 4, resp. 5. R�aknaf�or varje � tills kv � uk2 < 10�6. Hur m�anga TGM-iterationer kr�avdes irespektive fall?) Upprepa a) oh b) med halverad stegl�angd.Teoria) Anv�and Matlab f�or att ber�akna kS1k2 samt kG(3)k2 (� = 3), f�or h = 0.1resp. h = 0.05.b) Visa att resultatet i a) �overensst�ammer med de teoretiska v�arden som gesav formel (2.6) oh (4.20) i kapitel 12, Multigrid Methods, av kompendiet.) F�oruts�ag med hj�alp av v�ardena fr�an a) hur m�anga iterationer som skullebeh�ovas, dels med d�ampade Jaobi, dels med TGM f�or att uppn�akv(j) � uk2 < 10�6. Behandla b�ade h = 0.1 oh h = 0.05.
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UtmaningUtvidga tv�an�atsmetoden TGM till en multigridmetod MGM. Testa MGM f�orl�osningen av modellproblemet med h = 1=128 oh 7 n�at f�or att uppn�a kv �uk2 < 10�6? J�amf�or ber�akningstiden f�or TGM oh MGM. Dra slutsatser. �Arf�orb�attringen d v s kv(k+1) � v(k)k2 ett bra m�att f�or att kolla konvergensen f�orTGM oh MGM?
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