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1. Visa konsistens och stabilitet. Lax-Richtmyers sats ger da att schemat ar konvergent.

Taylorutveckla operatorn D, D_
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vilket ger insatt i ekvationen ovan att schemat &r konsistent.

Losningen kan delas upp, u(z,t) = up(z,t) + up(z), dir up(z,t) dr l6sning till problemet med homogent
hogerled och u,(z) dr en tidsoberoende partikulérlosning, dvs 16sning till —Au,, = f(z) och péverkar inte
stabiliteten. Undersok stabiliteten fér det homogena problemet med Fouriermetoden. Ansétt u = = gnei?
och utnyttja att

Inséttning och férkortning ger
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For stabilitet kravs |g| < 1. Vi har

sin?(<h) Ak DY
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Metoden #r alltsa konsistent och stabil och saledes konvergent for det givna villkoret.

2. Vi har variabla koefficienter men a(x) dr Lipschitzkontinuerlig. Frys a(z) = a konstant. Dela upp problemet
i tva delproblem, 0 < x < oo och —co < z < 1. Sétt f(z,t) = h(xz) = g(t) = 0 och undersék delproblemen
var for sig.

Kontrollera forst grundvillkoret, dvs att Leap-Frog utan randvillkor &r stabil. Fourierutveckling ger att
laX <1

Detta ska gilla for alla virden som a kan anta i intervallet. Maximum for @ = 7® ger k/h < 1/7% som

stabilitetsvillkor. Overga nu till GKSO-analys.

Steg 1: Resolventekvationen
Ansétt v} = 2",
= Zn+1’l~)l' = Zn_lﬁi + aAZn(’INJH_l - ’l~)i_1)



2251' =0; + a)\Z(ﬁi+1 - ﬁifl)

Steg 2. Karakteristiska ekvationen
Ansitt 9; = k! ' ' ' »
= 2%k = K+ adz (kT — Y

(2% — 1)k = arz(k* — 1)

Steg 3. Determinantvillkoret
Karakteristiska ekvationen ger att rétterna uppfyller

k1 ke =—-1 = |k1| <1, k2| > 1eller |k1] = |r2| =1

Testa k = e (Fourieransatsen) = |2| < 1 pga grundantagandet. Alltsa, for |z| > 1 giller |k1| < 1 och
k2| > 1. Vi kan skriva l6sningen som ©; = 011 4 093, men |k2| > 1 och v} € I5(0,00) = 05 = 0 bivillkor.
Sck 16sning pa formen ©; = o/ dér [k| < 1. Sétt in ansatsen v} = 2o/ i randvillkoren.
For det hogra randvillkoret far vi

"ok =0

vilket inte ger nagra l6sningar och paverkar saledes inte stabiliteten.
Det vénstra randvillkoret ger
2"o(1+a)) = aX2" ok + 2"0

(z—=1—-adXz(k—1))o =0

Vi soker icke-triviala l6sningar med o # 0, dvs

z—1—aXz(k—-1)=0

Steg 4. Lis ekvationerna
(22 — 1)k = aXz(k® — 1)
z—1—-aXz(k—1)=0
=

k=1,2=1

Steg 5. Granska lésningen

Losning da |z| — 14 7 Karakteristiska ekvationen ger att k1 = 1 och ko = —1 eller k; = —1 och k3 = 1.
Endast det forsta fallet &r en 16sning (62 = 0). Vi vet att |k1| < 1 och |ka| > 1 f6r |z| > 1. Anséitt z =144
och k = 1+4+¢e med d > 0 och undersok tecknet pa e. Sétt in i karakteristiska ekvationen och féorsumma hégre

ordningens termer,
(1462 =11 +e)=aX1+6)((1+e)>-1)

=
20 ~ al2e

Alltsa, € > 0 och det dr k2 som uppfyller ekvationerna. Vi har ingen 16sning for |z| > 1 eller da |z| — 14
och Leap-Frog ér stabil med det foreslagna randvillkoret om k/h < 1/7°.

. Operatorn D, D_(I — ’f—;D+D,) dr fem punkter bred. Randvillkor behovs for alla punkter ett steg in fran
randen. Taylorutveckla u(z,y) normalt mot randen.

For randen z = hy far vi

B2 B3
u(hi,y) = u(0,y) + h1u, (0,y) + %um(O,y) + glum(O,y) + O(hY)



Utnyttja att u(z,y) = g(x,y) pa randen. Som randvillkor far vi da

B2 B3
u(hi,y) = 9(0,y) + h1g.(0,y) + Elgm(O,y) + glgm(O,y)

Pss for de 6vriga rdnderna far vi randvillkoren

2 3

U(l - h1,y) = g(l7y) - hlgz(Ly) + %gzz(Ly) - %gzzz(Ly)
h2 hi

u(z,hy) = g(x,0) + hagy(z,0) + fgyy(x,O) + fgyyy(:c,O)
h2 hi

u(z,1—hy) = g(z,1) - h29y(xa 1)+ fgyy(xa 1) — fgyyy(‘ra 1)

4. Ansdtt u = U + v dir U &r en l6sning till differentialekvationen och v en liten stérning. Studera hur
den lilla stérningen paverkar 16sningen. Dvs undersok stabiliteten for v. Sitt in w = U + v i ekvationen och
forsumma hogre ordningens termer i v (linjarisera ekvationen). Skriv om diffekvationen som u; + f'(u)u, = 0
och utnyttja att U &r en 16sning. Detta ger

v+ f1(U)ve = —f"(U)Uv

Strangs sats sdger att om u dr tillrdckligt snéll och differensmetoden D &dr stabil for den linjariserade
ekvationen s& konvergerar den ocksa fér den icke-linjira ekvationen.
Onskvirda egenskaper for ett numeriskt schema

a) Konservativ form: Ett schema till konserveringslagen u; + f(u), = 0 dr pa konservativ form om det

kan skrivas " . .
Il AN OV S SV R
k h
dar h% , ,, = h(uj_,,...;ujy,). For konsistens krévs (da h — 0, k — 0) att h(u,...,u) = f(u). Konser-

vativ form garanterar att eventuella chocker far ritt hastighet i 16sningen.
b) Entropiriktig: Ger fysikalisk réitt 16sning, bryter upp expansions-chock till expansionsvag.

¢) TVD: Variationsminskade schema,
+1 +1
Yoot =i <Yy~ ey
J J
Férhindrar tillviixt av hogfrekventa oscillationer i 16sningen.

5. Felet kan uttryckas som en linjarkombination av egenvektorerna till A. P4 niva [ har vi da frekvenserna
UL =2l sin(urx) pw=1, ...,my

och panival —1
vf;l =/ 2h_ysin(urz) pw=1, .. ,n_
didr n; =2n; 1 + 1 och by = hl,1/2.
Alltsé, frekvenserna > ny_1 +1 = ”’T“ finns bara representerade pa det fina nétet.

Applicera restriktionsoperatorn pa egenvektorerna och studera vad som hinder komponentvis

V2h
4

V2
= 4h12(cos(u7rhl) + 1) sin(umh;2i) = /2l cosQ('u

For u > ”’TH delaupp u=n; —k+1dar k=1, ... ,n;_1. Detta ger

[Ru,]. = (sin(umhy (20 — 1)) 4 2sin(umh;2i) + sin(urhy (2i +1))) = ... =

Th

l)sin(/ﬂrhl_li)

sin((ng — k + D)mwhj—14) = sin((2(ny—1 + 1) — k)why_1i) = sin(27i — knhj_1i) = — sin(kwh;_117)



och vi far ) L
™ _
(R}, = =5 o (5 1,

Dvs frekvens = n; — k+ 1 pa det fina nétet 6verlagras som frekvens k pa det grova nétet och ddmpas med

faktorn % cos?(“Z1). Samma utredning for direkt injektion ger

[Ru),]. = 2k sin(umhy2i) = /2hy sin(umhy i) =
[w=n—k+1=2(n—1 +1) — k]

1
=/2h sin(2m' - kﬂ'hlfli) = —— [Ulil]i

V2

Aterigen, frekvens 1 = n; — k+1 pa det fina niitet verlagras som frekvens k pa det grova nétet men dimpas
nu med faktorn 1/4/2 (mindre démpning n for full viktning).



