Losningsanvisningar till tentamen i Analys av numeriska
metoder, 961018

Observera att nedanstaende l6sningsforslag i de flesta fall ar skissartade.
For full poang skulle det kravas mer detaljerade resonemang.

1. Racker att studera rumsdelen:
’7D0¢(xja tn+1) + (]' - 7)D0¢(x]7 tn)

=vDg (gb(:):j, tn) + Atgbt(:ﬁjvtn) + O(AtQ)) + (1 - 7)D0¢(xjvtn)

= YAtDo¢s (25, tn) + O(AL?) + Do(;, tn) (1)
1

DoV (zj,tn) = Az

(U211, tn) = U(zjm1,tn)) = Uy + O(A2?) (2)
Insédttning av (2) i (1) ger
YDod(2j, tnt1) + (1 = 7)Dog(z;, tn)

= YAty + O(AtAZ?) + O(At?) + ¢, + O(Az?)
= ¢y + O(AL) + O(Az?)

Dvs konsistent for alla +.
2. Ansitt v} = g"eiti

g—lza%(79+(1—7))2isin9

_ 1+aX(l—7)isinf

1 —alyisiné
5 1+a?X2(1 —v)%sin?0
9" = 1+ a2X2425sin% 6
Ovillkorligt stabil om |g| < 1 for alla 6. Detta uppfylls om (1 — )2 <
¥2. Dvsom 1 —2y <0 & 4> 1/2.




3. Karakteristiska ekvationen:
(22 = D)k = arz(k? = 1) (1)

Determinantvillkoret:

22 =22k — K2

=
(z—£K)2=0 (2)

Ekvation (2) ger x = z, insattning i (1) ger sedan:
(22 — 1)z = a\z(2* — 1) (3)

Ekvation (3) ar uppfylld for alla z om aXA = 1. Men aX < 1 pga
stabilitetsvillkoret for begynnelsevardesproblemet. For al < 1 kan (3)
endast gilla om (22 — 1)z = 0, dvs z = +1, z = 0. Losningen z = 0

ointressant ur stabilitetssynpunkt. Aterstar z =1, kK = 1 och z = —1,
k=—1.
Storningsrakning:

z = (£)(1+4), >0

k = (£1)(1+e)

Inséttning i (1) ger:
((E12(10+0)2 = 1) (F1)(1+ ) = aA(E D)1 +0) (1)1 +€)? = 1)

Strykning av hogre ordningens termer ger:

20 ~ al2e = ezi>0
ai

Alltsa: 1 bada fallen svarar x mot k9. Metoden ar stabil for alla A som
uppfyller stabilitetsvillkoret for begynnelsevardesproblemet.



4. Diagonalisera A.

Egenvarden: a1 =1, ap = —1
Egenvektorer: e; =[1 1T, ea=[1 —1]T

Diagonaliserande matris,

(11 e (100 _
o (00) ()8 e

Variabelbyte W = T~V ger

1
n+l __ n n n
with =3 (W}r + Wiy + AtADOW;

Studera nu det skaldra problemet. Ansatt wj = gneiti,

= g= l (e"‘9 + e_w) + oz3 (e"‘9 — e_w) =cosf + alisinf

2 2
|g\2 =cos?f+ a’Msin?0=1— (1— 042)\2) sin 0

Stabilt for |aA| <1 < |A| < 1. Dvs vi maste vélja At < 0.01.

5. Konvergens innebér att felet e” = u—o™ gar mot noll da n — oo (u exakt
16sning). Konvergenshastighet handlar om hur fort felet avtar.

Férsta pdstiendet: Utveckla initialfelet € i egenvektorerna w till G (v).

N
0 _ s
e = ZCJwJ
j=1

Varje iteration ger e"t! = Ge”, dvs vi far

N
n __ . n .
e’ = ch)\jwj
i=1

I denna summa dominerar asymptotiskt (n—oc0) den term dar egen-
vardet ger spektralradien.

Andra pastaendet:
th=Ge" = " < |G| [le" ]

Felet minskar med en faktor ||G|| i iteration n.



6. Det ricker att studera principaldelen av (1).

Fouriermetoden: Fouriertransformera i rummet

pret g = Sl (i) e g =g

Normen av amplifikationsmatrisen é(91,92,93) skall uppskattas for
alla 91,92,93. Svart!!

Energimetoden:
Nz Ny z
j=lk=11=1
Multiplicera equation (1) med Vj’ﬂl k1 och summera over jk,L

At
W v = S (v v Qe vn) (@)
Skriv om hogerledet i (2) som

(W, QW) = (W, ADg, W) + (W, BDoyW) + (W, CDo. W)

dar W = yntl L yn,

(W, ADOx Z klA j+1,k0 — ijl,k,l)
jkl
Nz—1
= Z Z klAWJ-l-l kl — Z Wjj:rl,k,lAijl (3)
7=0

Utnyttja att
VTAW = (ty A symmetrisk) = VTATW = wT AV
Inséttning i (3) ger

(W, ADg, W) =Y [WJz;z,kJAWNerl,k,l - qu;clAWOkl] =(rv.)=0
¥

Analogt visas (W, BDg,W) = 0 och (W, C' Dy, W) = 0. Vi far slutligen
W.QW)=0 = [[V"|=|v"|

Dvs normen vaxer inte i tiden, vi har ett ovillkorligt stabilt schema.



