
L�osningsanvisningar till tentamen i Analys av numeriskametoder, 961018Observera att nedanst�aende l�osningsf�orslag i de esta fall �ar skissartade.F�or full po�ang skulle det kr�avas mer detaljerade resonemang.1. R�acker att studera rumsdelen:D0�(xj ; tn+1) + (1� )D0�(xj ; tn)= D0 ��(xj ; tn) + �t�t(xj ; tn) +O(�t2)�+ (1� )D0�(xj ; tn)= �tD0�t(xj ; tn) +O(�t2) + D0�(xj ; tn) (1)D0	(xj ; tn) = 12�x (	(xj+1; tn)�	(xj�1; tn)) = 	x +O(�x2) (2)Ins�attning av (2) i (1) gerD0�(xj ; tn+1) + (1� )D0�(xj ; tn)= �t�tx +O(�t�x2) +O(�t2) + �x +O(�x2)= �x +O(�t) +O(�x2)Dvs konsistent f�or alla .2. Ans�att vnj = gnei�j g � 1 = a�2 (g + (1� )) 2i sin �g = 1 + a�(1� )i sin �1� a�i sin �jgj2 = 1 + a2�2(1� )2 sin2 �1 + a2�22 sin2 �Ovillkorligt stabil om jgj � 1 f�or alla �. Detta uppfylls om (1� )2 �2. Dvs om 1� 2 � 0 ,  � 1=2.
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3. Karakteristiska ekvationen:(z2 � 1)� = a�z(�2 � 1) (1)Determinantvillkoret: z2 = 2z� � �2,(z � �)2 = 0 (2)Ekvation (2) ger � = z, ins�attning i (1) ger sedan:(z2 � 1)z = a�z(z2 � 1) (3)Ekvation (3) �ar uppfylld f�or alla z om a� = 1. Men a� < 1 pgastabilitetsvillkoret f�or begynnelsev�ardesproblemet. F�or a� < 1 kan (3)endast g�alla om (z2 � 1)z = 0, dvs z = �1, z = 0. L�osningen z = 0ointressant ur stabilitetssynpunkt. �Aterst�ar z = 1, � = 1 och z = �1,� = �1.St�orningsr�akning: z = (�1)(1 + �); � > 0� = (�1)(1 + �)Ins�attning i (1) ger:�(�1)2(1 + �)2 � 1� (�1)(1 + �) = a�(�1)(1 + �) �(�1)2(1 + �)2 � 1�Strykning av h�ogre ordningens termer ger:2� � a�2� ) � � �a� > 0Allts�a: i b�ada fallen svarar � mot �2. Metoden �ar stabil f�or alla � somuppfyller stabilitetsvillkoret f�or begynnelsev�ardesproblemet.
2



4. Diagonalisera A.Egenv�arden: �1 = 1, �2 = �1Egenvektorer: e1 = [ 1 1 ]T , e2 = [ 1 �1 ]TDiagonaliserande matris,T =  1 11 �1 ! ; T�1AT =  1 00 �1 ! � �Variabelbyte W = T�1V gerW n+1j = 12 �W nj+1 +W nj�1�+�t�D0W njStudera nu det skal�ara problemet. Ans�att wnj = gnei�j .) g = 12 �ei� + e�i��+ ��2 �ei� � e�i�� = cos � + ��i sin �jgj2 = cos2 � + �2�2 sin2 � = 1� (1� �2�2) sin2 �Stabilt f�or j��j � 1 , j�j � 1. Dvs vi m�aste v�alja �t � 0:01.5. Konvergens inneb�ar att felet en = u�vn g�ar mot noll d�a n!1 (u exaktl�osning). Konvergenshastighet handlar om hur fort felet avtar.F�orsta p�ast�aendet: Utveckla initialfelet e0 i egenvektorerna w tillG(�).e0 = NXj=1 cjwjVarje iteration ger en+1 = Gen, dvs vi f�aren = NXj=1 cj�njwjI denna summa dominerar asymptotiskt (n!1) den term d�ar egen-v�ardet ger spektralradien.Andra p�ast�aendet:en+1 = Gen ) jjenjj � jjGjj � jjen�1jjFelet minskar med en faktor jjGjj i iteration n.3



6. Det r�acker att studera principaldelen av (1).Fouriermetoden: Fouriertransformera i rummetV̂ n+1 � V̂ n = �t2 Q̂�V̂ n+1 + V̂ n� , V̂ n+1 = ĜV̂ nNormen av ampli�kationsmatrisen Ĝ(�1; �2; �3) skall uppskattas f�oralla �1; �2; �3. Sv�art!!Energimetoden:(U; V ) = NxXj=1 NyXk=1 NzXl=1 UTjklVjkl�x�y�z; jjV jj = q(V; V )Multiplicera equation (1) med V n+1jkl + V njkl och summera �over j,k,l.jjV n+1jj2 � jjV njj2 = �t2 �V n+1 + V n; Q(V n+1 + V n)� (2)Skriv om h�ogerledet i (2) som(W;QW ) = (W;AD0xW ) + (W;BD0yW ) + (W;CD0zW )d�ar W = V n+1 + V n.(W;AD0xW ) =Xjkl W TjklA (Wj+1;k;l �Wj�1;k;l)=Xkl 24NxXj=1W TjklAWj+1;k;l � Nx�1Xj=0 W Tj+1;k;lAWjkl35 (3)Utnyttja attV TAW = (ty A symmetrisk) = V TATW =W TAVIns�attning i (3) ger(W;AD0xW ) =Xkl hW TNx;k;lAWNx+1;k;l �W T1klAW0kli = (r.v.) = 0Analogt visas (W;BD0yW ) = 0 och (W;CD0zW ) = 0. Vi f�ar slutligen(W;QW ) = 0 ) jjV n+1jj = jjV njjDvs normen v�axer inte i tiden, vi har ett ovillkorligt stabilt schema.4


