
L�osningsanvisningar till tentamen i Analys av numeriskametoder, 971017Observera att nedanst�aende l�osningsf�orslag �ar skissartade. F�or full po�angskulle det kr�avas mer detaljerade resonemang.1. Se kurslitteraturen f�or genomg�ang av standardf�orfarandet vid unders�okningav noggrannhetsordning. I v�art fall blir:Pk;h�� P� = O (�t) +O ��x2�+O �x2�t !Eftersom vi har �t = ��x, d�ar � antas vara en konstant, g�aller attO ��x2�t � = O (�x). Noggrannhetsordningen �ar allts�a (1,1).2. Se kurslitteraturen f�or genomg�ang av standardf�orfarandet. I v�art fallblir: g(�) = 1� s sin2 �2 + ia� sin �:S�alunda �ar jg(�)j2 = �1� s sin2 �2�2 + (a� sin �)2 :Av detta framg�ar att om s = �1 �nns � s�a att jg(�)j > 1, oberoendeav v�ardet p�a �. Av de tv�a alternativen s = �1 och s = 1 �ar det allts�adet senare som skall v�aljas. F�or s = 1 �nns det � s�a att metoden blirstabil, d.v.s. s�a att jg(�)j � 1 f�or alla �.F�or dissipativitet g�aller det ytterligare kravet att jg(�)j < 1 f�or alla � 6=0. Omman i uttrycket f�or jg(�)j2 utnyttjar att sin2� = �2 sin �2 cos �2�2,och vidare att cos2 �2 = 1� sin2 �2 , f�ar manjg(�)j2 = 1� [2� sin2 �2 � 4(a�)2 �1� sin2 �2�] sin2 �2 :Man ser direkt att jg(0)j2 = 1 och jg(�)j2 = 0. Vidare kr�avs f�or �ovriga� att uttrycket inom hakparentes �ar positivt. D.v.s. � m�aste v�aljas s�aatt (a�)2 < 12 1� 12 sin2 �21� sin2 �2 :Detta �ar uppfyllt f�or alla � 6= 0 och � 6= � om �jaj � 1=p2, vilketallts�a �ar villkoret p�a � f�or att metoden skall vara dissipativ.1



3. Se kurslitteraturen f�or genomg�ang av standardf�orfarandet. I v�art fallblir karakteristiska ekvationen(z � 1)� = a�(�2 � 1) + 14(�� 1)2:Determinantvillkoret blir (�� 1)2 = 0:Den enda kritiska l�osningen �ar allts�a � = 1, z = 1. Vi g�or enst�orningsr�akning f�or att avg�ora om � i detta fall har n�armat sig en-hetscirkeln utifr�an eller inifr�an n�ar z n�armade sig enhetscirkeln utifr�an.St�orningsr�akningen g�ar till s�a att vi i karakteristiska ekvationen s�atterin z = 1 + �, � > 0, och � = 1 + �. Efter strykning av h�ogre ordningstermer f�ar vi � � �=(a�) > 0. Allts�a n�armar sig � enhetscirkeln utifr�an.S�adana l�osningar har vi sorterat bort i ett tidigare skede av analysenoch slutsatsen blir att di�erensmetoden med de givna randvillkoren �arstabil f�or de v�arden p�a � som g�or di�erensmetoden stabil f�or det renabegynnelsev�ardesproblemet.4. Uppenbarligen har iterationsmatrisen GJ;! samma egenvektorer somA och egenv�ardena blir��;! = 1� 2! sin2 ��h2 :Konvergenshastigheten f�or frekvens � (d.v.s. hur snabbt felkomponen-ter av frekvens � elimineras ur felet) ges av ��;!. L�at initialfelet varaP c�w� uttryckt i den bas som utg�ors av egenvektorerna w�. Efterk iterationer kommer den felterm som svarar mot frekvens � att vara�k�;!c�w�. Villkoret f�or att denna felterm skall vara h�ogst � �ar, om viantar kw�k = 1, ��;!c� � �och det antal iterationer som beh�ovs f�or att uppn�a detta �arN�;! � � ln(�=c�)= ln(��; !):F�or l�aga frekvenser f�ar vi allts�a, efter taylorutveckling av ln-termerna:N�; 12 � 2N�;1;d.v.s. dubbelt s�a m�anga iterationer f�or ! = 1=2 som f�or ! = 1.2



5. Ett s�att att angripa denna uppgift �ar att genomf�ora den analys vi ikursen gjort av hur di�erensoperatorns noggrannhetsordning p�averkarexekveringstiden (givet att man �onskar en viss noggrannhet � vid slut-tiden T ). Den analysen visar att h�ogre noggrannhetsordning ger l�agreexekveringstid. Allts�a �ar p-adaptivitet att f�oredra om man enbart sertill denna aspekt. Detaljerna i analysen framg�ar av kurslitteraturen.6. Konsistensen inneb�ar att Pk;h�� P�! 0 n�ar h; k ! 0. I v�art fall �arPk;h� = sX�=�1 rX�=�l����(xj+�; tn��):Efter taylorutveckling av � runt (xj ; tn) ser vi att ett n�odv�andigt vil-lkor f�or konsistens �ar sX�=�1 rX�=�l��� = 0:Betrakta nu stabilitetsanalys med normal mode-metoden. Ins�attningav z = 1, � = 1 i den karakteristiska ekvationen gersX�=�1 rX�=�l��� = 0;vilket allts�a �ar sant p.g.a. konsistensen. Allts�a �ar z = 1, � = 1 enl�osning till karakteristiska ekvationen.
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