Losningsanvisningar till tentamen i Analys av numeriska
metoder, 971017

Observera att nedanstaende losningsforslag ar skissartade. For full poang
skulle det kravas mer detaljerade resonemang.

1. Se kurslitteraturen for genomgang av standardforfarandet vid undersokning
av noggrannhetsordning. I vart fall blir:
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Eftersom vi har At = AAz, dar A antas vara en konstant, giller att
O (AT”’U:) = O (Az). Noggrannhetsordningen ar alltsa (1,1).

2. Se kurslitteraturen for genomgang av standardforfarandet. 1 vart fall
blir:

g(0) =1 — ssin’ g + iaAsiné.

Salunda ar )
0
19(0)]> = <1 — ssin? 5) + (aXsinf)?.

Av detta framgar att om s = —1 finns 6 sa att |g(f)| > 1, oberoende
av vardet pa A. Av de tva alternativen s = —1 och s = 1 ar det alltsa
det senare som skall viljas. For s = 1 finns det A sa att metoden blir
stabil, d.v.s. sa att |g(0)| < 1 for alla 6.

For dissipativitet géller det ytterligare kravet att |g(6)| < 1 for alla 6 #

2
0. Om man i uttrycket for [g(6)|? utnyttjar att sin? = (2 sin g cos %) ,

och vidare att cos? g =1 — sin? g, far man
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Man ser direkt att |g(0)|*> = 1 och |g(7)|> = 0. Vidare krivs for ovriga
0 att uttrycket inom hakparentes ar positivt. D.v.s. A maste valjas sa

att

1 1- % sin
2 1—sin
Detta ar uppfyllt for alla @ # 0 och 6 # 7 om Ma| < 1/v/2, vilket
alltsa ar villkoret pa A for att metoden skall vara dissipativ.
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3. Se kurslitteraturen for genomgang av standardforfarandet. I vart fall
blir karakteristiska ekvationen

1
(z— 1k =ar(k® — 1) + Z(n —1)2
Determinantvillkoret blir
(k—1)>=0.

Den enda kritiska 10sningen ar alltsi x = 1, z = 1. Vi gor en
storningsrakning for att avgora om i detta fall har narmat sig en-
hetscirkeln utifran eller inifran nir z ndrmade sig enhetscirkeln utifran.
Storningsrakningen gar till sa att vi i karakteristiska ekvationen satter
inz=14+46,§ >0, och k =1+ e. Efter strykning av hégre ordnings
termer far vie &~ 6/(aX) > 0. Alltsa narmar sig x enhetscirkeln utifran.
Sadana losningar har vi sorterat bort i ett tidigare skede av analysen
och slutsatsen blir att differensmetoden med de givna randvillkoren ar
stabil for de varden pa A som gor differensmetoden stabil for det rena
begynnelsevardesproblemet.

4. Uppenbarligen har iterationsmatrisen Gy, samma egenvektorer som
A och egenvirdena blir

h
Ao = 1 — 2wsin? 220

Konvergenshastigheten for frekvens u (d.v.s. hur snabbt felkomponen-
ter av frekvens y elimineras ur felet) ges av A\, . Lat initialfelet vara
> cuwy, uttryckt i den bas som utgors av egenvektorerna w,. Efter
k iterationer kommer den felterm som svarar mot frekvens p att vara
)\ﬁwcuwu. Villkoret for att denna felterm skall vara hogst e ar, om vi
antar [|w,|| =1,

ApwCu <€

och det antal iterationer som behovs for att uppna detta ar
Nyw > —In(e/c,)/ In(Ap, w).
For 1laga frekvenser far vi alltsa, efter taylorutveckling av In-termerna:
N, 1R 2N, 1.

d.v.s. dubbelt sa manga iterationer fér w = 1/2 som for w = 1.



5. Ett satt att angripa denna uppgift ar att genomfora den analys vi i
kursen gjort av hur differensoperatorns noggrannhetsordning paverkar
exekveringstiden (givet att man onskar en viss noggrannhet € vid slut-
tiden T'). Den analysen visar att hogre noggrannhetsordning ger lagre
exekveringstid. Alltsa ar p-adaptivitet att foredra om man enbart ser
till denna aspekt. Detaljerna i analysen framgar av kurslitteraturen.

6. Konsistensen innebar att Py, ,® — P® — 0 nar h,k — 0. I vart fall ar

8 r
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Efter taylorutveckling av ® runt (z;,t,) ser vi att ett nédvandigt vil-

lkor for konsistens ar ) .
Z Z agy = 0.
o=—1p=—1|

Betrakta nu stabilitetsanalys med normal mode-metoden. Insattning
av z = 1, k = 1 i den karakteristiska ekvationen ger

s r
> 2 =0,
oc=—1pv=—]

vilket alltsd ar sant p.g.a. konsistensen. Alltsa ar 2z = 1, Kk = 1 en
losning till karakteristiska ekvationen.



