
L�osningsanvisningar till tentamen iAnalys av numeriska metoder, 981016Observera att nedanst�aende l�osningsf�orslag �ar skissartade. F�or full po�angskulle det i vissa fall kr�avas mer detaljerade resonemang.1. a) A har reella och skilda egenv�arden ) Hyperboliskt system.b) Egenvektorerv1 = 1p2  1�1 ! ; v2 = 1p2  11 !Diagonalisera systemet med T = (v1 v2),T�1ut + T�1ATT�1ux = 0,wt +  1 00 �1 !wx = 0; w = T�1u:Karakteristikor �1 = x � t och �2 = x + t. Speci�cera de ing�andekarakteristikorna, w1(0; t) = �1(t)w2(0; t) + g1(t)w2(1; t) = �2(t)w1(1; t) + g2(t)Vi har h�ar �aven lagt till de utg�aende karakteristikorna f�or att speci-�cera de ing�aende. Transformation tillbaka till det ursprungliga sys-temet ger,u1(0; t)� u2(0; t) = �1(t)(u1(0; t) + u2(0; t)) + h1(t)u1(1; t) + u2(1; t) = �2(t)(u1(1; t) � u2(1; t)) + h2(t)c) L�osningen d�ampas/v�axer/oscillerar men transporteras fortfarandel�angs karakteristikorna. Randvillkoren beh�over ej omformuleras.2. a) V�alj � > 0. Det modi�erade Leap-Frog schemat approximerar ekva-tionen ut � ux = �"uxxxx vilken �ar parabolisk om " > 0. Paraboliskaekvationer d�ampar ut h�ogfrekventa oscillationer med tiden.1



b) Fourieransatsen vnj = gnei!xj insatt i schemat ger,g = �i sin(!h)�s1� �2 sin2(!h)� 16� sin4(!h2 )Studera rotuttrycket,h(!) = 1� �2 sin2(!h)� 16� sin4(!h2 ) =1� 4�2 sin2(!h2 )(1� sin2(!h2 ))� 16� sin4(!h2 )Inf�or x = sin2(!h2 ), x 2 [0; 1],) h(!) = f(x) = 1� 4�2x(1� x)� 16�x2 =1� 4�2x+ 4(�2 � 4�)x2Ber�akna n�ar f(x) > 0 ) Hitta minf(x).f 0(x) = �4�2 + 8(�2 � 4�)x = 0) x� = 4�28(�2 � 4�) ; min om 4� < �2 ) � < 0:2025f(x�) = 1� �4�2 � 4� > 0 om 1 > �4�2 � 4�,� < �2(1� �2)4 = 0:038475; (x� = 0:617 2 [0; 1])) jgj2 = �2 sin2(!h)+1��2 sin2(!h)�16� sin4(!h2 ) = 1�16� sin4(!h2 )Vi har stabilt och dissipativt schema av ordning 4 om � < �2(1��2)4 .3. a) Approximera f�orst med D+D�. Detta ger,D+D�u = @2u@x2 + h212 @4u@x4 +O(h4)Approximera nu @4u@x4 med (D+D�)2u.) (D+D�)2u = D+D�(@2u@x2 + h212 @4u@x4 +O(h4)) = @4u@x4 +O(h2)2



S�att in detta i den f�orsta Taylorutvecklingen,D+D�u = @2u@x2 + h212 (D+D�)2u+O(h4)) D+D�(1� h212D+D�)u = @2u@x2 +O(h4)b) Explicita scheman kr�aver vanligtvis �t=�x2 � const f�or att varastabila. Det inneb�ar att vi automatiskt f�ar h�og noggrannhet i tiden.V�alj ett schema med l�agre noggrannhetsordning i tiden �an i rummet.Detta ger ett balanserat schema som �ar e�ektivt. Implicita sche-man �ar ofta ovillkorligt stabila. V�alj ett schema med samma ellerh�ogre noggrannhet i tiden. Vi kan d�a ta stora tidssteg utan att nog-grannheten f�orst�ors. Not, implicita metoder �ar ofta e�ektivare �an ex-plicita metoder f�or paraboliska problem.4. Kontrollera grundantagandet, dvs att problemet utan randvillkor �arstabilt. Fouriertransformera b�ade i x- och y-led:ûn+1 � ûn = k2 ( i sin �1h1 + i sin �2h2 )(ûn+1 + ûn)Ans�att ûn = gn och l�os ut g,) g = 1 + ik2 � sin �1h1 + sin �2h2 �1� ik2 � sin �1h1 + sin �2h2 �Metoden �ar ovillkorligt stabil, jgj = 1 oberoende av k, h1 och h2.Normal-mode analys: Fouriertransformering i y-led ger,ûn+1i � ûni = k2 (D0x + i sin �2h2 )(ûn+1i + ûni )Steg 1. ResolventekvationenAns�att ûni = zn~vi) (z � 1)~vi = (z + 1)��14 (~vi+1 � ~vi�1) + i�22 ~vi sin �2�d�ar �1 = k=h1 och �2 = k=h2. 3



Steg 2. Karakteristiska ekvationenAns�att ~vi = �i) (z � 1)� = (z + 1)��14 (�2 � 1) + i�22 � sin �2�,�2 + ��2i�2�1 sin �2 � 4�1 (z � 1)(z + 1)�� 1 = 0Steg 3. DeterminantvillkoretKarakteristiska ekvationen ger att r�otterna uppfyller�1 � �2 = �1 ) j�1j < 1; j�2j > 1 eller j�1j = j�2j = 1Testa � = ei� (Fourieransatsen) ) jzj = 1 pga grundantagandet.Allts�a, f�or jzj > 1 g�aller j�1j < 1 och j�2j > 1. Vi kan skriva l�osningensom ~vj = �1�j1 + �2�j2, men j�2j > 1 och vnj 2 l2(0;1) ) �2 = 0 bi-villkor. S�ok l�osning p�a formen ~vj = ��j d�ar j�j < 1. S�att in ansatsenv̂nj = zn��j i randvillkoret,zn� = 2zn��� zn��2,�(� � 1)2 = 0 � 6= 0Steg 4. L�os ekvationerna( (z � 1)� = (z + 1) ��14 (�2 � 1) + i�22 � sin �2��(�� 1)2 = 0 )� = 1; z = 1 + i�22 sin �21� i�22 sin �2 (jzj = 1)Steg 5. Granska l�osningenL�osning d�a jzj ! 1+ ? Karakteristiska ekvationen ger att �1 = 1och �2 = �1 eller �1 = �1 och �2 = 1. Endast det f�orsta fallet �aren l�osning (�2 = 0). Ledningen s�ager att �1 och �2 �ar kontinuerligafunktioner av �2. Det inneb�ar att �1 eller �2 inte kan �andras fr�an �1till +1 diskontinuerligt d�a �2 varierar. Eftersom � = 1 oberoende av4



�2 kan vi v�alja ett godtyckligt v�arde, t.ex. �2 = 0 eller �, f�or att sevilken av r�otterna som uppfyller ekvationerna. Ans�att z = 1 + � och� = 1 + ". S�att in i karakteristiska ekvationen och f�orsumma h�ogreordningens termer,(1 + � � 1)(1 + ") = (1 + � + 1)(�14 ((1 + ")2 � 1)))� � �1"Allts�a, " > 0 och det �ar �2 som uppfyller ekvationerna. Vi har ingenl�osning f�or jzj > 1 eller d�a jzj ! 1+ och Crank-Nicolson �ar ovillkorligtstabil med det f�oreslagna randvillkoret.5. Betrakta den skal�ara konserveringslagen ut + f(u)x = 0, d�ar f(u) �aricke-linj�ar. �Onskv�arda egenskaper f�or ett numeriskt schema(a) Konservativ form: Ett schema till konserveringslagen ovan �ar p�akonservativ form om det kan skrivasun+1j � unjk + hnj+1=2 � hnj�1=2h = 0d�ar hnj+1=2 = h(unj�q; :::; unj+p). F�or konsistens kr�avs (d�a h ! 0,k ! 0) att h(u; :::; u) = f(u). Konservativ form garanterar atteventuella chocker f�ar r�att hastighet i l�osningen.(b) Entropiriktig: Ger fysikalisk r�att l�osning, bryter upp expansions-chock till expansionsv�ag.(c) TVD: Variationsminskade schema,Xj jvn+1j � vn+1j�1 j �Xj jvnj � vnj�1jF�orhindrar tillv�axt av h�ogfrekventa oscillationer i l�osningen.Exempel p�a schema som �ar p�a konservativ form, ger entropiriktigl�osning och �ar TVD, Engquist-Osher:hnj+1=2 = 12 �f(unj ) + f(unj+1)�� 12 Z unj+1unj jf 0(u)jdu:5



6. Bilda diagonaliserande matris Q = (v1 v2 � � � vn). Egenvektorerna �arortogonala vilket medf�or att Q �ar ortogonal (Q�1 = QT ). H�ogerledetkan skrivas som f = �2 sin�x = �2p2hv1. L�osningen u kan d�a ber�aknasgenom att diagonalisera systemAu = f , QTAQQTu = QT f , DQTu = bd�ar D = 0BBBB@ �1 �2 . . . �n 1CCCCA ; b = 0BBBB@ �2=p2h0...0 1CCCCAL�osningen u f�as d�a somu = QD�1b = �2�1p2hv1 = �2�1 sin�xTaylorutveckla�1 = 4h2 sin2 ��h2 � = 4h2  �h2 � (�h=2)33! + :::!2 �� �2 � 4h2 � �4h423 � 3! = �2 � �4h212Vidare �2�1 � 11� �2h212 � 1 + �2h212Slutligenk�� uk2 � sXi j sin�xi � (1 + ") sin�xij2 � h = j"j � k�k2d�ar " = �2h2=12 � 8 � 10�3 f�or h = 0:1.
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