Losningsanvisningar till tentamen i
Analys av numeriska metoder, 981016

Observera att nedanstaende losningsforslag ar skissartade. For full poang
skulle det i vissa fall kravas mer detaljerade resonemang.

1. a) A har reella och skilda egenvirden = Hyperboliskt system.
b) Egenvektorer
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Diagonalisera systemet med T' = (vy vg),
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Karakteristikor &4 = x — ¢ och & = z + t. Specificera de ingande
karakteristikorna,
wi(0,t) = ai(t)w2(0.1) + g1(2)
wa(1,t) = az(t)wi(1.1) + g2(2)

Vi har har aven lagt till de utgaende karakteristikorna for att speci-
ficera de ingadende. Transformation tillbaka till det ursprungliga sys-

temet ger,
U1 O,t — U2 O,t == ﬁl(t)(ul(o,t + U9 O,t +h1(t)
ur(1,t) +ua(l,t) = Bo(t)(ui(l,t) —ua(1,t)) + ha(t)

c¢) Losningen dampas/vixer/oscillerar men transporteras fortfarande
langs karakteristikorna. Randvillkoren behover ej omformuleras.

2. a) Vilj § > 0. Det modifierade Leap-Frog schemat approximerar ekva-
tionen u; — Uy = —€Ugaae Vilken ar parabolisk om ¢ > 0. Paraboliska
ekvationer dampar ut hogfrekventa oscillationer med tiden.



b) Fourieransatsen vj = g"e"™"i insatt i schemat ger,

h
g = Aisin(wh) £ \/1 — \2sin?(wh) — 166 sin4(w7)

Studera rotuttrycket,

h(w) = 1 — A%sin?(wh) — 166 sin4(w7h) =

1 —4)\? siHQ(%h)(l - sinz(%h)) — 160 Sin4(%h)

Infér = = sin?(4L), z € [0, 1],
= h(w) = f(z) =1 —4X%z(1 — 2) — 16622 =

1 —4X%2 + 4(N\? — 46)2?
Berakna nar f(z) > 0 = Hitta minf(z).

fl(@) = =422 + 8(\? — 40)z = 0
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§ < = 0.038475, (¢* = 0.617 € [0, 1))
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h h
= |g|> = A2 sin?(wh)+1-A%sin®(wh)—160 Sin4(w7) =1-160 sin4(w7)

Vi har stabilt och dissipativt schema av ordning 4 om § < )‘2(1;’\2).

. a) Approximera forst med D, D_. Detta ger,
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Approximera nu % med (D4 D )?u.
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Satt in detta i den forsta Taylorutvecklingen,

0®u  h? 9 4
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b) Explicita scheman kriver vanligtvis At/Az? < const for att vara
stabila. Det innebar att vi automatiskt far hog noggrannhet i tiden.
Valj ett schema med lagre noggrannhetsordning i tiden an i rummet.
Detta ger ett balanserat schema som ar effektivt. Implicita sche-
man ar ofta ovillkorligt stabila. Valj ett schema med samma eller
hogre noggrannhet i tiden. Vi kan da ta stora tidssteg utan att nog-
grannheten forstors. Not, implicita metoder ar ofta effektivare an ex-
plicita metoder for paraboliska problem.

. Kontrollera grundantagandet, dvs att problemet utan randvillkor ar
stabilt. Fouriertransformera bade i z- och y-led:
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Ansatt 4" = g™ och 16s ut g,
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Metoden &r ovillkorligt stabil, |g| = 1 oberoende av k, hy och hs.

Normal-mode analys: Fouriertransformering i y-led ger,
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Steg 1. Resolventekvationen
Ansatt 4 = 2"0;

= (Z - 1)’51' == (Z + 1) <%(’51‘+1 - 131'71) + i%’ﬁi Sin92>

dar /\1 = k/hl och )\2 = k/hg.



Steg 2. Karakteristiska ekvationen
Ansatt v; = k'

= (z-Dr=(2+1) <%( 2 1) -I—i%nsinGg)

=

Ay 4 (z—1)
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Steg 3. Determinantvillkoret
Karakteristiska ekvationen ger att rotterna uppfyller

K1k =—1 = [|ki1| <1, |ka| > 1eller |r1| = |k2| =1
Testa x = e (Fourieransatsen) = |z| = 1 pga grundantagandet.
Alltsa, for |z| > 1 galler |k1| < 1 och |ka| > 1. Vi kan skriva l6sningen

som 9; = 01k} 4+ o2k}, men |Kko| > 1 och vl € I2(0,00) = 09 = 0 bi-

villkor. Sék losning pa formen 9; = ox/ dér |s| < 1. Sitt in ansatsen
0} = z"ok’ 1 randvillkoret,

"o = 22"0Kk — 2"oK?
=
olk—1)2=0 o #0

Steg 4. Los ekvationerna

(z—1)r=(2+1) (%(52 — 1) +i%k Sin92)
ok —1)2=0
=
_ 1+i%2sinfs

k=1 z= o -
1 —i%2sinfh

(2] = 1)

Steg 5. Granska losningen

Losning da |z| — 14 7 Karakteristiska ekvationen ger att xy = 1
och ko = —1 eller k1 = —1 och k9 = 1. Endast det forsta fallet ar
en l6sning (02 = 0). Ledningen siger att k1 och ko ar kontinuerliga

funktioner av 65. Det innebar att x1 eller ko inte kan andras fran —1
till +1 diskontinuerligt da #y varierar. Eftersom x = 1 oberoende av



A kan vi valja ett godtyckligt varde, t.ex. 0y = 0 eller m, for att se
vilken av rotterna som uppfyller ekvationerna. Ansitt z = 1 4+ ¢ och
k =14 €. Satt in i karakteristiska ekvationen och forsumma hogre
ordningens termer,

(46— 1)1 +e) = (145 +DEL( +6)? - 1)

=
0~ \e

Alltsa, € > 0 och det ar ko som uppfyller ekvationerna. Vi har ingen
16sning for |z| > 1 eller da |z| — 14 och Crank-Nicolson ar ovillkorligt
stabil med det foreslagna randvillkoret.

. Betrakta den skalara konserveringslagen u; + f(u), = 0, déir f(u) ar
icke-linjar. Onskvarda egenskaper for ett numeriskt schema

(a) Konservativ form: Ett schema till konserveringslagen ovan ar pa
konservativ form om det kan skrivas

T MW
k h
dar b7, , = h(uf_g, .. uly ). For konsistens krivs (da h — 0,

E — 0) att h(u,...,u) = f(u). Konservativ form garanterar att
eventuella chocker far ratt hastighet i 10sningen.

(b) Entropiriktig: Ger fysikalisk ratt 16sning, bryter upp expansions-
chock till expansionsvag.

¢ : Variationsminskade schema,
TVD: Variati inskade sch
1 1
Z\vg”r ”+|<Z|v —v
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Forhindrar tillvaxt av hogfrekventa oscillationer i 16sningen.

Exempel pa schema som ar pa konservativ form, ger entropiriktig
l6sning och ar TVD, Engquist-Osher:

1
?+1/2=§<f( i)+ f(u ]+1 2/ u)|du.



6. Bilda diagonaliserande matris @ = (vy v2 -+ v,). Egenvektorerna &r

ortogonala vilket medfor att @ Ar ortogonal (Q~! = QT). Hogerledet
2

2 s

inmz = Z=vy. Losningen u kan da berdkn
‘ . sinme = —=-vr. Losningen u ka da beraknas
genom att diagonalisera system

kan skrivas som f =7

Au=f < QTAQQ"Tu=Q"f < DQTu=0b

dar
A 72 /\/2h
Ao 0
D — s b =
An 0
Losningen u fas da som
2 72
u=QD b= v = —sin7zx
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Slutligen

b — ulls ~ \/Z |sinma; — (14 &) sinmail2 - h = 2| - [l
7

dir e = 72h%/12 =~ 8 - 1073 for h = 0.1.



