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Tentamen i Analys av Numeriska Metoder, 1996-10-18Skrivtid: 1500 - 2100Hj�alpmedel: Mathematical HandbookVarje uppgift kan ge 5 po�ang. F�or full po�ang kr�avs fullst�andiga r�akningaroch motivering av resonemang.1. Formelnvn+1j � vnj�t = a�D0vn+1j + (1� )D0vnj �beskriver en hel familj av di�erensmetoder. Med  = 0 f�as t.ex. Eulersfram�atdi�erensmetod,  = 1 ger Euler bak�at och  = 1=2 ger Crank-Nicolsons metod.Visa att varje val av  i formeln ger en metod som �ar konsistent medut = aux.2. Nu studerar vi stabiliteten f�or metoderna ovan. Antag periodiska randvil-lkor, s�a att fourierteknik kan anv�andas. F�or vilka  f�ar vi en ovillkorligtstabil metod?3. Begynnelse-randv�ardesproblemetut = aux 0 < x <1; 0 < t; 0 < au(x; 0) = f(x)u 2 L2(0;1)approximeras medvn+1j � vn�1j2�t = aD0vnj ; j = 1; 2; : : :1



v0j = fjvn+10 = 2vn1 � vn�12v 2 l2(0;1)Genomf�or stabilitetsanalys m.h.a. normal mode-metoden.4. V�agekvationen utt = uxx kan skrivas som ett f�orsta ordningens system: � !t =  0 11 0 ! � !x ;d�ar � = ut,  = ux.Vi skriver detta Wt = AWx, d�arW =  � ! ; A =  0 11 0 ! ;och l�oser problemet med Lax-Friedrichs metod:V n+1j = 12 �V nj+1 + V nj�1�+�tAD0V nj :Vi anv�ander ett ber�akningsn�at med �x = 0:01 och l�oser problemetmed periodiska begynnelsedata och periodiska randvillkor. Hur stortkan vi d�a v�alja �t?5. I kompendieavsnittet om multigridmetoder s�ags p�a ett st�alle ( �O 12.4)att: Spektralradien [till G(�)] �ar ett uttryck f�or den asymptotiskakonvergenshastigheten. Konvergenshastigheten efter ett litetantal iterationer beskrivs b�attre av kG(�)k2.De tv�a meningarna ovan inneh�aller varsitt p�ast�aende. Visa att dessap�ast�aenden �ar korrekta.6. Vi skall l�osa det hyperboliska systemetUt = AUx +BUy + CUz + F (x; y; z);2



d�ar U och F �ar d � 1-vektorer; A, B och C �ar konstanta och sym-metriska d� d-matriser.Approximera rumsderivatornamedD0 och g�or tidsstegning med Crank-Nicolsons metod, ger:V n+1j;k;l � V nj;k;l�t = 12Q �V n+1j;k;l + V nj;k;l�+ Fj;k;l: (1)Din uppgift �ar att studera stabiliteten f�or (1), med periodiska randvil-lkor. Du f�ar inte inf�ora n�agra f�orenklingar som inneb�ar inskr�ankningarav analysens r�ackvidd. (Analysen skall m.a.o. vara giltig f�or (1) ochinte avse ett f�orenklat modellproblem.)G�or f�oljande:� F�oresl�a tv�a alternativa tekniker f�or att genomf�ora analysen ovan.De tekniker du n�amner skall vara s�adana som verkligen g�ar atttill�ampa p�a (1) och inte bara p�a modellproblem.� Visa skissartat hur det skulle g�a till att anv�anda respektive tekniki fallet (1).� N�amn f�or- och nackdelar med respektive teknik.� Utf�or analysen i detalj med den teknik du �nner enklast i dettafall. Analysen skall leda till en klar slutsats om stabiliteten. Detr�acker allts�a inte med ett l�ost resonemang.
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