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Varje uppgift kan ge 5 poiang. For full poang kravs fullstandiga rdkningar
och motivering av resonemang.

1. Differensmetoden
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ar konsistent med u; = au,, men tyvarr r metoden instabil for varje

val av A = At/Ax.

Ett satt att stabilisera metoden ar att i dess hogerled lagga till en
term:
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dér s ar +1 eller —1 (se uppgift 2 nedan). Vilken noggrannhetsordning
har differensmetoden (1)7

2. Nu skall du med fourieranalys undersoka stabiliteten hos (1) for det rena
begynnelsevardesproblemet. Konstanten s skall vara antingen +1 eller
—1. For vilket av dessa virden pa s gar det att vilja A sa att (1) blir
stabil? Givet detta varde pa s: hur skall A valjas for att metoden skall
bli dissipativ?

3. Begynnelse-randvardesproblemet

U = QU 0<x<oo, 0<t, 0<a
w(z,0) = f(x)
u € L9(0,00)



approximeras med (1), med begynnelsedata som for det kontinuerliga
problemet, samt med randvillkor:

n+1 n+1 n+1

v € £9(0,00)

Genomfor stabilitetsanalys m.h.a. normal mode-metoden.

4. Betrakta det endimensionella modellproblemet —u"(z) = f(z), pa en-
hetskvadraten och med u(z) = 0 pa randen. Vi infor ett ekvidistant
berdkningsnit med n + 2 punkter (inklusive randpunkterna) och med
steglangd h = 1/(n + 1). Om differentialekvationen diskretiseras med
centrerade finita differenser av andra ordningens noggrannhet far man
ett linedrt ekvationssystem Az = f, dar f ar en n x 1-vektor som in-
nehaller f(x) evaluerad i de inre natpunkterna. Koefficientmatrisen A,
n x n, ir tridiagonal, med element 2/h? i huvuddiagonalen och —1/h?
i de tva diagonalerna narmast huvuddiagonalen. Egenvardena till A
ar

De motsvarande egenvektorerna w, ar diskreta representationer av
sin ymx och p kan alltsa ses som en frekvens.

I kursen har vi studerat multigridmetoder for 16sning av detta problem.
I det sammanhanget har vi utnyttjat dampade Jacobis metod, med
iterationsmatris

1
Gro=1- wEhQA.

Med w = 1/2 konvergerar metoden snabbt for de hoga frekvenserna.
Din uppgift blir nu att i stallet studera hur Jacobis metod beter sig for
de laga frekvenserna. Visa att vanliga Jacobis metod (motsvarar w =
1) kommer att konvergera dubbelt sa snabbt som ddmpade Jacobis
metod med w = 1/2.

5. I vara modellproblem har vi antagit att berdkningsnatet ar ekvidistant.
Kostnaden for att numeriskt losa ett system av tidsberoende par-
tiella differentialekvationer ckar med antalet natpunkter. 1 riktiga



tillampningsproblem finns ofta en del komplexa fenomen som kraver
hog upplosning. Om man da anvander ett ekvidistant berdkningsnat
kommer man att anvinda samma hoga upplosning dven for de delar
av losningen som ar “snalla” och kan beraknas tillrackligt noggrant
med betydligt grovre nat. Eftersom minnesutrymmet ar en starkt
begransande faktor for stora tillampningsproblem vill man undvika
att slosa med detta och att anvanda ekvidistant nat som diskuterats
ovan ar darfor inte att rekommendera.

I stallet forsoker man konstruera s.k. adaptiva metoder. Man borjar
da med ett relativt grovt nat. Efter varje tidssteg uppskattar man for
varje nitpunkt felet i den berdknade 16sningen (hur denna uppskatt-
ning utfors saknar betydelse for den fragestdllning vi skall studera
nedan) och de natpunkter dir noggrannheten befinns vara otillracklig
markeras. Darefter sker en anpassning, som kan goras pa tva sitt.
Det ena kallas h-adaptivitet och innebar att natet forfinas lokalt kring
de markerade punkterna. Det andra, p-adaptivitet, innebar att man
i omraden kring markerade punkter byter till en numerisk metod av
hogre noggrannhetsordning (exakt hur detta kan astadkommas &r inte
heller viktigt har).

Den fraga du skall besvara, med utforlig motivering, ar: vilket av
angreppssatten, h-adaptivitet eller p-adaptivitet, bor leda till kortast
exekveringstid? For full poang maste du genomfora en analys och far
inte noja dig med att hanvisa till kanda resultat. I ditt resonemang
behover du emellertid inte ta hansyn till de eventuella svarigheter som
kan finnas med implementeringen av respektive metod.

6. Lat oss betrakta en allmin differensmetod, konsistent med det skalara

modellproblemet u; = au,. Antag att information fran tidsnivaerna

n t.o.m. n — s anviands for berdkning av 16sningen pa tidsniva n + 1

Antag vidare att | punkter till vanster och r punkter till hoger

om z; utnyttjas for approximationen av rumsderivatan i punkt xz;.
Differensmetoden kan da skrivas

s r
> 2 oy =0,
o=—1v=—]

Vid stabilitetsanalys med normal mode-metoden ger differensmetoden
upphov till en karakteristisk ekvation. Visa att en av 1osningarna till
den ekvationen ar z =1, Kk = 1.



