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Tentamen i Analys av Numeriska Metoder, 1997-10-17Skrivtid: 0800 - 1400Hj�alpmedel: Mathematical HandbookVarje uppgift kan ge 5 po�ang. F�or full po�ang kr�avs fullst�andiga r�akningaroch motivering av resonemang.1. Di�erensmetodenvn+1j � vnj�t = aD0vnj�ar konsistent med ut = aux, men tyv�arr �ar metoden instabil f�or varjeval av � = �t=�x.Ett s�att att stabilisera metoden �ar att i dess h�ogerled l�agga till enterm: vn+1j � vnj�t = aD0vnj + s4 (�x)2�t D+D�vnj ; (1)d�ar s �ar +1 eller �1 (se uppgift 2 nedan). Vilken noggrannhetsordninghar di�erensmetoden (1)?2. Nu skall du med fourieranalys unders�oka stabiliteten hos (1) f�or det renabegynnelsev�ardesproblemet. Konstanten s skall vara antingen +1 eller�1. F�or vilket av dessa v�arden p�a s g�ar det att v�alja � s�a att (1) blirstabil? Givet detta v�arde p�a s: hur skall � v�aljas f�or att metoden skallbli dissipativ?3. Begynnelse-randv�ardesproblemetut = aux 0 < x <1; 0 < t; 0 < au(x; 0) = f(x)u 2 L2(0;1) 1



approximeras med (1), med begynnelsedata som f�or det kontinuerligaproblemet, samt med randvillkor:vn+10 = 2vn+11 � vn+12v 2 `2(0;1)Genomf�or stabilitetsanalys m.h.a. normal mode-metoden.4. Betrakta det endimensionella modellproblemet �u00(x) = f(x), p�a en-hetskvadraten och med u(x) = 0 p�a randen. Vi inf�or ett ekvidistantber�akningsn�at med n+ 2 punkter (inklusive randpunkterna) och medstegl�angd h = 1=(n+ 1). Om di�erentialekvationen diskretiseras medcentrerade �nita di�erenser av andra ordningens noggrannhet f�ar manett line�art ekvationssystem Ax = f , d�ar f �ar en n� 1-vektor som in-neh�aller f(x) evaluerad i de inre n�atpunkterna. Koe�cientmatrisen A,n�n, �ar tridiagonal, med element 2=h2 i huvuddiagonalen och �1=h2i de tv�a diagonalerna n�armast huvuddiagonalen. Egenv�ardena till A�ar 4h2 sin2 ��h2 ; � = 1; :::; n:De motsvarande egenvektorerna w� �ar diskreta representationer avsin��x och � kan allts�a ses som en frekvens.I kursen har vi studerat multigridmetoder f�or l�osning av detta problem.I det sammanhanget har vi utnyttjat d�ampade Jacobis metod, mediterationsmatrisGJ;! = I � !12h2A:Med ! = 1=2 konvergerar metoden snabbt f�or de h�oga frekvenserna.Din uppgift blir nu att i st�allet studera hur Jacobis metod beter sig f�orde l�aga frekvenserna. Visa att vanliga Jacobis metod (motsvarar ! =1) kommer att konvergera dubbelt s�a snabbt som d�ampade Jacobismetod med ! = 1=2.5. I v�ara modellproblem har vi antagit att ber�akningsn�atet �ar ekvidistant.Kostnaden f�or att numeriskt l�osa ett system av tidsberoende par-tiella di�erentialekvationer �okar med antalet n�atpunkter. I riktiga2



till�ampningsproblem �nns ofta en del komplexa fenomen som kr�averh�og uppl�osning. Om man d�a anv�ander ett ekvidistant ber�akningsn�atkommer man att anv�anda samma h�oga uppl�osning �aven f�or de delarav l�osningen som �ar \sn�alla" och kan ber�aknas tillr�ackligt noggrantmed betydligt gr�ovre n�at. Eftersom minnesutrymmet �ar en starktbegr�ansande faktor f�or stora till�ampningsproblem vill man undvikaatt sl�osa med detta och att anv�anda ekvidistant n�at som diskuteratsovan �ar d�arf�or inte att rekommendera.I st�allet f�ors�oker man konstruera s.k. adaptiva metoder. Man b�orjard�a med ett relativt grovt n�at. Efter varje tidssteg uppskattar man f�orvarje n�atpunkt felet i den ber�aknade l�osningen (hur denna uppskatt-ning utf�ors saknar betydelse f�or den fr�agest�allning vi skall studeranedan) och de n�atpunkter d�ar noggrannheten be�nns vara otillr�ackligmarkeras. D�arefter sker en anpassning, som kan g�oras p�a tv�a s�att.Det ena kallas h-adaptivitet och inneb�ar att n�atet f�or�nas lokalt kringde markerade punkterna. Det andra, p-adaptivitet, inneb�ar att mani omr�aden kring markerade punkter byter till en numerisk metod avh�ogre noggrannhetsordning (exakt hur detta kan�astadkommas �ar inteheller viktigt h�ar).Den fr�aga du skall besvara, med utf�orlig motivering, �ar: vilket avangreppss�atten, h-adaptivitet eller p-adaptivitet, b�or leda till kortastexekveringstid? F�or full po�ang m�aste du genomf�ora en analys och f�arinte n�oja dig med att h�anvisa till k�anda resultat. I ditt resonemangbeh�over du emellertid inte ta h�ansyn till de eventuella sv�arigheter somkan �nnas med implementeringen av respektive metod.6. L�at oss betrakta en allm�an di�erensmetod, konsistent med det skal�aramodellproblemet ut = aux. Antag att information fr�an tidsniv�aernan t.o.m. n � s anv�ands f�or ber�akning av l�osningen p�a tidsniv�a n + 1. Antag vidare att l punkter till v�anster och r punkter till h�ogerom xj utnyttjas f�or approximationen av rumsderivatan i punkt xj .Di�erensmetoden kan d�a skrivassX�=�1 rX�=�l���un��j+� = 0:Vid stabilitetsanalys med normal mode-metoden ger di�erensmetodenupphov till en karakteristisk ekvation. Visa att en av l�osningarna tillden ekvationen �ar z = 1, � = 1.3


