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Tentamen i Analys av Numeriska Metoder, 1998-10-16Skrivtid: 0800 - 1400Hj�alpmedel: Mathematical HandbookVarje uppgift kan ge 5 po�ang. F�or full po�ang kr�avs fullst�andiga r�akningaroch motivering av resonemang.1. Betrakta systemetut +Aux = 0 0 � x � 1d�ar A =  0 11 0 ! ; u =  u1u2 ! :a) Vilken typ av ekvation �ar detta? Motivera svaret med ber�akningar.b) Hur b�or randvillkoren s�attas f�or att systemet ej blir �overspeci�cerateller saknar l�osning? H�arled generella uttryck f�or randvillkoren.c) Antag att systemet ut�okas med en l�agre ordningens term,ut +Aux +Bu = 0:Beskriv hur detta p�averkar l�osningen och hur randvillkoren b�or for-muleras nu? Inga ber�akningar kr�avs.2. F�or att d�ampa oscillationer i l�osningen l�agger man ofta till en dissipativterm, t.ex. f�or Leap-Frog applicerad p�a modellproblemet ut = ux f�arvi vn+1j = vn�1j + 2�tD0vnj � �(�x)4(D+D�)2vn�1j :1



a) Ska vi v�alja � > 0 eller � < 0 ? Motivera svaret!b) Antag att vi v�aljer �t = 0:9�x. Best�am ett tillr�ackligt villkor p�a �f�or att schemat ska bli stabilt och dissipativt av ordning 4.3. Antag att vi vill l�osa v�armeledningsekvationen ut = �uxx.a) H�arled en 4:e ordningens approximation till derivatan @2u=@x2.b) Diskutera ur e�ektivitetssynpunkt hur man b�or approximera tids-derivatan om man anv�ander rumsapproximation ovan. Behandla b�adeexplicita och implicita metoder.4. Betrakta det tv�a-dimensionella hyperboliska problemetut = ux + uy; 0 � x � a; 0 � y � b:med givna randvillkor och begynnelsevillkor. Problemet diskretiserasmed Crank-Nicolson. Vi vill unders�oka om randvillkoretvn0j = 2vn1j � vn2j ; j = 1; :::; ny�ar stabilt. Tillv�agag�angss�attet �ar att man betraktar ist�allet problemetp�a omr�adet 0 � x <1, periodiskt i y-riktningen,vn+1ij = vnij + k2 (D0x +D0y)(vn+1ij + vnij)vn0j = 2vn1j � vn2jvn 2 l2(0;1)och fouriertransformerar i y-riktningen. D�arefter unders�oker man sta-biliteten p�a det transformerade problemet med hj�alp av normal-modeanalys. Fullf�olj stabilitetsanalysen f�or att se om randvillkoret ovan �arstabilt och is�afall under vilka villkor.Ledning: R�otterna till den karakteristiska ekvationen �ar kontinuerligafunktioner av frekvensen !2 (fr�an fouriertransformen i y-led).5. Icke-linj�ara problem kr�aver ofta speciella egenskaper, f�orutom konsistensoch stabilitet, hos det numeriska schemat f�or att dessa ska ge en bral�osning. Ge exempel p�a tre s�adana egenskaper och f�orklara inneb�ordenhos dem. Ge ocks�a exempel p�a ett schema (formeln utskriven) tillden skal�ara konserveringslagen, ut + f(u)x = 0, som har dessa treegenskaper. 2



6. I den sista inl�amningsuppgiften skulle ni l�osa modellproblemet��00 = �2 sin�x; 0 < x < 1;�(0) = �(1) = 0Ekvationen diskretiserades med D+D� vilket resulterade i det linj�araekvationssystemet Au = f , d�arA = 1h2 0BBBBBB@ 2 �1�1 2 �1. . . . . . . . .�1 2 �1�1 2
1CCCCCCA ; ( n� n ):Ekvationssystemet skulle sedan l�osas med d�ampade Jacobi tills feletku � vk2 < 10�6, d�ar u �ar den exakta l�osningen till det linj�ara ekva-tionssystemet och v �ar den approximativa l�osningen som man f�ar medd�ampade Jacobi. N�agra grupper �ck att Jacobi aldrig konvergeradetill den givna noggrannheten trots att de hade implementerat metodenkorrekt. Felet l�ag i att de j�amf�orde v med den analytiska l�osningen�. F�orklaringen �ar att vi har ett diskretiseringsfel i u som �ar st�orre�an 10�6 och v kan d�a inte konvergera mot � med den noggrannheten.Uppgiften blir nu att ber�akna storleken p�a diskretiseringsfelet (approx-imativt som funktion av h), dvs ber�akna k�� uk2. Till din hj�alp hardu att egenvektorerna till A ges avv� = p2h266664 sin(��1h)sin(��2h)...sin(��nh) 377775med motsvarande egenv�arden �� = 4h2 sin2(��h2 ), � = 1; ::: ; n.
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