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Varje uppgift kan ge 5 poang. For full poang kravs fullstandiga rakningar
och motivering av resonemang.

1. Betrakta systemet

ur + Auy =0 0<z<1

a=(08) ()

a) Vilken typ av ekvation ar detta? Motivera svaret med berdkningar.

dar

b) Hur bor randvillkoren sattas for att systemet ej blir 6verspecificerat
eller saknar 16sning? Harled generella uttryck for randvillkoren.

c) Antag att systemet utokas med en lagre ordningens term,
up + Auy + Bu = 0.

Beskriv hur detta paverkar 16sningen och hur randvillkoren hor for-
muleras nu? Inga berdkningar kréavs.

2. For att dampa oscillationer i losningen lagger man ofta till en dissipativ
term, t.ex. for Leap-Frog applicerad pa modellproblemet u; = u, far
vi
n+l _

vt = v;-%l + 2AtDov; — 5(Am)4(D+D_)2v;7*1.



a) Ska vi vilja § > 0 eller 6 < 0 7 Motivera svaret!
b) Antag att vi valjer At = 0.9Az. Bestdm ett tillrackligt villkor pa §
for att schemat ska bli stabilt och dissipativt av ordning 4.
3. Antag att vi vill 16sa varmeledningsekvationen u; = Augyg.
a) Hirled en 4:e ordningens approximation till derivatan 9%u/dz>.

b) Diskutera ur effektivitetssynpunkt hur man bér approximera tids-
derivatan om man anvander rumsapproximation ovan. Behandla bade
explicita och implicita metoder.

4. Betrakta det tva-dimensionella hyperboliska problemet
Up = Uy + Uy, 0<z<a, 0<y<h

med givna randvillkor och begynnelsevillkor. Problemet diskretiseras
med Crank-Nicolson. Vi vill undersoka om randvillkoret

n __ n n N
vo; = 2015 — vy, J =1, my

ar stabilt. Tillvigagangssattet ar att man betraktar istillet problemet
pa omradet 0 < x < oo, periodiskt i y-riktningen,

k
n+1 n n+1 n
vij = vt §(D0m + Doy) (075" + vij)
n o _ n n
Uoj = 2U1j — U2j

v € 12(0,00)

och fouriertransformerar i y-riktningen. Dérefter undersoker man sta-
biliteten pa det transformerade problemet med hjilp av normal-mode
analys. Fullfolj stabilitetsanalysen for att se om randvillkoret ovan ar
stabilt och isafall under vilka villkor.

Ledning: Rotterna till den karakteristiska ekvationen ar kontinuerliga
funktioner av frekvensen wsy (fran fouriertransformen i y-led).

5. Icke-linjara problem kraver ofta speciella egenskaper, forutom konsistens
och stabilitet, hos det numeriska schemat for att dessa ska ge en bra
losning. Ge exempel pa tre sadana egenskaper och forklara inneborden
hos dem. Ge ocksa exempel pa ett schema (formeln utskriven) till
den skaldra konserveringslagen, u; + f(u), = 0, som har dessa tre
egenskaper.



6. I den sista inlamningsuppgiften skulle ni l6sa modellproblemet

—¢" = 72 sinma, 0<zx <,

$(0) = ¢(1)=0

Ekvationen diskretiserades med D D_ vilket resulterade i det linjara
ekvationssystemet Au = f, dar

2 -1
-1 2 -1

-1 2 -1

-1 2
Ekvationssystemet skulle sedan 16sas med dampade Jacobi tills felet
|u —v|l2 < 1075, dir u dr den exakta Iosningen till det linjara ekva-
tionssystemet och v ar den approximativa 16sningen som man far med
dampade Jacobi. Nagra grupper fick att Jacobi aldrig konvergerade
till den givna noggrannheten trots att de hade implementerat metoden
korrekt. Felet lag i att de jamforde » med den analytiska 16sningen
¢. Forklaringen ar att vi har ett diskretiseringsfel i u som ar storre
in 107% och v kan da inte konvergera mot ¢ med den noggrannheten.
Uppgiften blir nu att berdkna storleken pa diskretiseringsfelet (approx-
imativt som funktion av h), dvs berdkna ||¢ — u||2. Till din hjalp har
du att egenvektorerna till A ges av

sin(umlh)
sin(um2h
v, = V2h ( . )
sin(pumnh)
med motsvarande egenvirden X, = }f—g sinQ(%), pw=1, ..,n.



