Ickelinjara ekvationer

Berakningsvetenskap I/KF

Informationsteknologi
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Icke-linjara ekvationer

Ska l6sa problemet
10 sin(x) + x% — 10 =;1€
och Matlab tillgangligt.

Vilka steg behévs? (diskutera 2 minuter)

1. Skriv om till f(x) = 0

2. Plotta f(x) (fplot) for att fa se hur
problemet “ser ut”, t ex ungefar var
nollstéllet ligger

3. Hitta nollstallet (fzero)

Institutionen for | wwit.uuse

Nagra icke-linjara exempel
Omformulerlng 10 sm(x) +x2-10——==0

. .
20 Ej samma ekvation —g(x) 10sin(x) + x2 - 10 - 1/x
L men samma rétter |
I
I
|l
10 |
x1 =—3.1300 ]
. I | x3:1.2109 X5 = 44—624
|
x; =—0.0917 |
2 ‘\
o T
I
I
S | x4—28801
I
L i
© I Kan allts8 hitta I6sningen
I
sk I genom att formulera som
I
| nollstallesproblem
. ;
-4 -3 0 5 6
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Agenda icke-linjara ekvationer

m Varfor ar det svart att 16sa icke-linjara
ekvationer?

m Iterativa metoder, begreppet iteration

m Bisektion (intervallhalvering)

m Newton-Raphsons metod

m Noggrannhet/stoppvillkor

m Konvergenshastighet/exekveringstid
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N3gra icke-linjara exempel
Exempel: 10 sm(x) +x%2-10=

—f(x) = 105|n(x)+x -10
—g(x) = 1/x

5 rotter (=16sningar)

Informationsteknologi

x1 =—3.1300 =
. 2 x3=12109 x5 = 4.4624
ok
5r x4 = 2.8801
x; =—0.0917
10
15F
3 2 1 0 1 2 3 4 5 6

Nagra icke-linjara exempel
Exempel 2: sin(2x) + cos(x) = 0.35

I\
1.5 —sin(2"x) + cos(x)
——0.35
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-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 2C
Oandligt manga lésningar
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t l Nagra icke-linjdra exempel
Exempel 3: x(sin(2x) + cos(x)) = x

—X(sin(2x) + cos(x))
—x

30

-20

Informationsteknologi

-30
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 2C
o . ae . o . .
Manga (men inte oandligt manga) Iésningar
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N&gra icke-linjara exempel
Exempel 5: sin(2x) + cos(x) = x2 4 2

——sin(2x) + cos()
—x*2

Informationsteknologi

Ingen Idsning

Slutsatser

m FOr linjara ekvationer kan man “l6sa ut” x
(Gauss el. om linj ekv system) - finns
ingen motsvarande "direkt” metod for
icke-linjara (i allmanhet)

m Men det finns s k iterativa metoder for att
hitta nollstéllen, dvs for problemet

fx)—gx)=0

Informationsteknologi

Tumregel:
Icke-linjara problem < iterativa metoder

Institutionen f | wwit.uu.se
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Informationsteknologi

Nagra icke-linjara exempel
Exempel 4: sin(2x) + cos(x) = x? — 2

—— sin(2x) + cos(x)
—x?-2

Tva Iésningar

s -4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5

| vwwit.uuse

Slutsatser

m Icke-linjara ekvationer kan ha 1, 2, flera,
oandligt manga eller ingen 16sning alls -
det finns ingen regel som sdger vad som
galler

m G3r (i allménhet) inte att "I6sa ut” x ur
flx)=g0) da f(x) och/eller g(x) icke-
linjéra
Specialfall t ex 2:a-gradspolynom med
pg-formeln

m Hitta rotter till f(x) = g(x) detsamma som
att hitta nollstallen till f(x) — g(x), dvs
rotter till f(x) —gx) =0

Institutionen for L veit.uuse

Iterativ metod

m I en iterativ metod l8ter man x, vara en
startgissning

m Man berdknar sedan en féljd av
approximationer x4, x,, x3, -, X till den
exakta lésningen x. (som inte ar kand)

m Finns olika algoritmer for att generera
denna talfoljd

= Om konvergens s &r xe = x.

= I praktiken kan man aldrig na dit utan
man stannar iterationerna nar viss
tolerans uppfylld

= Hur bra kan det bli p& en dator?

Institutionen for | vwwit.uuse




) Fran laborationen

UPPSALA
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m Standardformulering av ickelinjar
ekvation: f(x) = 0 => hitta f{x):s nollstélle

m Ekvationen representeras i Matlab genom
att vi definierar en Matlabfunktion som
beskriver f{x)

m Matlabs inbyggda kommando fér att hitta
nollstdllen heter fzero (roots for
polynom)

m fzero hittar ett nollstalle per anrop

m Kraver att man ger funktionen f{x) och
startgissning eller startintervall

Informationsteknologi
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Fran laborationen

Vattendngauppgiften i labben...

Hmm, andel av en viss substans kan ju
bara anta varden mellan 0 och 1.
Ny plott:

100

Problem for . N
vardet x=1.
En titt i formeln
visar sig att det =
blir division med

noll. Kanske ska

Informationsteknologi

utesluta x=1...

-800

0 0l 02 03 04 05 06 07 08 08 1
Andel vattendnga
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Fran laborationen
= Nytt kommando for plottning: fplot

m Praktisk att anvanda d& det man ska rita
ar en funktionsuttryck som definieras i en
Matlabfunktion

m Ritas p% intervallet [a b] med kommandot
fplot (@func, [a b])

m Man slipper anvdnda linspace for att

skapa x-axel och indelning ordnas
automatiskt

Informationsteknologi

Institutionen f | wwit.uu.se

Fran laborationen

m Anvanda fzero kraver viss kunskap om
problemet och var man ska leta

=)

=8 Vattendngauppgiften i labben...

= Exempel pd

% arbetsgang: °

C -1

© :

] 3

g “r Har:

5 _| Plott ger

= .l ingen vettig
st information!

5 4 3 2 2 3 4 5

-1 0 1
Andel vateninga
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Fran laborationen

Vattendngauppgiften i labben...

Uteslut 1, intervall t ex mellan 0 och
0.8.
Ny plott igen:

Battre.

Har kan man
se att det finns
ett nollstélle | Obs att det
nagonstans ‘[ intressanta i grafen
nara 0 ‘| ar sjédlva nollstéllet

Informationsteknologi

01 02 03 04 05 06 07
Andel vattendnga
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® Ickelinjara i Matlab

Bl u Skriv forst pa formen f(x) =0 =>
problemet blir att hitta nollstélle

® Anvand fzero

@func kallas for ett

funktionshandtag
x0 ar startgissning

x = fzero

m I matlabfunktionen func finns f{x)
definierad

= Gar aven att anvanda intervall som
gissning

Informationsteknologi

x = fzero(@func, [a b])
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) Ickelinjara i Matlab
e u Gar att fa ut mer information ur fzero
[x, exitflag]] = fzero(Q@func, x0)

Felflagga. Visar om

Ger funktionsvardet i
nollstallet. Blir i teorin allt gé’:tt bra eller det
0, men har litet. blivit ndgot fel

v exitflag — Integer encoding the exit condition
integer

Integer encoding the exit condition, meaning the reason £solve stopped its iterations.

1 Function converged to a solution x
-1 Aigorithm was terminated by the output function or plot function.

-3 NaN or Inf function value was encountered while searching for an
interval containing a sign change.

Informationsteknologi

-4 Complex function value was encountered while searching for an
interval containing a sign change.

-5 Algorithm might have converged to a singular point

-6 £zero did not detect a sign change.
Institutionen f

Iterativ metod - princip

N X = startgissning

while stoppvillkor ej uppfyllt
X = ny gissning

end

= "Ny gissning” beraknas utgaende fran
nagon formel eller princip

m Stoppvillkor en uppskattning av felet

m Kan lyckas - konvergens ...

m ...eller misslyckas - divergens

m Hur snabbt metoden hittar I6sningen -
konvergenshastighet

Institutionen for L wwww.it.uu.se

Informationsteknologi

Bisektionsmetoden, algoritm

1. Starta med intervall [a, b] s3 att
f(a) och f(b) har olika tecken

2. Halvera intervallet, mittpunkten valjs
som approximationen x,

3. Valj som nytt intervall antingen
vanster eller héger halva. Valj den
halva dar teckenbyte finns

4. Satt k=k+1 och upprepa fran punkt 1
med det nya intervallet

Informationsteknologi

I yarje iteration ovan vet man att nollstéllet finns
nagonstans i intervallet, dvs intervallets langd ar
osakerheten (felet)

Institutionen f | wwit.uu.se
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Vad gor fzero?

m fzero bygger pa en kombination av tva
olika grundalgoritmer:

« bisektionsmetoden

« Sekantmetoden, en variant av Newton-
Raphsons metod

(dessutom anvands invers interpolation, som
vi hoppar 6ver har)

Institutionen for | vwwit.uuse

Bisektionsmetoden, idé

by
¢ i —¢
a m b
m
Idé: ¢ I ¢
- Halvera intervallet *——
- V&lj som nytt inter- *+o

vall den del dar
teckenbyte finns

- Upprepa tills till-
rackligt litet intervall

osv tills intervallet
tillrackligt litet

Institutionen for L veit.uuse

Bisektionsmetoden, kod
Indata: Startintervall [a, b] s3 att f(a)
och f(b) har olika tecken, samt funktionen
f(x)

xl = a; xu =b
while stoppvillkor ej uppfyllt
xm = x1 + (xu-x1)/2 %mittpunkt

if sign(f(x1l)) == sign(f(xm)) then
xl = xm %Vadlj hoger intervall
else
xu = xm %Valj vanster intervall
end

X = xm $ som berdknat nollstadlle
% vdljs mittpunkten
end

Institutionen for | vwwwit.uuse




Newton-Raphson - fran ide

' § Newton-Raphsons metod, idé till formel

PPSALA
UNIVERSITET

Idé:

- Hitta nollstalle till J®
tangenten i en punkt

- Valj detta nollstélle
som ny punkt

- Upprepa tills tillréack-
ligt néra I6sningen

| Tangentens lutning: f'(xg) |
1

f)

Tangentens lutning:

(0 — F(x0))/ (1 — x0) | 1

| X
v A /(xotf(xo))
[Ger: x1 = xo — f(x)/f'(x0) |

Informationsteknologi
Informationsteknologi

Xo
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Newton-Raphson, ytterligare en
harledning

m Taylorutveckla funktionen kring Xt och
ta med termer upp till 1:a derivata

. B Newton-Raphson som pseudokod

ISl x = startgissning @
% . . . % m Hitta nollstallet till detta uttryck
il while stoppvillkor ej uppfyllt 2
< x = x - f£(x)/fprime (x) o f(xk+h)=f(xk)+hf'(xk)%“=0
o 7
S end S U
= E= S o) +hf"(05)=0
£ £ / U
f. . . o = !
sl Téanker oss att fprime innehaller f'(x), kan S B S o)+ (g1 —x) £ (34) =0
=l &ven berdknas numeriskt S BN U

S _ &)

X Xpal karl*xk_f/(xk)

% Newton_Raphsons brister Robustare: Bisektion + N-R

et Newton-Raphsons metod ar snabb men
ganska mycket kan g3 fel...

m Man kan visa att N-R konvergerar om
startgissningen ar “tillrackligt nara” 16sningen
m Hur kommer man “tillrackligt néra”?
Koppla in Bisektionsmetoden, t ex sa har:

1. Bestam ett intervall dar nollstallet finns

2. Kér N-R

3. Om konvergens s klart
annars (t ex N-R hamnat utanfor intervallet)
koppla in Bisektion ndgra steg for att minska
intervallet

4. GA till punkt 1 med nya intervallet

« Hamnar ndra eller i :
extrempunkt = f'(xx) =0 ;v\ F
eller ~ 0 ‘

« Svart att forutse vilket -
nollstalle som hittas, :
nagot x, hamnar pa .
en plats s& att tangenten “— flog) =07 7
"skjuter” ivag till ett annat

Informationsteknologi

nollstalle

+ Kan dven hamna i cykliska férlopp — studsar
hela tiden mellan samma sekvens av varden
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= Kombinerar N-R:s snabbhet och Bisektions
sdkerhet. fzero innehaller en mer sofistikerad

algoritm men enligt samma princip.

Institutionen for | vwwit.uuse
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Stoppvillkor

Stoppvillkor
Hittills m Newton-Raphson: Man brukar anvanda
| %k 41 — xx| < tol
while(stoppvillkor)ej uppfyllt eller
%41 — Xl
< tol
. [xg41l

- -
i) i}
2 2
h'4 X
=il end £ dér tol ges av anvéndaren
S S
= =l = Om skillnaden mellan tva steg liten bor
IS i . S man vara nara roten
= Vilket stoppvillkor? 5
Y Y
S =l = Anvinds dven som uppskattning av
felet
Institutionen f | www.it.uu.se Institutionen for | www.it.uu.se
Stoppvillkor Stoppvillkor

m Vad hander om metoderna inte
konvergerar? Det kanske inte finns

= Bisektion (se algoritm/kod): Stanna d3 0 K
nagot nollstélle.

intervallets ldngd < tolerans, dvs

5 5,
% while abs (xu — x1)> tol % m Man hamnar i en oandlig loop eftersom
< < stoppvillkoret aldrig uppfylit
o dér tol ges av anvandaren Il = Man brukar darfor lagga till maximalt
g g antal iterationer som stoppvillkor
= m Som 16sning x;,; anvands mittpunkten xr = maxiter = 100; % t ex 100
g ‘l_xlr_z g S = e
9 x kS while (..)&&(iter < maxiter)
=l = Obs |xu - x1| blir detsamma som g iter = iter + 1;
[Xe7 = Xl :
Institutionen fir | www.it.uu.se Institutionen for Lww.it.uu.se
Stoppvillkor Konvergens
m Kan man inte anvanda f(x < tol? .
f (rer1) m Viktigt att metoder konvergerar snabbt,
mats med konvergenshastighet:
O =) ‘x — X,
2 i XJ 2 lim L’: =(C , C konstant
c % C k— oo
% 1 ! L % - ‘xk—x*
0 X1 | X X1 Xk 17
s 5 #r =1, C<1 => linjar konvergens
-l - Langt fran x, - Lika 1&ngt frén x, © er=2 => kvadratisk konvergens
o . o
E - stort avstand - Lika stort avstand E «r=3 => kubisk konvergens
£ mellan x4, och x;,  mellan x;, och x; 2
c c
W - f(xg+1) #0 - flxr+1) = 0 Bl = Giller ”i limes”, men kan ses nadr man

) s - narmar sig lésningen
Fungerar inte bra vid "diffus” skarning med x-axeln armar sig losninge

Institutionen f | wwit.uu.se
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Konvergens

m Tolkning:
fel i iteration k + 1 = C-(fel i iteration k)"

= Har man felet i iteration k vet man alltsd
ungefar vad felet i nasta iteration blir

m Hur vet man felet, x, ar ju inte kand?
Man anvander feluppskattningen
| X1 =Xk |

|xk+1 — x| €ller
[ %41

Institutionen f | wwit.uu.se

Konvergens

m Vilken konvergenskvot har Bisektion?
m Felet halveras varje steg, dvs

felistegh +1| 1
felisteg k|t ~— 2

m Linjar konvergens med C =-;

m Detta goér att Newton-Raphson konver-
gerar MYCKET snabbare (Bisektion &
andra sidan sdkrare)

Institutionen for L wwww.it.uu.se
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Konvergens

m Test
>> [x,fx,fel] = NewtonRaphson (@funcl, 3);
>> [x fel fel."2]

ans =

3.0000 1.0000e+000 1.0000e+000
2.3320 6.6802e-001 4.4625e-001
1.9228 4.0920e-001#1.6744e-001
1.7604 1.6237e-00142.6363e-002
1.7346 2.5795e-002¢6.6536e-004
1.7340 6.2460e-004 4 3.9012e-007

1.7340 3.6208e-0074r1.3110e-013

m Fel vid iteration k + 1 ar ungefar felet
vid iteration k i kvadrat => kvadratisk
konvergens hos Newton-Raphson

Institutionen for | vwwit.uuse




