(] Integraler
B Frin labben:
[Sl = Trapetsformeln *
Integraler 2 och Simpsons
IS formel
Berakningsvetenskap I/KF % "I\
S
©
E
5 I
S
'Y Integraler Integraler

Fran labben: Fran labben:

Lésning av integral i Matlab:

m nar integranden ar kontinuerlig funktion:
anvand integral. Gor indelning i
intervall automatiskt (adaptiv metod)

m Adaptiv metod (adaptiv Simpson)
m nar integranden ar diskreta matvdrden:
anvand trapz
Har blir indelningen given av antalet

datavarden

15

Informationsteknologi
Informationsteknologi

-2
o 1 2 3 4 B 3

varierar steglangd automatiskt
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[ 3 Integrering i Matlab

UPPSALA
UNIVERSITET

Exempel (jfr lab)

m Anvand integral

m integral l8ser sedan integralen med

numerisk metod (Simpson-liknande
metod)

m Berdkna arean i varje paorallelltrapets -
approximerar integral pa delintervallet
m Kallas Trapetsformeln

o

- ’f Tjax  GEune kallas for ett - Arbetsgang:

. T
% . funktionshandtag % Lés j'cos(3x) dx
g T S
[0] I = integral (|@ , a, b) ]
z g _
<l = I matlabfunktionen func definieras o ; .
S - o . =@ = Diskretisera,
© integranden - maste tala om for Matlab © har 8 intervall e T———
E vilken integral som ska lésas E = Approximera med 1:a gradspolynom i varje
e O intervall
c c
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®

Informationsteknologi

Exempel (jfr lab)

Samma problem

\
\

m Diskretisera, har 8 intervall

= Approximera med 2:a gradspolynom pa& varje
dubbelintervall (har blir det 4 dubbelintervall)

m Kallas Simpsons formel

Institutionen f | wwit.uu.se

Adaptivitet (jfr lab)

m [ praktiken anvands adaptiva metoder
m Dessa berdknar diskretiseringen pa egen hand
sa att en viss noggrannhet erhalls
= Indelningen varierar — dar funktionen varierar
mycket kravs finare indelningen och tvartom
Fréga: Hur kan
metoden berdkna °
felet utan att
kanna till exakt
16sning?

-1

s Adaptiv Simpson

o i 2 3 f) 5 3

Institutionen for L wwww.it.uu.se
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Trapets o Simpson

Allmant kan man ansatta Iésningen som

[ fyde=3 a,f(x,)

k=0
kallas Newton-Cotes formler

Formlerna kan sedan anvandas for harledning av
Trapets och Simpson:

Trapets: g =1
Simpson: g = 2

Institutionen f | wwit.uu.se

Losning av integraler

Arbetsgéng generellt:
b
Givet Problemet [ f(x)dx.

a
m Diskretisera a < x < b, dvs dela in i punkter
X Xpper s Xy 1 dar x,=a och xy=b

» Ersatt integranden p& varje delintervall med en
enklare funktion, t ex polynom

= Berakna den enklare funktionens integral exakt
pa varje delintervall. Kan gbéras med enkel formel

= Summera alla delintegraler

Informationsteknologi ;f@

Racker om f{x) enbart kand i enstaka matpunkter
xi, dvs enbart f{xy) kand.

Institutionen for | vwwit.uuse

Trapets o Simpson

Formler pa ett delintervall/dubbelintervall:
= Trapetsformeln

kfrl S~ (g —xk)f(xk”); S ) =k ./"(/“Ifafl);r S
gbs bredden-héjden
= Simpsons formel

k2
I 0 = (5 = 50 )+ 4F () + £ () =
k

=P+ 47 + S ()

Institutionen for L veit.uuse

Informationsteknologi

Trapets o Simpson

S Om ekvidistant indelning, i,=h, kan man fa en
enkel formel fér hela intervallet

%(f(x0)+4f(x1) 2/ )+ 2f () +4f (xy_ )+ f(xy))

'g\ = Trapetsformeln

= b N-1

Sl /(v =] S [0+ ) =5 G027 0+ 2y )+ )
~ a =

% = Simpsons formel

c b h N

Bl [/dx=3 3 f()+ A () S () =
© a k=0,2,...

=

—

o

Y

S

Obs. De har formlerna &r mera praktiska vid
hand-rakning. I verkliga fall anvands adaptiva
metoder, dvs ej ekvidistant indelning.

Institutionen for | vwwit.uuse
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[s)
ie)
o
c
‘4
(O]
+—
()}
c
o
=
©
S
[
O
=
C
—

Institutionen f

Trapets o Simpson

Om man har ekvidistant indelning kan metoderna
enkelt implementeras med skalarprodukt...

S 1 ;

Sx) 2 2

f= : s V= ] o=l
Sy 2 2
flxy) ! 4

—_

...och integralen beraknas

h h
Iy zjvtff, Ig :gvsrf

| wwit.uu.se

Noggrannhetsordning

Hur andras diskretiseringsfelet vid olika
val av h? Hur avtar det for minskande h?

Med trapetsformeln

UNIVERSITET
(@]
o
o
C
X
Q
]
()}
=
e
)
©
-
O
[t
c
flr

Noggrannhetsordning

0.8 5 —
e dx
]

<01 0 01 02 03 04 05 06 07 08

Institutionen for | vwwit.uuse

Varde enligt Matlabs integral: 0.65766985632840

Noggrannhetsordning

Samma med Simpsons formel

h Ep = |I = T(h)| Ezn/En
0.4000 1.135e-002
0.2000 2.819e-003  Ey,/Eq, = 4.0280
0.1000 7.035e-004  Ey,/Eq; = 4.0069
0.0500 1.758e-004  Eqy/Eqgs= 4.0017

Institutionen for

T(h) = trapets med steglangd h

Slutsats: For trapetsregeln avtar diskretiserings-
felet med en faktor 4 nér h halveras

L wwww.it.uu.se

Noggrannhetsordning

x10 Error as a function of h
' ' '

Overfort till grafik

oL
Svart att se ndgot, sma tal “férsvinner
+-i de stora...

Error

Informationsteknologi

Slutsats: For Simpson avtar diskretiseringsfelet
med en faktor 16 nér h halveras

Institutionen for L veit.uuse

Bl h En=11-s) Eon/En

g 0.4000 4.458e-004

[OW 0.2000 2.635e-005  Eg4/Eqz= 16.9206
g 0.1000 1.621e-006  Ey,/Eq1= 16.2549
=l 0.0500 1.009e-007  Eq1/Eg0s=16.0638
g S(h) = Simpson med steglangd h

C

Noggrannhetsordning

Error as a function of h

107 = T

Bittre: logaritmisk skala

1 Matlab: byt plot mot
L loglog
s 10 10° 107 107

h

Institutionen for | vwwit.uuse




® Noggrannhetsordnlng

Error as a function of h

NERSITET

Ratio 5.7e-12/3.6e-13=15.98~16

Informationsteknologi

Ratio: 0.0063/0.0031=2

@ Noggrannhetsordning

N - Trapets
En minskning av h med faktor 2 =>
minskning av felet med faktor 4

m Simpson
En minskning av h med faktor 2 =>
minskning av felet med faktor 16

1
4=z@\ 16 =

Kallas metodens
noggrannhetsordning

Informationsteknologi
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L J Noggrannhetsordning

ittt

med Taylorutveckling
m Trapets

delintervall &r JE
— 15/ )+ O

detta leder till att felet p8 hela [a b] blir

termer

Informationsteknologi

ch?- termen ar den ledande (storsta) termen i
felet (da h litet) => felet aron?)

Institutionen f | wwit.uu.se

Diskretiseringsfelet kan dven harledas analytiskt

Den ledande (dominerande) termen i felet pa ett

(b a)f”(x,)+O(h*) = ch® + hégre ordningens

Informationsteknologi ;f@
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Informationsteknologi

Noggrannhetsordning

Error as a function of h
102

T
-~ Trapeziod nule
: —— Simpson's rule

Ratio: 0.0063/0.0031 =2

ZoQ o N e e e

Nogrannhetsordning

m Noggrannhetsordningen visar hur snabbt
diskretiseringsfelet avtar da & minskar
m Trapets
+ Noggrannhetsordning 2
+ Diskretiseringsfelet @r av ordning O(h*)
= Simpson
+ Noggrannhetsordning 4
« Diskretiseringsfelet &r av ordning O(:*)
= Givet att man VI|| ha en viss noggrannhet kraver
en metod av 1&g n.o. mindre h => fler
berakningar &n metod med hég n.o.
= R andra sidan kan varje berakning vara mer
omfattande fér en metod med hdégre n.o.

Institutionen for L veit.uuse

Noggrannhetsordning

= Simpson
Pa samma satt felet pa ett dubbelintervall

—%f""(xk)+ O(h°)
detta leder till att felet pd hela [a b] blir

4
— I (b= a)f7"(x,)+ O(h%) = ch*+ hégre ordningens
90 termer
ch’-termen &r den ledande termen i felet , dvs
felet ar o(n*)

Institutionen for | vwwit.uuse




e Feluppskatting

m Kunskaperna om noggrannhetsordning kan
apvandas fOr att uppskatta felet - utan att vardet
pa den exakta integralen &r kand

m Om I ar den exakta integralen, sa blir absoluta
felet for Trapets reps Simpson med steglangd #:

I —T(h)=ch® +hdgre ordn termer

I—S(h) = ch*+ hdgre ordn termer

= Men man kan uppskatta de ledande termerna i
diskretiseringsfelet (vanligen det fel som
dominerar), dvs ch’ respektive ch?

Informationsteknologi

Institutionen f | wwit.uu.se

[ ] Feluppskattning

m For Simpson galler att felet kan uppskattas med
cht ~ S(h)—SQ2h)

15
dar S(2h) ar berakning av samma integral med
dubbel steglangd

m Kallas femtondelsdelsregeln

m Uppskattning av den ledande termin i
diskretiseringsfelet, dvs av O(h*)-termen

Informationsteknologi

Institutionen for L wwww.it.uu.se

'Yy Adaptiva metoder

UPPSALA
UNIVERSITET

1. Berdkna integralvérde p8 intervall med
steglangd h => Q(h) resp 2h => Q(2h)

2. Uppskatta felet (med formel for feluppskattning)

3. Om felet < tolerans

- acceptera Q(h)

- berdakna nasta intervall, om Jinget
ytterligare intervall ﬁnns, sa fardig

annars (dvs felet > tolerans)

- Kasta Q(h)

- Dela intervallet i tva intervall

- Berdakna integral, fran punkt 1, for
vart och ett av de tva nya
intervallen, h ges vardet h/2

Informationsteknologi

Institutionen f | wwit.uu.se
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Informationsteknologi

Feluppskatting

m FOr trapets galler att felet kan uppskattas med
T(h)—T(2h)
3

dér T(2h) &r berékning av samma integral med
dubbel steglangd

ch? =

m Kallas tredjedelsregeln

m Ar en uppskattning av ledande termen i
diskretiseringsfelet, dvs O(h%)-termen

Institutionen for | vwwit.uuse

Feluppskattning

m Generellt géller for en metod som betecknas QO

£ 0U)-00h)
27 -1

dar p é&r metodens noggrannhetsordning

m Tredjedelsregeln och femtondelsregeln ar alltsd
specialfall av ovanstaende

m Feluppskattningen anvands i adaptiva metoder
for att uppskatta fel i berakningen

Institutionen for L veit.uuse

Adaptiva metoder
Ex) a b

Schematiskt hur : | : | :Sﬁif)
diskretiseringen i Ej OK
adaptiv Simpson
kan se ut I 1 1 I ] |
[ T T T T T T T B
Ej OK OK (intervallet klart)
T i
L i
oK Ej OK

i iT1 Etc tills hela
i I integralen fardig
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Avrundningsfel

B Forutom diskretiseringsfel har vi avrundningsfel i
funktionsberdkningarna, s k funktionsfel
Hos trapetsmetoden

™ Richardsonextrapolation

PPSALA
UNIVERSITET

m Idé: I-T(h)=Er dar Er &r diskretiseringsfelet =>
I=T(h)+Er. Om T(h) och Er vore kanda sa kunde
man berdkna exakta integralen I ?

m Fungerar inte riktigt eftersom vi enbart har en
uppskattning av den ledande termen i felet Er

T(h)= g(f(xo) F2f @)+ 2f Gy )+ S (xy))

pga avrundningsfel berdknas inte f(x) utan f(x)
dvs

" : T(h)—T(2h) PR
D t bl —~ = forbatt ~ - ~ - -
m Daremo Ir T(h)+ 3 en forbattring T(h):%(f(xo)+2f(x1)+"'+zf(xN,l)"'f(xN))
Man kan visa att det blir detsamma som S(4)

= P3 motsvarande sétt kan man forbattra resultatet
i Simpsons metod
m Detta kallas Richardsonextrapolation

om [J@)-fv|<e

sé kan man fa fram att

UNIVERSITET

(@]
o
o
C
X
Q
]
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=
e
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c
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Informationsteknologi

T(h)-T(h)|< (b—a)-£
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Avrundningsfel Noggrannhet

m  Felkallor:
# Kontinuerligt ersatts av diskret => diskretiseringsfel
#* Avrundningsfel i berékning av f(x;) => funktionsfelet

® Funktionsfelet, trapets ‘f(h)—T(h)‘S(b—a)-g
B Motsvarande fér Simpson

b
® Om det bara &r avrundning s &r€ = €, , ® Exakt integral: 7=/ (x)dx
a

B Men ¢ kan vara storre om f{x)-vardena kommer Numerisk metod, Ot [ = Q(h)

fran méatdata med stérre osdkerhet o
B Da blir det totala absoluta felet
B Om enbart avrundningar s ar ¢ litet och

I —Q(h) = diskretiseringsfel + funktionsfel
diskretiseringsfelet kommer att dominera

o o
o o
c c
4 X
(O] ]
-+ -+
[)] ()]
(= C
o o
B B
© ©
£ S
f. P
o (]
Y— U
[ c
— —
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