Exempel
Fran labben:

Trampolinens biining

Trampolinens bdjning...

| ..och motsvarande matris
; (har 60*60-matris)

Block 2: Linjara system

Del 1

05 T 15 2 25 3 35
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Matrisen &r ett exempel p&d“ 5 5=
ollor)

294

- gles matris (huvuddelen av elementen
- bandmatris
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Fran labben

Berakningstid okar kraftigt med 6kande
storlek.

Fran labben

m Med LU-faktorisering kan man lésa
manga system pd ndstan samma tid

= : : = samt
% : 5 % som ett - sparar exekveringstid
' B /
S ! ; : i " Berdkning med \ (Gausselimination) lite
[ ; | 9 mer &n dubbelt s& snabbt som inv(a)
é’ g = En férsta programmeringsstruktur,
S f / T for-loop, t ex
© [ ©
£ : = ) e .
c : = for i=1:n for i lika med 1 till n
9 s : 2 .
S = k= V(i) = ..
end
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000
Antal ekvationer
I stora drag Lopsedel

m Ca 60-70% av exekveringstiden i

berdkningsprogram Dagens féreldsning

m Grundalgoritmerna: LU-faktorisering,
bakat- och fram&tsubstitution

m Gausseliminering ar instabil -
radpivotering for att stabilisera

m Exekveringstid

m Grundalgoritmer:
» Gausseliminering med radpivotering
» Fram8tsubstitution, bak§tsubstitution

m Speciella
algoritmer for
exempelvis stora,
glesa ekvations-
system

m Kursboken:
Kap (8.1, 8.2),9.1.1, 9.2, 9.3, 10.1,
10.2, 10.4

Knologi | www.it.uu.se
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MaAl Linj algebra - BerVet

Malen har jamfért med matematikursen
Linjar algebra
= M3l i matematikkursen
» att kunna |8sa sm4& ekvationssystem fér han
» att teoretiskt forstd egenskaper hos linjéra
ekvationssystem i allmanhet
o, . o
m Mal i var kurs
» att kunna l6sa stora ekvationssystem med
dator
« att forstd de datoranpassade algoritmerna oc
deras egenskaper

nstitutionen for informationsteknologi | www.it.uu.se

Algoritmerna gausseliminering
och bakatsubstitution

m Matlabs "backslash”-operator (\) loser
systemet Ax = b:

>> x = A\b

m \ anvander Gausselimination baserad p
s k LU-faktorisering som standard

= "Intelligent” operator - valjer auto-
matiskt olika metoder beroende pa
problemet som ska I6sas (hur matrisen
ser ut)

Institutionen for informationsteknologi | wiw. t.uu.se

Instit

Gausseliminering i Matlab

» LU-faktorisering:
[LIUIP]=lu(A) 7
« Framatsubstitution

a=L\ (P*b) ;
« Bak3tsubstitution
x=U\d;

Backslash: \
t ex x=A\b

- Backslash innehdller de tre stegen

- Om matrisen ser ut som L och U, utfér
backslash istéllet framat- respektive
bakatsubstitutionen

utionen for informationsteknologi | wwwwt.uu.se
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Representation i datorn

1. Ekvationssystemet skrivs som matris/
vektor:

Ax =b

dar 4 a@r en nxn-matris
x och b &r nx1-vektorer (kolonnvektorer
av langd n)

2. I datorns minne lagras ekvations-
systemet genom att vi lagrar matrisen
A och vektorn b => ekvationssystemet
representeras med A och b i datorn.

Institutionen for informationsteknologi | wwwit.uu.se

Gausseliminering - grund-
algoritmen

= Grundalgoritmen bestar av 3 algoritmer: :
1. LU-faktorisering, dvs Gausseliminering
av enbart matrisen 4 => matris L, U |
2. Framatsubstitution
Systemet Ld = b l6ses => |6sningen d
3. Bakatsubstitution
Systemet Ux = d |6ses =>l6sningen x

Punkt 1 “dyr” (manga operationer), punkt
2 och 3 “billiga” i jamforelse.

Institutionen for informationsteknologi | www.it.uu.se

"M Algoritmen framatsubstitution,

m Indata: L, b, n
Efter LU-faktorisering finns L. n &r
problemstorlek

d = zeros(n,1)
d(l) = b(1)
for i = 2:n
d(i) = ( b(i) —
L(i,l:i-1)*d(1l:i-1) )
end




Algoritmen bakatsubstitution,

&8 pseudokod
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m Indata: U, d, n

X = zeros(n,1l);
x(n) = d(n)/U(n,n)
for i = n-1, n-2,.., 1:
x(i) = ( d(i) —
U(i,i+l:n)*x(i+l:n) )/U(i,1i
end

Komplexitet hos gauss-

l eliminering

= Ett Iampligt komplexitetsmatt &r antal
aritmetiska operationer (+, -, *, /)
Exekveringstiden kommer vasentligen att
vara proportionell mot detta antal

m Det intressanta ar: hur beror exekverings
tiden pa antalet ekvationer, n?

= Vi vill alltsd uttrycka komplexiteten som
en funktion av n

Komplexitetsanalys (forts)”xn

m Framatsubstitution kostar n2 operationer,
eller O(n?)

m P8 samma satt kan man visa att
bak8tsubstitution kréver ca n? aritmetiska
operationer, eller O(n?)

m LU-faktorisering (Gausseliminering av
matrisen) kréver ca %n3 aritmetiska
operationer, eller O(n3) operationer
(krdngligare att visa)

m Totalt for 16sning av ett nxn linjart
ekvationsystem: % n3 + 2n2 eller O(n?)

for informationsteknologi | www.it.uu.se
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Exekveringstid

= Hur I&ng tid kommer det att ta fér en
dator att exekvera (utféora/kora)
algoritmerna?
Hur kommer exekveringstiden i Matlab att}
bli nar vi gér kommandot x = A\b? ]

= Lampligt med ett datoroberoende matt pé’n
exekveringstiden. Man talar om en E
algoritms komplexitet.

Komplexitetsanalys av framat-

fl substitution

d(l) = b(1l)
for i = 2:n
d(i) = ( b(i) —
L(i,l:i-1)*d(l:i-1) )
end

I varje varv i loopen, dvs for varje i
utférs 2i-2 = 2i operationer. I snitt blir
det 2n/2, dvs n operationer varje varv.
Detta upprepas n ganger i loopen, dvs
totalt n? aritmetiska operationer.

ionsteknologi | www.it.uu.se

Komplexitetsanalys (forts)

Gausselimination jfr. med bakatsubst

bakitsubst

100

» ~+""Vad-domingerar?

Berakningstidisekunder
2

H R T T
fiw 5000 5000 7000 5000 9000 0000
Antal ekvationer
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Komplexitetsanalys (forts)
Vad blir det har i tid?

Antag t: = 10 s/flyttalsoperation (s/flop)
pd en viss dator

Gausseliminering Bakatsubstitution

n (2/3)n3-t; n2-t;

103 0.67 s 5%x10%s

106 0.67%10° s = 500 s = 8.3 min
21 ar

titutionen for informationsteknologi | www.it.uu.se

Behov av effektiva algoritmer

= Komplexiteten O(n?) begrénsar
anvandbarheten hos gausseliminering

m Alternativ:

» Utnyttja "struktur” hos koefficientmatrisen
om mojligt (exempelvis bandmatriser).
Fortfarande gausseliminering men lagre
komplexitet.

» Iterativa metoder for mycket stora, glesa
system (ingar ej i denna kurs)

» LU-faktorisering (se langre fram)

» Dessutom anvanda speciella hogpreste-
rande datorer

Institutionen for informationsteknologi | wiw. t.uu.se

Problem: "Naiv” gauss-
eliminering ej stabil
= Om multiplikator | 7, | > 1 s&8 kommer

multiplikation med 7, att forstora
avrundningsfel

I algoritmen finns ’Felen férstoras hér\

A(i,k:in) <= A(i,k:n)

dar elementen i A innehaller olika fel,
t ex avrundningsfel. Om /, ar stor till
belopp forstoras dessa fel successivt i
processen

itutionen for informationsteknologi | www.it.uu.se

Komplexitetsanalys (forts)

Hur stort system kan l6sas pa en timme
om datorn klarar 1 Gflop/s ?
(Gflop = 1 miljard flyttalsoperationer)

(2/3)n310°s =1 tim = 3600 :
=>n = 18000

Hur stort system kan |ésas pa en
minut?

0.67:n3-10°s=60s =>n = 4500

Informationsteknologi
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' J Behov av effektiva algoritmer

m  Man léser system med anda upp 10°
obekanta

m Anvander speciella datorer, t ex grids,
och speciella beréakningsmetoder

m Vanligt att I16sning
av partiella diffar
leder till stora linjara
ekvationssystem

Informationsteknologi
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Stabilisera algoritmen genom
att infora radpivotering

= Atgard: Radpivotering
For varje ny kolumn som ska nollstéllas:
» Hitta det element i kolumnen fran
diagonelementet och nedat, med storst
belopp

+ Byt plats pd rader s8 att detta element hamnar
i pivotposition E

m Nar multiplikator /,, skapas divideras det da
med det till belopp stdrsta elementet i
kolonnen
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m Resultat: |/,| < 1, algoritmen blir stabil

Institutionen for informationsteknologi | Wwwit.uu.se




Gausseliminering med rad- : (4 2 -3 —4
pivotering 10 -1 1| Ly=1/4
— Samma exempel (vi bildar inte Aug har): — 3 -1 2 3 1,=3/4
=) "t - o L 3
% k=1: i3 —1 2 8 % k=2" r - -
c 0 -1 -1 c 4 2 3 -4
X X i .
2 2 3 -4 2 0 -3 i—% 0
_5 Radbyte: ,[4 2 _3 —4 _5 0 F—%\ % L 11 d
© = -
-1 - _
g < o < ! g Radbyte: 4 2 3 4]
s 3 -1 2 8 s
< - - = ¢ 0 -3 % ¢ 11
0 -3 -4 L 0] Ly=-%/-3=4%
LU-faktorisering
4 2 3 —4
0 -3 4 11 ' Matematiskt objekt Datastruktur
— 0 0 -2 1 — Matris Matris Vektor p
(@) 20 5 o —
k<) g R 3 -1 2 3o-1 2 1
[el Kan nu l6sa ut x “baklanges” - bakatsubstitution: [}
c _ c 1 0 -1 1 0 -1 2
~ X, =2 v,
2 x, =-1 £ 4 2 -3 4 2 3 13
c x =1 c
o 1 o Radbyte:
B I B
= Slutligen, den fullstandiga algoritmen £ 4 2 -3 4 2 3 3
p -
é m Lagra radbyten i en matris/vektor O 1 0 -1 1 0 - 9)
=8l « Gausseliminera enbart matrisen forst S 5 i 9 3 1 2 1
med LU-faktorisering, sedan applicera e
pd hogerledet R
LU-faktorisering LU-faktorisering
Eliminering av x,: Eliminering av x,:
ol =14, =3/ = =1
g 4 2 3 £ =
S 4 2 -3 3 o) 42 =3 42 -3 3
g -1 -1 1/4 -1/2 -1/4 2 g _5 17 3_5 U1
§ 0 2 X E 0— % 472 a 1
8 0 -5 7 3/4 -5/2 17/4 g 00 22 i % _% 2
2 o 20
g Radbyte: OBS! Hela raden byter plats Jg Klart! Tolkning av datastrukturernas innehall:
— —
S 4 2 -3 4 25 —173 3 R 100 4 2 3 00 1
E 0 -3 % ER Y } 1 = - 2 1 0 |U=| 0 -3 Z 1100
0 -+ -3 T 71 % 2 1 00 -2 010




LU-faktorisering LU-faktorisering

= Nu 3terstdr framat- och bakatsubstitution
m Satt d=Ux= Ld = Pb:

00 d, -4 d,=—4

10 d, 8 |= d,=8-3(-4)=11
1

5

ARG IS CORSUESE S

4 3 3 X —4 X = 1
0o -3 4 x, |=| 11 = xn=-1 =>x=| -1
00 -3 x| %) x- 2

Institutionen for informationsteknologi | wwwit.uu.se

LU =

00 1) 3 -1 2 4 2 -3

PA=| 1 00 || 1 0 -1 |=[3 -1 2

01 0Jl4 2 -3 1 0 -l
Slutsats: LU=PM

Detta kallas LU-faktorisering

PN
w- = O
SIS
N
Lo

ol
BSN

I
~
RES
L)

o
W
~—

sl
Bl —
I

sl

L och U sparas i A:s minnesutrymme

Informationsteknologi
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P lagras som en vektor, inga nollor lagras
Har nu utfort Ax=b= PAx=Pb= LUx=Pb }

nstitutionen for informationsteknologi | www.it.uu.se

LU-faktorisering 8 LU-faktorisering, anvidndning
m Vanlig situation: Foljd av ekvations-
system med samma koefficientmatris,
olika hogerled (jfr trampolinexemplet)

AxY =" k=1,...,m

= Utfér en gang: LU-faktorisering
Ax=b=>PAx=Pb=>LUx=Pb

m For varje hogerled b :

-Ld=Pb (fram8tsubstitution)

Bestam d (vektor)
-Ux=d (bak8tsubstitution)
Bestam losningen x !
= Innebér att man skiljer Gausselimin-
ationen fran hantering av hogerledet -
forst eIiminoeras enbart matrisen, sedan
applicera pa hogerledet

[N
W

Idé:
- Gausseliminera 4 en gang for alla
genom LU-faktorisering
- Utfér sedan framat- och
bakatsubstitution pd hégerleden

Informationsteknologi
Informationsteknologi
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LU-faktorisering, vinst

m Ineffektivt:
LOs varje system med x = A\b

LU-faktorisering i Matlab

>> A=[3 -1 2;1 0 -1;4 2 -3];
>> b= [8;-1;-4];

5 5
% (gausseliminering av A4 for varje nytt % >> [L,U,P]=lu(a)
S hégerled) =) L = 1.0000 0 0
< 2 3,50 _ ) _ X 0.7500 1.0000 0
o m(gi’l +2n7) aritmetiska operationer b 0.2500 0.2000 1.0000
Y = Effektivt: 5 U = 4.0000 2.0000 3.0000
s L._U-faktoriserg A (1u(A) i Matlab) och ® 0 -2.5000 4.2500
< I6s sedan varje system med £ 0 0 -1.1000
e -d = L\b 2
= -x = U\d = F= 2 g ;

§n3+2mn2 aritmetiska operationer 0 1 0

Institutionen for informationsteknologi | wwwwt.uu.se
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LU-faktorisering i Matlab

Stammer PA=LU ?

>> P*A

ans = 4 2 -3
3 -1 2
1 0 -1

>> L*U

ans = 4 2 -3
3 -1 2
1 0 -1

Backslash anvénder algoritmerna fér framat- |

Lésning

>> d = L\ (P*b)

d = -4.0000
11.0000
-2.2000

u\d

och bakatsubstitution ndr matriserna &r
under- respektive dvertriangulara

Institution

fonsteknologi | www.it.uu.se

(<)
e
(©
c
7
()
+
(9]
c
i)
=)
©
£
—
s
c
—

LU-faktorisering i Matlab

Anvander backslash LU-faktorisering?
Litet test:

>> n = 2000;

>> A = rand(n,n) ;

>> b40 = rand(n,40); bl = rand(n,1l);
>> tic; x = A\b40; toc

Elapsed time is 5.553007 seconds.

>> tic; x = A\bl; toc

Elapsed time is 5.174191 seconds.

40 system med samma matris l6ses nastan
lika fort som 1 system => LU-faktorisering

OBS 40 hogerled lagrade [by b, ... byl

Institutionen for informationsteknologi | wwwit.uu.se




