Block 2: Linjara system
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Noggrannhet

Hur korrekt blir berékningen Ax=57?

m Exakt 16sning: x (inte kand)
= Berdknad I6sning: X
= Hur noggrann ar den berdknade
I6sningen?
= "Naturligt” test:
Satt in X i VL och jamfor med HL:
b— A% kallas residualen

borde bli nastan noll. Eller?

Residualen, ett test
>> res = b-A*x hat
res =
1.0e-15 *

0.2220

0.2220

0

>> fel = abs(x-x_hat)

fel =

1.0e+02*

0.2102

2.0000

0.3125

Stort konditionstal >> cond(A)
ans = 6.6543e+16

Residualen liten

Men felet stort
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Lopsedel

m Noggrannhet och stérningskanslighet:
residual och konditionstal

= Normer

m Varfor A\b ar effektivare @n inv (a) *b,
dvs Gausselimination effektivare an
x=A41b7

m Kursboken:
Kap 11.1, 11.2, 11.3

Residualen, ett test

1.8020 0.0748 -1.6910 0.1857
A=[176720.0734-1.6584 | b=| 0.1821
0.9327 0.0387 -0.8753 0.0961

4 och b konstruerade sd att exakt [6sning ar

x=|1
1 >> x hat = A\b
x_hat = E
1.2102  yppenbart stort |
3.0000 felildésningen! |
1.3125

Konditionstal och residual

m Slutsats: A
Residualen ar inte ett tillforlitligt matt
pd noggrannheten!

m Varfor?
Problemet i exemplet ar stérnings-
kansligt, illakonditionerat

m M3ste ha ett annat s&tt att uppskatta
felet




Konditionstal och residual

Varfor ar residualen e€j tillforlitlig?

Konditionstal och residual

m Val- resp illakonditionerat kan askadlig-
géras (for tvd obekanta)

X X, ekv 1 = bl3 linje o L *
ekv 2 = rdd linje Vid diffus skarning:
Aven en felaktig I16sning X
" som ligger ganska l&ngt
sening x| fr&n x* &r and& nastan pd
Lésning x* = x P

*

\ X,
7 X1 t X1
X X . .
Diffus I6sning

= Illakonditionerat har "diffus I6sning”.
Aven lite felaktiga |6sningar medfor att
residualen kan vara liten

Institution

badda linjerna, dvs A% = b
- llx* - &|| &r stor
- residualen b-4x liten
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= Residual ej tillférlitlig d& illa-konditionerat
problem
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Norm Norm
Forst... m Vektornorm T
o . .
) = For att méta fel behdver vi ett satt att =¥ Nagra vanliga normer for x =( X, X, ) ]
o N : o
< mata storle!( pa vgktorer och matnsﬂer, S 2-norm, euklidisk norm:
c en motsvarighet till absolutbelopp fér < 2 >
%’j skaldrer % xzz\/‘xl‘ +‘x2
Sl = Detta gors med normer, betecknas H H c 1-norm, minnorm:
= = Normer bade fér vektorer och matriser, B HxH _ ‘x ‘+
= vektornorm resp matrisnorm £ 1 1
- .
& O c0-NOrm, maxnorm:
£ IS
o], = maxc{ o |
i
Norm Lurren’ || v
‘ ?,.','::,‘ u"sErR
= Olika normer? e EEE
Vilken passar bast? |4x|

Definition: HAH max —
x#0 HxH

1-norm: L

Obs! baseras pa vektornormer (4x och x

I | ar vektorer)
A i LaFEATIRON | st SANT . ey . . . .
ovmsin umon 19 m Definitionen anvands inte for att hitta
GmEERwicuVILLAGE normen for en viss matris, utan for
2-norm: "'f‘ffi,,sé“; et harledningar

LTTLe
TTALY, LOWER

“{%& i S

PARK CiTY

m Ur definitionen kan man harleda lattare
formler for 1-norm, co-norm och 2-norm
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Norm

m Ur definitionen kan man harleda

A, =mx{ L
J i

i } ,1-norm, minnorm

HAH —max{z u} , 0 -NOrm, maxnorm
J
2-norm, euklidisk
norm
m Vanligen anvands 1- eller co-norm
eftersom 2-normen ar mycket "dyr” att

berdkna

4], = Jmax{A(4" )} -
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Konditionstal

m Man kan harleda féljande uppskattning av
felet i x
[lx=%] Ib=b]]
cond(A)*————
x|l 15]]

dar cond(A)=|| A||-|| 47" || kallas for 4:s
konditionstal

= Tolkning:
Rel fel i x <kond tal=rel fel i hégerled &

= Fel i indata, b kan alltsa forstarkas med
en faktor cond(A) i berakningsprocessen
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Konditionstal

m Stort konditionstal/illakonditionerat
problem tyder pa att matrisen ar
"nastan” singular

= [ matematiken d@r en matris antingen
singular eller icke-singulér - har kan en
matris vara "nastan” singular

m Stort konditionstal

 beror pd det underliggande problemets natur,
t ex att den fysikaliska verklighet ar
storningskanslig

# beror inte p8/paverkas inte av val av algoritm
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Norm
= [ Matlab
_ = horm(x) 2-normen av vektor x
8’ #« norm(A) 2-normen av matrisen A
Té « norm(A,1) 1-normen
—Ef) #« norm(A,inf) oo-normen
)
ué >> A= >> norm(A,inf)
'43 1 -2 ans =
£ 6 4 10
E; >> norm(A,1l) >> norm(A)
5 ans = ans =
7 7.2170
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) Konditionstal
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m Berdkning av konditionstal kan baseras
pa de olika normerna
= Vart gamla 1.8020 0.0748 -1.6910
exempel  A=|1.76720.0734 -1.6584
0.9327 0.0387 -0.8753
cond,(A) = 6.6-1016
cond,;(A) = 2.7-1016
cond (A)Lz 2.1-10%6

Fel i hogerledet, t ex fel i matdata, kan
alltsd forstarkas med en faktor 1016 nar
man léser systemet
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Konditionstal

m Konditionstalet fungerar som en varning

—felet kan vara stort

m Galler att
cond(A) | A7 ||| 4| = (|47 A= =1

m Konditionstalet &r alltsd i basta fall 1 -
medfor ingen forstarkning alls av felet
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Uppskattning av konditionstal

m Man brukar generellt akta sig for att
berdkna inversen pga den "dyra” berak-
ningen

= Hur berdknas cond(A)=| A||-||A7"| ?
Svar: Vanligen anvadnds uppskattningar. I
Matlabs backslash anvands detta alltid.

Uppskattning sager att cond(A) = 1020|
>> x = A\b;
Warning: Matrix is|close to singular
or badly scaled.
Results may be inaccurate.
|[RcOND = 8.113755e-020]
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Anvanda inversen

m Berdkna inversen gors enligt 44-'=1, vilket
motsvarar att 16sa ekvationssystem med
n st hégerled 1.0

Aug = A |
0---1

n stycken kolonner

» Kan l6sas med LU-faktorisering en gang,
sedan n st framat- och bakatsubstitu-
tioner 2 3

- LU-faktorisering: 3"
- Framat och bak3t subst: n(n®+n2%)=2n
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Anvanda inversen

m Ett alternativ till att 16sa Ax=b med LU-
faktorisering skulle kunna vara x=A""p

>> A = rand(10000,10000) ;

>> b = rand(10000,1) ;

>> tic; x = A\b; toc

Elapsed time is 85.4400 seconds.
>> tic; x = inv (A)*b; toc
Elapsed time is 251.89 seconds.
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= Inversberakning tar nastan tre génger s
1&ng tid. Varfor?
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'Y Anvanda inversen
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m Antal operationer for x = A7'b:

%n3 +2n = §n3
m Antal operationer fér x=A\b, dvs
gausselimination (med LU-faktorisering):
%n3 +2n2 = %n3

m Slutsats: Ndstan 4 ggr mer berakningar
= Det gdr att utnyttja att hogerleden ]
innehaller delvis samma element (nollor), }
sa det blir inte fullt s illa. Men det tari |
praktiken nastan tre gdnger langre tid

for stora n
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