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Kursmål (förkortade), hur de täcks i uppgifterna och maximalt betyg (med reser-
vation för modifieringar). För godkänt krävs att varje mål har minst en godkäntmarkering
och att något mål har minst två godkäntmarkeringar.

Fråga nr Nyckelbegrepp Algoritmer Analys
1 3
2 3 3
3 3 3
4 3
5 4
6 4, 5

Del A

1. Lösning

LU-faktorisering av matrisen A ger matriser L, U och P så att LU = PA. För att
kunna uttrycka A i Ax = b genom matriserna L, U och P multiplicerar vi Ax = b
med P från vänster, så att vi har PAx = Pb. Efterom PA = LU kan vi skriva om
detta till LUx = Pb.

Ax = b ⇒ LUx = Pb =

1 0 0
0 0 1
0 1 0


︸ ︷︷ ︸

P

 3
20
10


︸ ︷︷ ︸

b

=

 3
10
20

 .

Låt Ux = d, så att Ld = Pb och lös systemet för d:1 0 0
2 1 0
3 2 1


︸ ︷︷ ︸

L

d1
d2
d3


︸ ︷︷ ︸

d

=

 3
10
20


︸ ︷︷ ︸

Pb
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Rad 1 ger: 1 · d1 + 0 · d2 + 0 · d3 = 3 ⇒ 1 · d1 = 3 ⇒ d1 = 3
Rad 2 ger: 2 · d1 + 1 · d2 + 0 · d3 = 10 ⇒ 2 · 3 + 1 · d2 = 10 ⇒ d2 = 4
Rad 3 ger: 3 · d1 + 2 · d2 + 1 · d3 = 20 ⇒ 3 · 3 + 2 · 4 + 1 · d3 = 20 ⇒ d3 = 3

Det vill säga, d =

3
4
3

. Lös därefter Ux = d:

1 1 1
0 2 2
0 0 3


︸ ︷︷ ︸

U

x1

x2

x3


︸ ︷︷ ︸

x

=

3
4
3


︸ ︷︷ ︸

d

Rad 3 ger: 0 · x1 + 0 · x2 + 3 · x3 = 3 ⇒ 1 · x3 = 1 ⇒ x3 = 1
Rad 2 ger: 0 · x1 + 2 · x2 + 2 · x3 = 4 ⇒ 2 · x2 + 2 · 1 = 4 ⇒ x2 = 1
Rad 1 ger: 1 · x1 + 1 · x2 + 1 · x3 = 3 ⇒ 1 · 1 + 1 · 1 + 1 · x3 = 3 ⇒ x1 = 1

Alltså x =

1
1
1

.

2. (a) Lösning

T (10) =
10

2
(f(15) + 2f(25) + 2f(35) + 2f(45) + f(55))

= 5 · (1 + 2 · 4 + 2 · 5 + 2 · 4 + 3)

= 150

(b) Lösning

|I − T (10)| ≈
∣∣∣∣T (10)− T (20)

3

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣150− (20
2
(f(15) + 2f(35) + f(55)))

3

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣150− (10(1 + 2 · 5 + 3))

3

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣150− 140

3

∣∣∣∣ = 10

3
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3. (a) Lösning

Skriv om på formen f(x) = 0:

f(x) = 10 lnx−
√
10000− x = 0

Kontrollera teckenväxling:

f(2000) ≈ −13.4 < 0

f(8000) ≈ 45.2 > 0 OK!

Startvärde:
x0 = (8000 + 2000)/2 = 5000

Uppskatta felet:
|x0 − x∗| ≤ (8000− 2000)/2 = 3000

där x∗ är den exakta lösningen. Halvera intervallet:

f(5000) ≈ 14.46 > 0

Teckenväxling i intervallet [2000, 5000].
Nytt värde

x1 = (2000 + 5000)/2 = 3500

Uppskatta felet:
|x1 − x∗| ≤ (5000− 2000)/2 = 1500

Halvera intervallet:

f(3500) ≈ 0.98 > 0

Teckenväxling i intervallet [2000, 3500].
Nytt värde

x2 = (2000 + 3500)/2 = 2750

Uppskatta felet:
|x2 − x∗| ≤ (3500− 2000)/2 = 750

(b) Lösning

Låt |xk−x∗| ≤ εk vara vår felbegränsning efter k iterationer. För startgissningen
x0 = 5000 har vi att |x0 − x∗| ≤ ε0 = (8000 − 2000)/2 = 3000. Eftersom
εk+1 = 0.5εk för intervallhalvering har vi att

ε1 = 0.5 · ε0
ε2 = 0.52 · ε0

...
εk = 0.5k · ε0
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Vi söker k så att εk ≤ 0.5 ·10−12. Dvs k så att 0.5k ·3000 < 0.5 ·10−12, vilket ger

k >
log (0.5 · 10−12/3000)

log 0.5
≈ 52.4

Det krävs därför 53 iterationer för att nå den önskade noggrannheten.

4. Svar

(1) – (g) Ett flyttalssystems maskinepsilon säger något om dess precision.

(2) – (e) Störningskänsligheten hos ett linjärt ekvationssystem anges av matrisens konditionstal.

(3) – (d) LU-faktorisering har komplexitet O(n3).

(4) – (h) Simpsons metod har noggrannhetsordning 4.

(5) – (f) Hur snabbt en iterativ metod når lösningen anges av dess konvergenshastighet.
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Del B

5. Lösning

function wd = W(L)
wd = integral(@(x) F(x) .* cos(g(x)), 0, L);

end

l = fzero(@(L) W(L)-1000, 15)

6. Lösning

Det totala felet kan skrivas

|I − S̃| = |I − S + S − S̃| ≤ |I − S|+ |S − S̃|

där I är det exakta integralvärdet, S är det exakta Simpson-värdet och S̃ är Simpson-
värdet med funktionsfel. Vi fördelar det tolererade felet (0.5·10−7) lika på funktionsfel
och diskretiseringsfel, vi kräver alltså att |I − S| ≤ 0.25 · 10−7 och att |S − S̃| ≤
0.25 · 10−7.

– En begränsning av funktionsfelet ges av

|S − S̃| ≤ (b− a)ε = (700− (−300))ε = 1000ε

Vi har därför att

epsil = 0.25 · 10−10 =⇒ |S − S̃| ≤ 0.25 · 10−7

– En begränsing av diskretiseringsfelet ges för Simpsons formel av

|I − S| ≤ b− a

180
h4 max

x∈[a,b]
|f (4)(x)| ≤ 1000

180
h4 · 30 =

500

3
h4

eftersom de fem första derivatorna är begränsade. Vi har därför att

h ≤ (0.25 · 10−7 3

500
)1/4 ≈ 0.0035 =⇒ |I − S| ≤ 0.25 · 10−7

Eftersom h = (b− a)/n ger detta att

n ≈ 1000/0.0035 ≈ 285744 =⇒ |I − S| ≤ 0.25 · 10−7

Vi föreslår därför epsil = 0.25 · 10−10 och n = 286000.
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