Block 2: Lineara system
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I stora drag

m Ca 60-70% av exekveringstiden i
berédkningsprogram

m Grundalgoritmer:
» Gausseliminering med radpivotering
» Bakatsubstitution

m Exekveringstiden vaxer som n3

m LU-faktorisering sparar exekveringstid

m Speciella algoritmer for stora, glesa
ekvationssystem

m Noggrannheten: test genom inséttning ej
tillforlitlig

Lopsedel

Dagens forelasning

m Algoritmerna gausseliminering och
bakatsubstitution

Gausseliminering &ar instabil
Radpivotering for att stabilisera
Exekveringstid

LU-faktorisering
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Exempel
Fran labben:

Teampoliness béiping

Trampolinens bojning...

...och motsvarande matris
(h&ar 60x60-matris)

o

Matrisen &ar ett exempel p&“s—— =% 5 & & =
- gles matris (huvuddelen av elementen nollor)
- bandmatris
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Fran labben

m Berakningstid okar kraftigt med 6kande
storlek. Hur mycket?

m Med LU-faktorisering kan man lésa
manga system pa nastan samma tid
som ett

m Hur kan man kontrollera noggrannhet?
Insattning av 16sning ej saker.

m Konditionstal
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Laroboken

m Kap 9.2-3 (s 218-227)

m Kap 10.1-2 (s 236-243)

m OBS 1
Laroboken ger en ofullstandig motivering
till behovet av pivotering

m OBS 2
Laroboken visar inte LU-faktorisering
med pivotering, men det ingar i kursen
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C ¥ Mal Linj algebra — Ber vet |

Malen har jamfort med matematikursen
Linjar algebra

= Mal i matematikkursen

» att kunna l6sa sma ekvationssystem fér hand

» att teoretiskt forstd egenskaper hos lineara
ekvationssystem i allméanhet

= Mal i var kurs

xxxxxxxx

» att kunna lésa stora ekvationssystem med
dator

= att forstd de datoranpassade algoritmerna och
deras egenskaper
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Y Algoritmerna gausseliminering

och bakatsubstitution

Matlabs "backslash”-operator (\) l6ser
systemet Ax = b:

>> x = A\b
Nar vi gor detta kommando i Matlab
utférs tva algoritmer:
1. Gausseliminering
Systemet Ax = b dverfors till formen Ux = d,
dar U ar en dvertriangular matris
2. Bakatsubstitution
Systemet Ux = d I8ses och lésningen lagras i
vektorn x

Algorltmen gausseliminering,

’naiv” version, pseudokod

m Indata: A, b, n

m Bilda totalmatrisen Aug = [A b]

m Fork =1, 2,

, n-1:
For i = k+1, k+2
faktor = Aug(i, k)/Aug(k k)
Aug(i,k:n+1) =
Aug(i,k:n+1) — faktor*Aug(k,k:n+1)

OBS minustecknet

®

Informationsteknologi

Representation av lineara

ekvationssystem i datorn

1. Skriv ekvationssystemet pa

matris-/vektor-form:

Ax =Db
dar A ar en nxn-matris, x och b ar nx1-
vektorer (kolonnvektorer av ldngd n)

2. | datorns minne lagras ekvations-

systemet genom att vi lagrar matrisen
A och vektorn b. Vi sager att
ekvationssystemet representeras med A
och b i datorn.
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Algorltmen gausseliminering,
’naiv” version

= Indata: A, b, n
Elementet i A, rad i, kolonn Kk,
betecknas a;,

1. Bilda totalmatrisen Aug = [A b]

2. Fork=1, 2,...,n-1
Anvand rad k i Aug for att
nollstélla g; for i=k+1, k+2, ... , n

Informationsteknologi

Y Algoritmen bakatsubstitution,
pseudokod

m Indata: U, d, n
Efter foregdende algoritm finns U i
Aug(1:n,1:n) och d i Aug(1:n,n+1)

m X(n) = Aug(n,n+1)/Aug(n,n)
Fori =n-1, n-2, , 1
x(i) = (Aug(l,n+1) -
Aug(i,i+1:n)*x(i+1:n))/Aug(i,i)
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”Naiv” gausseliminering

instabil
Samma exempel, nu med 3 siffrors noggrannhet

3 -1 20/ 78] | -f01/3=0333

Lo f@rg—1as
4 2 -3 —4 31 ( ) e
Beteckning: I, &r faktorn som anvénds for att
nollstélla a;,

3 -1 2 8
00.333 -1.67 -3.67
0 3.33 -5.66 -14.6

l,, = f1(3.33/0.333) =10
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Stabilisera algoritmen genom
att infora radpivotering

m Problemet med den ”naiva” algoritmen:
Oom |l ] > 1 s& kommer multiplikation
med [;, att forstora avrundningsfel

| algoritmen finns ’Felen i A(k,k:n) fc'jrstoras‘

A(i,k:n) = A(i,k:n)

dar elementen i A innehaller olika fel, t ex
avrundningsfel. Om |, &r stor till belopp
forstoras dessa fel successivt i processen

Tillampa gausseliminering
med radpivotering tidigare
exempel

3 -1 2 8

-1 -1

-3 -4

Radbyte: /[4 2 -3 —4]
< 1 0 -1 < -1

3 -1 2 8
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”Naiv” gausseliminering ar
instabil

3 -1 2 8 X, = 2.01
0 0333 -167||-367| => x,=-0.848
0 0 110 || 221 X, =161

Instabil algoritm

haller inte avrundningsfelen ”i schack”
utan de ackumuleras till ett stort fel i den
berédknade l6sningen
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Stabilisera algoritmen genom
att infora radpivotering

m Atgérd: Radpivotering
For varje nytt k-vérde:
Finn rad m sa att
IAug(m,K)| 2 |Aug(i,k)|, i=k, k+1,
SN o
Byt plats mellan rad m och rad k
= Nar |, skapas divideras d& med storsta
elementet i kolonnen

m Resultat: |l ] = 1, algoritmen blir stabil

OBS! Laroboken ger en alltfér férenklad
motivering till behovet av pivotering

4 2 -3 -4

1 0 -1 l,, = fl(1/4)=0.25
3 .1 2 8 l;, = f1(3/4)=0.75
4 2 -3 —4

0 -05:-0.25 0

0 25 425 11
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4 2 -3 -4

Radbyte:

nnnnnn

0 -25 425 11
<0 -05 -0.25 < 0

l,, = fl(-0.5/-2.5)=0.2

4 2 -3 -4
0 -25 4.25 11
0 0 -11 -22

X, =2

X, =-1

X =1
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L 8 Komplexitet hos gauss-

eliminering

= Ett lampligt komplexitetsmatt ar antal

aritmetiska operationer.
Exekveringstiden kommer vésentligen att
vara proportionell mot detta antal.

m Det intressanta ar: hur beror exe-

kveringstiden pa antalet ekvationer, n?

= Vi vill alltsd uttrycka komplexiteten som

en funktion av n

2.

Komplexitetsanalys (forts)

Summera antal operationer foér samtliga
k-varden, k=1,...,n-1
totalt antal operationer =

n
S 2(n—k)? =%n3+0(n2)
Slutsats: Gausseliminering av ett N X N -

system kraver ca (%:)n3 aritmetiska
operationer, eller O(n3) operationer

Kan &aven visa att bakatsubstitution
kraver ca n? aritmetiska operationer
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Exekveringstid

m Hur lang tid kommer det att ta for en
dator att exekvera (utfora/kdra)
algoritmerna? (Hur kommer exekverings-
tiden i Matlab att bli nar vi gor
kommandot x = A\b?)

m Lampligt med ett datoroberoende matt pa
exekveringstiden. Man talar om en
algoritms komplexitet. Olika matt for
olika typer av algoritmer.
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Komplexitetsanalys av gauss-
eliminering

1. Undersok antal operationer for ett
godtyckligt k—vérd; n-K st i-varden ‘

For k:
Fori=k+1, k+2,...,n
faktor = Aug(i,k)/Aug(k,k)
Aug(i,k:n) =

Aug(i,k:n) — faktor*Aug(k,k:n)
2(n-k) op

Slutsats: ca 2(n-k)2 aritmetiska operationer
for steg k i algoritmen

Komplexitetsanalys (forts)

Vad blir det har i tid?

Antag t; = 10-° s/flyttalsoperation (s/flop)
Gausseliminering Bakatsubstitution
n (2/3)n3t; n2t;
108 0.67 s 10-8s
106 0.67 10° s = 108 s =
21 ar 17 min




'y Komplexitetsanalys (forts) Y Behov av effektiva algoritmer
Hur stort system kan lésas pa en " Kon"_l_plexiteten O(n®) begrans_ar_ .

8 timme om datorn klarar 1 Gflop/s ? 8 . :L\;r:’\::gsrheten hos gausseliminering.

e} . = -

g 0.67 n®10°s =1 tim = 3600 s, g « Utnyttja "struktur” hos koefficientmatrisen

g ger n = 18000 g om majligt (exempelvis ba'ndmatris?r).

2 2 Fortfarande gausseliminering men lagre

o ie) komplexitet.

- -

© .. ° © » Iterativa metoder fér mycket stora, glesa

§ ;Lljrr] l;stt;)rt system kan I8sas pa en § system

o ’ o + LU-faktorisering (se nasta bild)

Sl 0.67 n3109s=60s, =

ger n = 4500
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LU-faktorisering, idé LU-faktorisering, anvandning

@ = Vanlig situation: Foljd av ekvations- @ av
system med samma koefficientmatris, = Utfor en gang
olika hogerled (jfr trampolinexemplet) Ax=b => PAX = Pb => LUx = Pb
Ax () =p™ k=1,. m I
14 ‘LU—faktorlserlng o(nd) ‘
é:
Gausseliminera A en gang for alla m For varje hogerled b®:

- Spara U.

- Spara faktorerna [, i en matris L.

- Spara information om pivoteringen
i en matris P

-Ld =Pb (framétsubstitution)

Bestam motsvarande vektor d

-Ux=d (bakéatsubstitution)

Bestam l6sningen x

Informationsteknologi
Informationsteknologi

Detta kallas LU-faktorisering av A.
Man kan visa att: LU = PA

(@ LU-faktorisering, vinst (@ LU-faktorisering i Matlab

m Ineffektivt:

_ >> A=[3 -1 2;1 0 -1;4 2 -3];
Lds varje system med x = A\b

>> b= [8;-1;-4];

8 (gausseliminering av A for varje nytt 8 >> [L,U,P1=1u(A)
= hogerled) 2 5 =t L = 1.0000 0 0
% m(gn +n%) % 0.7500  1.0000 0
0 . aritmetiska operationer % LeZall R ooy
il = Effektivt: P 2
2 LU-faktorisera A (1u(A) i Matlab) och I6s 2 U= 4.0000 2.0000 -3.0000
g sedan varje system med g 8 ‘2'5008 _i'iggg
5 -d =L\b 5 5 .
N J— N
= -x=U\d Zné+m(n®+n?) = P=0 0 1

3 1 0 0

aritmetiska operationer: 0 1 0
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LU-faktorisering i Matlab
Stammer PA=LU ? Ldsning
>> P*A >> d = L\(P*b)
ans = 4 2 -3 d = -4.0000

3 -1 2 11.0000

1 0 -1 -2.2000
>> L*U >> x = U\d
ans = 4 2 -3 x = 1

3 -1 2 -1

1 0 -1 2

Backslash anvander algoritmerna for framat-
och bakatsubstitution nar matriserna ar
under respektive éver triangulara
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LU-faktorisering i praktiken

Eliminering av X, :
ly=-1/2, 1,=1/2

-4 -2 2 4 -2 2 2
b1 (2 4 g 1
0 4 8 12 4 8 3
Radbyte: OBS! Hela rader byter plats

. o v -4 -2 2 2
qa @ B 14 8 3
g 1 1 -1 1 1

LU-faktorisering i praktiken
. 1 0 0Y-4 -2 2 -4 -2 2
LU= 2 1 0|0 4 8|[=|-2 3 9

-1/2 1/4 10 0 -3 2 2 -2
010y2 2 -2 -4 -2 2
PA=|0 0 1|-4 -2 2 |=|-2 3 9
1 00/-2 3 9 2 2 =2

Slutsats: LU = PA

m L och U sparas i A:s minnesutrymme

m P lagras som en vektor (inga nollor
lagras)

LU-faktorisering i praktiken

@ Ett exempel

B Matematiskt objekt Datastruktur

— Matris Matris Vel@ p

8 = 5 > 2 5 1

% 4 2 2| |4 2 2

R 2 2 2 e 8 13

(=

.% Radbyte:

N (% 2 -2 2 2 =2 1

= > L 22 2

- 2 3 9 3
-2 3 9 |
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3 LU-faktorisering i praktiken

e Eliminering av x,:

N 1.,=1/4

o

S i 42 2 2

< L 4 8

< 0.4 8 2 3

@ 4 1 3 1

c 00 3 2 4

2

g Klart! Tolkning av datastrukturernas innehall:

S 100 -4 -2 2 010

=l -1 1 0flu={0 4 8|P=[00 1
-1 31 0o 0 -3 100




