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Del A

1. (a) For att anpassa ett polynom som gar genom tre
punkter behovs ett andragradspolynom. New-
tons interpolationsansats ger

f(x) = b1+ by(x — x1) + b3z — x1)(x — x2),
dar by, by och bg entydigt bestams av matvarderna.
Lat 1 = 1.0, 29 = 1.5, 3 = 2 och f(z1) =
0.26, f(xo) = 0.29, f(x3) = 0.31 fran den givna

tabellen i uppgiften. Anvénd sedan ansatsen f(x1)
for att rakna ut vardet pa by

0.26 = f(Il) = b1 = bl = 026,
f (o) for att rakna ut vardet pa by

0.29 = f([l?g) = by + bQ(ZCQ — 3?1) = 0.26 + b2(1.5 — 1.0)
~0.29 - 0.26

by = — 0.06
~ 2T e T ’

och f(x3) for att rdkna ut vérdet pa bs

0.31 = f(z2) = b1 + ba(xz — 1) + b3(w3 — 21) (23 — T2)

= 0.26 + 0.06(2.0 — 1.0) + b3(2.0 — 1.0)(2.0 — 1.f
~0.31—-0.26 — 0.06(2.0 — 1.0)
(20 -1.0)(2.0 — 1.5)

1

= —0.02.
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Man kan ocksa formulera problemet genom att
stalla upp interpolationsvillkoren som ett ekva-
tionssystem med undertriangular koeffiecientma-

tris,
1 0 0 b1 f(xy
1 (29 — 1) 0 by | = | flao
L (x5 —x1) (23 —x2)(23 — 1)/ \b3 flzs
som med insatta varden blir:
1 0 0 b1 0.26
1 05 0 by | = | 0.29
1 1.0 0.5 b3 0.31

Detta system kan losas genom framatsubstitution
och vi far samma losning som med det tidigare re-
dovisade angreppssattet. Newtons interpolations-
polynom blir:

F(z) = 0.2640.06 (z — 1.0)—0.02 (z — 1.0) (z — 1.5) .

(b) For att interpolera med ett polynom genom 30
punkter behovs ett polynom av grad 29. Detta
riskerar att ge upphov till det sa kallade Runges
fenomen, alltsa att polynomet kommer att ge en
bra approximation i mitten av intervallet men
oscillera kraftigt narmare randerna.

2. (a) Tillampa Euler framat pa testekvationen, y'(t) =
Ay(t), ger
Yir1 = Yi + hAyi = yiy1 = yi (1 +hA).
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Av detta foljer att
yi = yo (1 + h\)’

For stabilitet krévs alltsa att (1 4+ hX) — 0 da
h — 0. Stabilitetsvillkoret blir darfor

11+ hA| < 1.

(b) Styva problem kénnetecknas av att nir explicita
metoder tillampas pa sadana problem, sa kravs
det mycket liten steglangd for att metoden ska
vara stabil. Mycket liten steglangd medfor att
det blir mycket lang exekveringstid. Eftersom
Euler framat ar explicit, sa ar det alltsa olampligt
att anvanda den metoden om problemet ar styvt.

3. (a) Funktionsfilen for hogerledet:
function u = f(t,y)
u = cos(y+t);

Huvudfilen dar ODE-problemet l6ses genom an-
rop av odeéb:

yO = 1; % Begynnelsevillkor
t_start = 0; % Startid
t_stop = 10; % Sluttid

Tspan = [t_start t_stopl;

[t y] = ode45(@f, Tspan, yo0);



(b) Det sokta ordet ar “adaptivt”.

4. (a) For en Monte Carlo - metod géller att

fel =~ C’\/LN. D'eirav foljer att felipooo ~ 1500

och felgoooo ~ JW Vi far

fel10000 ~ \/1000 \/’

fel20000 \/W
(b) Stokastiska

]

Del B

5. Vi maste omformulera den matematiska modellen till
den form som forutsatts i de numeriska ODE-losare
som har ingatt i kursen. Till att borja med skriver
vi om pendelns ekvation som ett forsta ordningens
system av ODE. For detta infor vi en ny variabel:

v(t) = 60'(t). (1)

Insattning 1 pendelns ekvation ger:

u(t) — % sin(0(1)). (2)

Ekvationerna (1) och (2) utgor ett forsta ordningens

system av ODE, men systemet ar inte pa den form
som de numeriska ODE-losarna forutsatter. Dels har
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vi nu tva ekvationer men tre obekanta, dels finns det
en derivata i hogerledet i (2). Vi kan hantera bada
dessa komplikationer genom att kombinera (1) och
(2) med vinschningsstrategin:

0'(t) = o)

f(t,0(), v(t))
r(t)

ri(t) = f(t,0(t),v(t))

Ekvationssystemet ar nu pa den form som forutsatts

u(t) — % sin (0(t))

V'(t) = =2

i de numeriska ODE-losare som har ingatt i kursen.
Det syns tydligare om vi skriver systemet pa vektor-
form:

y'(t) = F(t,y(t)), (3)

dar

och F(t,y(t)) ar den vektor som utgors av hogerleden
i ekvationssystemet ovan. For simuleringen antar vi
att det finns begynnelsedata 6(0), v(0) och r(0).

For val av metod finns tva forutsattningar angivna
i uppgiften. Den ena ar att noggrannhetsordningen
maste vara storre an 1. Den andra forutsattningen
ar att modellen inte ar styv. Bland de metoder som
har ingatt i kursen uppfyller alla utom de tva eu-



lermetoderna forutsattningen om noggrannhetsord-
ning storre an 1. Forutsattningen att modellen inte
ar styv innebar att vi kan valja en explicit metod
utan att det blir nodvandigt att av stabilitetsskal ta
extremt sma tidssteg. Tidsstegets storlek kommer
i stallet att avgoras av noggrannhetskravet, oavsett
om vi valjer en explicit eller en implicit metod. Om vi
jamfor Heuns metod och Trapetsmetoden som bada
har noggrannhetsordning 2, sa bor dessa da behova
ungefar samma storlek pa steglangden, det vill saga
ungefar lika manga berakningspunkter. Darmed ar
Heuns metod att foredra, eftersom den ar explicit
och darfor kraver mindre berakningsarbete per punkt
an Trapetsmetoden som ar implicit. Slutligen ar
klassiska Runge-Kuttas metod explicit och har nog-
grannhetsordning 4. Den ger nagot mera beraknings-
arbete per punkt an Heuns metod, men detta uppvags
med rage av att det gar uppna den onskade nog-
grannheten med betydligt farre steg nar noggrann-
hetsordningen ar storre.

Vid bedomningen av studenternas losningar godkande
vi bade anvandning av Heuns metod och klassiska,
Runge-Kuttas metod samt losningar dar Matlabs kom-
mando ode45 anvandes, under forutsattning att stu-
denten gav rimliga argument for sitt val. Det kravdes
att argumentationen tog upp bada de forutsattningar
som namndes 1 uppgiften. Daremot kravdes betraf-
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fande styvhetsaspekten inte sa utforlig argumenta-
tion som ovan, utan aven betydligt mera kortfattade
pastaenden godkandes, exempelvis "det gar bra med
en explicit metod eftersom problemet inte ar styvt”.

For godkand losning kravdes att studenten visade
formler eller matlabkod for den valda metoden, speci-
fikt for systemet (3). Enklast ar att visa detta for sys-
temet uttryckt pa vektorform. Observera att det inte
gar att tillampa de namnda metoderna pa varje ek-
vation for sig, eftersom ekvationen da inte ar pa den
form som forutsatts i metoden. Den numeriska meto-
den (eller matlabkommandot ode45) maste alltsa
appliceras pa systemet som helhet for att det ska
fungera.

. Vi beskriver forst en algoritmidé, argumenterar sedan
for varfor den ar lamplig och visar slutligen de formler
som behovs for att utveckla algoritmen mera detal-
jerat. Algoritmidén ar:

e Finn heltalet 2 sa att
xcoord (i) < x < xcoord(i+1).

e Bestdm interpolationspolynomet py(x) genom de
tva punkterna
(xcoord(i),s(i)), (xcoord(i + 1),s(i+1)).

e Bestdm interpolationspolynomet p,(x) genom de
tva punkterna



(xcoord(i),n(i)), (xcoord(i + 1),n(i + 1)).

e Om ps(x) < y < pp(x) sa returneras ”sann”
annars returneras ’falsk”.

Viargumenterar nu for att angreppssattet ar lampligt.
For att avgora om (z,y) ligger inom sjons omrade
behover vi pa ett eller annat séatt fa en uppfattning
om var sjons strandkant finns mellan de givna punk-
terna. Kurvanpassning ar det angreppssatt 1 kursen
som passar for detta. Eftersom vi har tva punkt-
mangder, for sodra respektive norra stranden, sa kan
vi tillampa kurvanpassning pa varje punktméangd for
sig. Vi har att valja mellan de alternativ for kurvan-
passning, som har ingatt i kursen. De innebar alla att
vi anpassar ett polynom till data. De overgripande
angreppssatten ar minstakvadratanpassning och in-
terpolation. Eftersom de givna punkterna utgor var
markering av strandkonturen vill vi att kurvan ska ga
genom de givna punkterna. Alltsa ar interpolation
det lampliga i detta fall (med minstakvadratanpass-
ning far vi ett polynom som inte gar igenom de givna,
punkterna). Interpolation genom samtliga de givna
punkterna riskerar att ge upphov till Runges fenomen
(kraftiga oscillationer) och dérfor ar det lampligare
med nagon form av styckvis interpolation. I det
har fallet har vi inte behov av en visuellt tilltalande
kurva, sa det ar olampligt att lagga ned det extra
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berakningsarbete som kubiska splines skulle innebara.
Rent allmant kan man formoda att strandkonturen ar
oregelbunden och inte ser ut som ett polynom oavsett
gradtal. Darfor ar det lampligast att har anvanda sig
av styckvis linedar interpolation, som ar det minst
berakningskravande alternativet nar det galler styck-
vis interpolation. Algoritmidén ovan bygger pa detta
angreppssatt.

Nu aterstar att harleda de formler for ps(x) och p, ()
som angreppssattet med styckvis linar interpolation
ger upphov till. Vi borjar med ps(z). Newtons inter-
polationsansats blir i detta fall:

ps(x) = co+ c1 (x — xcoord(i)).
Interpolationsvillkoren ar:
ps(xcoord(i)) = s(i)
ps(xcoord(i + 1)) = s(i+1)

Om vi satter in ansatsen i interpolationsvillkoren och
loser det resulterande ekvationssystemet, sa finner vi
att:

s(1+1)—s(i)
xcoord(i + 1) — xcoord(i)

ps(r) = s(i)+ (x — xcoord(1)).

Med analogt tillvagagangssatt far vi att:
n(i+1)—n(i)
xcoord(i+ 1) — xcoord(i)

pa(z) = n(i)+ (z — xcoord(i)).
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Den detaljerade algoritmen blir darmed, efter insattning
av dessa formler 1 algoritmskissen ovan:

e Finn heltalet 7 sa att
xcoord(i) < x < xcoord(i+1).
e Om
(1) + seoora(i 1) essrars) (¢ — xcoord(i)) <y <

n<1) 4+ n(i—l—l)—n(i)

xcoord(i+1)—xcoord
Q 7 77 77 77
sa returneras "sann” annars returneras ’falsk”.

5y (¢ — xcoord(i))

For betyg 5 godkandes losningar som inneholl ratt al-
goritmidé och dar det fanns val genomford argumen-
tation for att styckvis interpolation var det lampligaste
angreppssattet. Detta innebar att vi aven godkande
losningar dar kubiska splines rekommenderades, un-
der forutsattning att rimliga argument for detta fram-
fordes. Vidare godkandes losningar dar algoritmidén
fanns val utvecklad, aven om de detaljerade form-
lerna for p, och p,, inte harleddes. Losningar som
inneholl ratt algoritmidé, men dar minstakvadratan-
passning rekommenderades med rimlig argumenta-
tion, godkandes for betyg 4. En mycket vanlig 10sning
var att anta att x ingick i xcoord eller var nara
nagot varde i xcoord och darfor kunde ersattas med
motsvarande xcoord-varde. Detta godkandes inte,
eftersom de alternativ som bygger pa kurvanpassning
ar lampligare inte minst darfor att de fungerar utan
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att vi behover forutsatta att de givna punkterna lig-
ger mycket tatt.
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