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Inledning

Kursen Beriékningsvetenskap II innehaller HT 2018 tre workout-pass. Syftet med
dem &r att du i gruppen eller pa egen hand skall arbeta igenom ett antal 6vningar
med papper och penna. Arbetet med workout-uppgifterna, med mojlighet till
hjdlp fran lidrare, ska ge dig tillfille att bearbeta det stoff som foreldsningarna
har behandlat. Nirvaro vid workout-passet rekommenderas dérfor starkt.

Skriftliga redovisningar av losningar till workout-uppgifterna dr obligatoriska
och utgér en del av examinationen. Den som dr nédrvarande under workout-
passet redovisar direkt till ldraren. Den som inte kan nérvara far ldmna sin
redovisning senast dagen efter workout-passet. Den som lamnar in fér sent utan
godtagbart skél far ytterligare uppgifter att redovisa.

Uppgifterna 16ses gruppvis av miniprojektgrupperna. Det &r viktigt att alla i
gruppen har férstatt losningarna. Har man forstatt, sa kommer man att ha go-
da chanser att klara tentamen.

Som student kan du anvinda workout-uppgifterna som underlag for en sjilv-
diagnos. Om du inte férstar en 16sning som gruppen kommit fram till, bor du
ldsa pa mer om det avsnittet och be ldrare eller medstudenter forklara. Ligg
inte en workout-uppgift at sidan forrdn du tycker att du verkligen forstar den
och kan 16sa den (och andra av samma typ) pa egen hand.

OBS! Workout-6vningarna ér tillrittalagda sa att de gar att genomféra med
handrékning. De ér enbart ténkta som ett stod for studenternas larande och skall
inte uppfattas som exempel pa verkliga tillimpningar. I de tillimpningar som
berikningsmetoderna egentligen dr ténkta for kravs datorer for att genomfora
beridkningarna inom rimlig tid. Detta kommer miniprojekten att ge exempel pa.



Ordinéra differentialekvationer, del 1

Uppviarmning — obligatorisk

1. Stéll upp Eulers framatdifferensmetod for differentialekvationen

y'(t) —y(t) =t =0, y(0)=0

och gor tva steg med steglangd 0.1.

Medel — obligatorisk

2. Stall nu upp den klassiska Runge-Kuttas metod fér problemet ovan. Ge-
nomfor ett steg med stegliangd 0.1.

3. En enkel modell for utvecklingen av en bakteriepopulation ges av

y' =Cy (1 - %) o y(0)=a, (1)

dér y(t) betecknar antalet bakterier vid tidpunkt ¢. Konstanten C' beskri-
ver hur snabbt populationen vixer. Det finns dértill en 6vre grans B for
hur manga bakterier som kan samexistera pa givet utrymme. Inledningsvis
antas populationens storlek vara a << B.

Formulera Heuns metod for problemet ovan. Genomfor sedan ett steg med
metoden for fallet C' = 10, B = 1000, o = 1, dér steglingden h viljs till
0.1.

4. Med ordinéra differentialekvationer kan man beskriva hur en satellit ror
sig kring en planet. Lat 2:(t) och y(t) beteckna z- respektive y-koordinaten
for satellitens position vid tidpunkten ¢. Planetens position &r i origo. Da
kan man stélla upp foljande modell f6r hur satellitens position fordndras

med tiden:
Ji”(t) _ —k‘ Jf(t) 5 (2)
(Vo +y@P)
J8) = —k y(t) (3)

(Va7 vr)”

Lat oss hér for enkelhets skull anta att & = 1. Givna begynnelsevérden vid
t = 0 &r satellitens position (2(0),y(0)) och dess hastighet i - respektive
y-riktningen (z'(0),y'(0)).

(a) Formulera om modellen ovan till ett system av forsta ordningens
differentialekvationer.

(b) Beskriv hur det skulle ga till att anviinda denna modell for att si-
mulera satellitens rorelse kring planeten for 0 < ¢t < 100 med hjilp
av Matlab-funktionen ode45, se nedanstaende hjilptext. Du behdver
inte skriva ett komplett program, utan det réacker med en program-
skiss som visar hur den matematiska modellen skulle representeras i
programmet och hur ode45 sedan skulle anropas.

0ODE45 Solve non-stiff differential equations, medium order method.
[TOUT,YOUT] = ODE45(ODEFUN,TSPAN,Y0) with TSPAN = [TO TFINAL]
integrates the system of differential equations y’ = f(t,y)

from time TO to TFINAL with initial conditions YO. ODEFUN is a
function handle. For a scalar T and a vector Y, ODEFUN(T,Y) must
return a column vector corresponding to f(t,y). Each row in the
solution array YOUT corresponds to a time returned in the column
vector TOUT.



Intensiv

5. Implementera Eulers framatdifferensmetod i Matlab. Resultatet skall bli
en Matlab-funktion som kan anvéndas for att 16sa skaldra begynnelse-
virdesproblem pa formen y'(¢t) = f(t,y(t)). Forsta raden i funktionen
skall vara:

function y = euler(f,a,b,y0,n)

Inparametern f skall vara en Matlab-funktion som beskriver hogerledet
i ODE-problemet. Virdena a och b anger begynnelsetid respektive slut-
tid och yO ar begynnelsevérdet. Den sista inparametern, n, anger antalet
tidssteg.

Utparametern y ar en vektor, dér y(k) &r den berdknade, approximativa
l6sningen i tidssteg k, k =1,...,n.

Det gor inget om du inte kommer ihag i detalj hur olika Matlab-kommandon
ser ut, sa linge programmet i princip dr korrekt.

6. Funktionen euler, som du skrev ovan, dr avsedd for skaldra begynnel-
sevirdesproblem. Vilka forédndringar skulle krivas i euler for att dven
system av forsta ordningens differentialekvationer skulle kunna hanteras?

7. Du arbetar i ett konsultféretag och har fatt i uppdrag att med datorns
hjalp simulera forloppet nér ett féremal vinschas in till en helikopter.
Foremalet hénger i en vajer under helikoptern. Nér foremalet vinschas in,
sa kommer linan att pendla fram och tillbaka under helikoptern. Nér du
modellerar forloppet véljer du darfor att betrakta linan med vidhdngande
foremal som en pendel. Pa grund av invinschningen kommer pendelns
lingd att variera med tiden. En matematisk modell fér en sadan pendel
ar: ”

r
- ((t)) 0'(t) + T(it) sin(6(t)) = 0

dédr 0(t) dr pendelns vinkelutslag, r(t) &r pendelns lingd och g &r gravi-

tationskonstanten. For beskrivning av sjilva invinschningen specificeras

#ven en ”invinschningsstrategi” i form av en modell f6r hur 7/ (¢) varierar

med tiden, vilket ger ytterligare en differentialekvation

r'(t) = f(£,6(1),6'(t)).

(Syftet med att simulera invinschningsférloppet ér att man skall kunna
undersoka vilken effekt olika invinschningsstrategier far.)

0" (t) +2

For att simulera forloppet numeriskt ténker du dig att anvénda Heuns
metod. Beskriv, sa detaljerat du kan, men wutan att genomféra nagra
rakningar, hur Heuns metod skulle kunna anvéndas for att berédkna in-
vinschningsforloppet (det vill séiga for att beriikna hur 6 och r varierar
med tiden).



Ordinira differentialekvationer, del 2

Uppviarmning — obligatorisk

1. Stéll upp Eulers bakatdifferensmetod for differentialekvationen
y'(t) + 1000 cos (y(t)) — 100t =0, y(0) = —0.5

och utfor ett steg med steglingd 0.01. Som startgissning for newtonitera-
tionen anviinds exempelvis det senaste y-véirdet. Sétt toleransen till tva
korrekta decimaler.

Medel — obligatorisk

2. Differentialekvationen ovan &r styv.

(a) Forklara inneborden i begreppet ”styv differentialekvation”.

(b) Forklara varfor det skulle ha varit mindre ldmpligt att 16sa ekvationen
ovan med Eulers framatdifferensmetod.

(¢) Pa vilket siitt dr det fordelaktigt att anviinda en metod med adaptivt
steglangdsval nir man l6ser en styv differentialekvation numeriskt?

3. Nédr man analyserar numeriska metoders stabiltitetsegenskaper kan man
anvanda den s k testekvationen. Man tittar da pa fallet da realdelen av A
dr negativ (det garanterar att den underliggande ODE:n har en avtagande
16sning).

Analysera stabiliteten hos Eulers framatdifferensmetod. Vilket blir stabi-
litetsvillkoret?

4. En numerisk metod ségs vara ovillkorligt stabil om den ér stabil (avtagan-
de) for alla viirden pa h nir realdelen av A < 0.
Visa nu att Euler bakat (implicit Euler) ér ovillkorligt stabil. For enkel-
hets skull kan du i den hir uppgiften begréinsa analysen till reella virden
pa A.

5. Till differentialekvationen

y'(t) = fltylt), t>a
yla) = ¢

kan man stélla upp differensmetoden

Ykt1 =Y +h - f(te,yr)

Vad ér den géingse tolkningen av de viirden som anges som yy, resp. y(tg) ?
Hur definieras det lokala trunkeringsfelet for metoden?

Anvind Taylorutveckling for att avgora hur det lokala trunkeringsfelet
(och det globala trunkeringfelet) beror av h.

Intensiv

6. Vilket blir stabilitetsvillkoret for Heuns metod tillampad pa ekvationen
y'(t) = Ay(t)?



7. Ett begynnelsevéirdesproblem loses med en numerisk metod som vi hér
betecknar med M. Tre olika stegliangder anvéinds: h, h/2 och h/8. T tabel-
len nedan visas begynnelseviirdet y(0) i forsta raden. Kolumnen lingst
till vénster visar resultaten av de forsta tio stegen med metoden M for
steglingd h. De tva kolumnerna till héger visar resultaten vid samma
tidpunkter men for steglingd h/2 respektive h/8.

h h/2 h/8
10.000000 10.000000  10.000000
11.056879  11.056880 11.056880
12.235428 12.235430 12.235430
13.548443  13.548446  13.548446
15.010066  15.010071  15.010071
16.635927 16.635933  16.635933
18.443297  18.443306  18.443306
20.451267 20.451279  20.451279
22.680935  22.680949  22.630950
25155615  25.155633  25.155634
27.901077 27.901098  27.901100

Du ska nu anvinda dessa resultat for att ta reda pa vilken noggrannhets-
ordning metoden M har.

Ledning: For att bestdmma noggrannhetsordningen kan du ta reda pa hur
felet fordndras da steglingden minskar fran h till h/2. For att uppskatta
felet for dessa tva steglingder kan du i uttrycket for felet ersidtta den
exakta losningen med den 16sning som erhélls for h/8.

8. Smittspridning i en population kan modelleras med féljande differentia-
lekvation:
P' = (k+0.1sin(t)) P (C — P),

dir P(t) representerar antalet infekterade individer vid tidpunkten ¢ och
konstanten C' &r det totala antalet individer i populationen. Parametern
k representerar risken for att bli smittad och sinusfunktionen modellerar
exempelvis arstidsbunden variation i mottaglighet fér smitta.

(a) Lat g(t, P) beteckna hogerledet i differentialekvationen ovan. En hel
familj av numeriska metoder for 16sning av ekvationen kan da uttryc-
kas genom:

Pyy1 = Pp 4 h(c1g(tr, Pr) + cog(tes1, Pry1))

Varje specifikt val av virden pa ¢; och ¢y ger en specifik metod i
denna familj. For vilka virden pa ¢; och o far man (i) en explicit
metod, respektive (ii) en implicit metod.

(b) Vilka viirden pa c; respektive co ger en metod med noggrannhets-
ordning storre dn eller lika med 17 Vilka vérden pa ¢; och co ger
hogst noggrannhetsordning?

9. Antag att du skall 16sa ett ODE-problem med funktionen euler och att
du viljer ett n-varde som gor att steglingden blir ~y. Om det visar sig att
detta val av steglingd inte ger tillriackligt noggrann lésning, sa finns tva
alternativ:

(a) Minska stegliangden till chg, dir 0 < ¢ < 1, sa att Euler framat ger
tillrécklig noggrannhet.

(b) Behall steglingden hg, men byt till en numerisk metod med hogre
noggrannhetsordning &n Euler framat. Vi antar att metoden med
hogre noggrannhetsordning ger tillracklig noggrannhet for h = hg
och att bada metoderna ér stabila fér h = hg.



Det bésta alternativet dr det som ger kortast exekveringstid for att berikna
l6sningen med 6nskad noggrannhet.

Din uppgift nu dr att utreda valet mellan dessa tva alternativ nir metoden
med hogre noggrannhetsordning &r Heuns metod. Hur litet maste ¢ vara
for att det skall l6na sig att 6verga till Heuns metod med steglingd hg i
stélllet for att anviinda Eulers metod med steglingd cho? (OBS! Det gar
inte att komma fram till ett exakt virde pa ¢, utan det ricker med en
mera grovkornig analys.)



Monte Carlo-metoder

Uppviarmning — obligatorisk

1. Forklara kort skillnaden mellan en deterministisk och stokastisk modell,
samt skillnaden mellan en stokastisk och deterministisk metod.

2. Forklara i ord hur och varfér en Monte Carlo-metod for att rikna ut virdet
pa en integral fungerar. Diskutera i vilka situationer en Monte Carlo-
metod kan vara att foredra framfér en mer ”traditionell” deterministisk
metod.

Medel — obligatorisk

3. Tkursen Berikningsvetenskap I ingick workout-uppgifter déar du beréiknade

integralen
1
I= / e’ dx
0

numeriskt med trapetsformeln respektive Simpsons formel. Steglingd var
h = 1/4, vilket innebér att 5 stycken z-virden anvindes i berikningen
av integralen. Syftet var att forsta hur dessa algoritmer fungerar. Dérfor
anvénde vi ovanstaende testproblem som har kénd 16sning (I = e — 2)
sa att vi ocksa kunde berikna hur stort felet blev i de approximationer
vi fick med de ndmnda metoderna. Det visade sig att trapetsformeln i
detta fall berdknade I med absolut fel ca —0.04 medan motsvarande fel
for Simpsons formel blev ca —0.0006.

Berdkna nu en approximation av I med den Monte Carlo-metod som be-
skrivs i kompendiet. Anvind 5 stycken z-virden. Jimfor den beridknade
approximationen med det exakta svaret. Hur stort blev det absoluta felet?
Jamfor med felen for trapetsformeln och Simpsons formel.

Om du far tid kan du upprepa Monte Carlo-berikningen. Du kommer ju
da att fa en annan approximation dn forsta gangen, eftersom berdknings-
punkterna slumpas fram.

4. Som modell for hur en akties pris varierar i tiden anvénds ofta en s.k.
stokastisk differentialekvation (SDE) (den del som beskriver ”slumpen” i
aktiekursen involverar samma ”Brownian motion” som ni sag i laboratio-
nen). Antag nu att ni far en Matlabfunktion

function x = £(x0,T)

som simulerar 10 stycken aktier enligt den stokastiska SDE modellen fran
nagot startvirde xg till tiden 7'. Returvirdet x dr priset vid tiden 7' pa
de olika aktierna, och alltsa en array med 10 element.

(a) Skriv ett matlabskript som med Monte Carlo beriknar det forvéintade
totala virdet pa portfoljen vid tiden T'.

(b) I Hellanders kompendium beskrivs hur man kan berikna ett konfi-
densintervall for det resultat som Monte Carlo-metoden gav. Gor nu
ett tilldgg till ditt program sa att det berdknar och skriver ut konfi-
densintervallet. Anvénd Matlabs inbyggda funktion std for berikning
av standardavvikelse. Anropet std(x) ger standardavvikelsen for
talfoljden i vektorn x

5. I miniprojektet kommer vi att behdva generera slumptal fran exponenti-
alfordelningen

Tia0) = apge T, 7>0
f(75a0) ;

= 0,7<0



med hjalp av algoritmen ”inverse transform sampling”. Malet dr att hirleda
en formel for hur exponentialfordelade slumptal 7 kan beriknas givet lik-
formigt fordelade slumptal w.

Sla upp algoritmen i kompendiet. Genomfor sedan stegen i algoritmen
enligt nedan, sa att du far fram den sokta formeln for 7.

(a) Beriikna den kumulativa férdelningsfunktionen (CDF),

for exponentialfordelningen.

(b) For ett givet tal w € [0, 1] hitta 7 sa att F(7) = u. Med andra ord:
hitta inversen till F, det vill siga 7 = F~!(u).

Intensiv

6. Den Monte Carlo-metod for integrering som du anvinde i uppgift 2 ovan
byggde pa likformigt fordelade slumptal. Foresla nu ett sétt att approxi-

mera integralen
a 5 —s?
1= x e 2 dz
—a

med Monte Carlo genom att anvinda slumptal fran en annan férdelning.
Skriv ner formel/algoritm. Du kan anta att du har tillgang till slumptal
fran olika fordelningar.

7. En vanlig strategi i berdkningsproblem som involverar en diskretisering,
t ex numerisk integration och l6sning av ordinéra differentialekvationer dr
att adaptivt placera ut berdkningspunkerna dér de behovs bést. Analogin
till detta for Monte Carlo-integrering kallas importance sampling dar man
forsoker styra hur man samplar sina slumptal sa fler hamnar i omraden dér
integranden har ett stort vérde. I stéllet for att berdkna Iy = fQ g(z)dz
genom att sampla z fran en uniform férdelning, viiljer vi en funktion p(z)

och beréiknar Iy = [, igigp(x)dx

(a) Hur anviinder du Monte Carlo for att uppskatta virdet av I5?

(b) Som vi har sagt dr I; medelvirdet av g(X) om X &r en likformigt
fordelad slumpvariabel. Variansen i Monte Carlo-uppskattningen av
integralen I; &r proportionell mot o = [, (g(z) — E[g(X)])*da.
Forsok resonera kring hur p(z) ska viljas f6r att variansen i en upp-
skattning av Is ska vara mindre &n den for I;.

(¢) Vilka praktiska begrinsningar har vi i valet av p(z)?



