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1 Inledning

Under den senaste tioarsperioden har artificella neuronnit, eller bara neuronnit,
blivit mycket populidra modeller och de har anvénts inom de mest skilda omraden.
Oftast framstalls de som konstgjorda hjirnor som “lar sig sjdlva” av sina “egna
misstag” och dven om den ursprungliga idén var att hirma informationsbehandlin-
gen i hjdrnan, sa #r kopplingarna till biologiska neuronnit i de flesta fall obefintlig.
Istallet beskrivs och analyseras modellerna i regel bittre med de metoder som
beskrivs i kursboken, [4].

Vi kommer att beskriva neuronnéten som en speciell typ av modellstruktur men
mycket har publicerats inom detta omrade av forskare som inte ser pd dem pa
det sdttet. Inom neuronnitsbranchen hittar man dessutom folk med bakgrund
fran helt skilda forskningsomraden. Detta har medfort att manga gamla resultat
“upptackts” pa nytt och att méanga begrepp har fitt nya namn. Lyckas man
Oversatta termerna {ill det sprak man ar van att hora si blir det inte sa mycket
nytt att lara sig. Framférallt blir det mycket lattare att forsta vad som egentligen
Menas.

Begreppsforvirringen kan ibland bli total och med termen “neuronnit” kan refe-
rerag till ndstan vad som helst. Till exempel finns det de som pa nytt underscker
de linjdra konfektionsmodellerna som presenteras i kursboken och ser dem som
neuronnit, Det géller alltsd att kritiskt granska “nya” idéer och forscka forsta
dem med hjilp av begrepp och terminologi fran statistik och modellbygge.

Vi ska hér pa ett par sidor ge en kort forklaring av vad neuronnit ir for nigot och
beskriva hur de kan anvindas for att modellera dynamiska system. Dir ¢ annat
anges ar hanvisningarna till kursboken.




2 Problembeskrivning

Antag att vi har data

2N = {ly@®), p&); t=1,... N} (1)
genererade av en okéind funktion f(*)
y(t) = f(e(t)) +e(t) (2)

déir e(t) Ar vitt brus. Vi ska snart g& in pd vad @(¢) ar for vektor, nu ricker det
dock att konstatera att den dr kdnd vid tiden ¢. Malet blir nu att utifrdn data
finna en modell som approximerar f(-) sd bra som mdjligt.

Inom denna allménna problembeskrivning ryms ménga problem fran flera olika om-
raden. Det kan t.ex. handla om klassificering, modellering av dynamiska system
eller detektering. Hér intresserar vi oss speciellt for dynamiska system men det
kan vara virt att veta att den underliggande problembeskrivningen ér den samma
for alla problem dar en funktion ska anpassas till data.

Som ett férsta steg i modelleringen ska en modellstruktur viljas ut. De linjira
konfektionsmodellerna i kursboken &r exempel pd olika modellstrukturer och vi
ska snart presentera mer allméinna, olinjira, modellstrukturer baserade p& bland
annat neuronnit. Med valet av modellstruktur bestdmmer vi oss inom vilken klass
av funktioner som vi ska soka efter en approximation till f(-). Var modell kan nu
uttryckas

§(t10) = g(0, 9(1)) (3)

déir § #ir modellens parametrar och de ska nu skattas s& att g(f,-) “liknar” f(-)
s& bra som mojligt. Mark att vi inte har sagt nigonting om utseendet pé g(-, -).
Beskrivningen passar in pd alla tinkbara modeller, detta inkluderar inte bara de
linjira modellerna i kursboken utan dven neuronnét som vi strax ska se. Vill vi
ha en adaptiv modell s& far vi lata § bero pa tiden.

Att hitta det § som ger den biista approximationen &r ett statistiskt skattningspro-
blem, snarare in ett inlirningsproblem som det ofta kallas i neuronnétslitteraturen.
Som matt pd approximationens godhet villjs oftast kvadratfelet vilket beskrivs i
avsnitt 9.3.

V(@) = %geﬂ(t,m (4)
e(1,0) = (t) — 9(tl0)

Att minimera Vy(f), givet data Z%, dr ett minimeringsproblem, &ven om det i
neuronnitskretsar oftast kallas fér ett inlarningsproblem. Den vanligaste minimer-
ingsalgoritmen inom neuronniitsomradet gir under namnet dackpropagalion-error
algorithin och dverensstimmer med brantastelutnings-, eller som det ocksé kallas,
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gradientmetoden, Det dr ett vanligt missforstdnd att backpropagation-error al-
goritmen skulle vara nagot speciellt for neuronnét. Vad man gor ar i princip att
beriikna derivatan av Vy med avseende pd € och sedan ta ett litet steg i dess
negativa riktning vilket man kan gira med vilken deriverbar modell som helst. Of-
tast far man dock en betydligt effektivare minimering om man anvinder en andra
ordningens metod da dven andraderivatan anvinds, se avsnitt 9.3 i kursboken.

3 Linjara modeller och linjar regression

I kursboken presenteras flera linjiira konfektionsmodeller (avsnitt 9.2) och tack
vare linjériteten si foljer manga trevliga egenskaper. Av dessa modeller dr det bara
ARX som dessutom &r linjir i parametrarna vilket betyder att den kan uttryckas
som linjdr regression

7(t10) = 90, (1)) = 0" (%) (5)
dar
. bioiby,)

() = [yt~ 1) ... — gyt —ng) ult —m)...ult —mp —np + 17 (6)

g &r parametervektorn och o(t) ir regressionsvektorn. Elementen i ¢(t) kallas for
regressorer.

6=l az...0n

Om en modell kan skrivas som linjér regression sa kan parameterskattningen som
minimerar Vy beriaknas analytiskt vilket dr en stor fordel. I annat fall maste itera-
tiva metoder utnyttjas vilket blir betydligt mer berdkningskrivande och dessutom
kan man fi problem med lokala minima. Se avsnitt 9.3.

Det ar alltsa bra om modellen &r en linjar regression, vilket inte inskrinker den
till att vara en linjar modell. Vi kan mycket val ha olinjéra regressorer, som i
exemplet 1 avsnitt 10.6.

Enligt Weierstrass kan varje kontinuerlig funktion approximeras godtyckligt bra
med ett polynom av tillrickligt hégt gradtal och detta kan vi nu uttnyttja i flera
dimensioner. Vi illustrerar detta med ett exempel.

Exempel 3.1 Polynomutveckling
Antag att det underliggande systemet kan uttryckas pa féljande sitt

y(t) = fly(t — 1), u(t — 1)) +e(t) (7)

dér f dr en okéind olinjar funktion i tva variabler. En modellstruktur far vi genom
att ansitta ett polynom i y(f — 1) och u(t — 1)*.

! Polynomapproximationen till ett dynamiskt system kallas for Volterraserien for systemet och
#r den begreppsmiissigt ldttaste metoden att generalisera teorin fran linjira till olinjéra system.
Se t.ex. {1].



906, [y u]) = Oy + Bou + O3y + 050® + Osyu + O6y® + 020 + Oyu + Ogyu® + ... (8)

dér vi l1atit bli att skriva ut tidsindex for att f& en kompaktare notation. Nir
modellen uppnatt tillrackligt bra approximationsformaga avbryts polynomutveck-
lingen sd att polynomet far Andligt gradtal. Denna modell kan nu skrivas som
linjar regression med regressorn

o(t) =y v y® v* yu y® @® yru g )T (9)

Regressorn dr latt att berdkna fran givna data och eftersom vi har linjar regression
sa beriknas parameterskattningen pa samma sétt som fér ARX modellen. O

Fran exemplet &r det uppenbart att olinjira konfektionsmodeller inte dr négot
nytt och polynomutveckling dr bara en av manga olika mojligheter att representera
en allmin funktion, i kurserna i transformteori och funktionalanalys presenteras
ytterligare nagra exempel.

I néista avsnitt ska vi diskutera de svarigheter som tillkommer da man gir Gver
fran linjdra- till olinjira konfektionsmodeller. Dérefter presenterar vi en neu-
ronnatsmodell och ser hur den kan anvéindas for att modellera ett dynamiskt
system.

4 Svarigheter med olinjara modeller

Vi ska har inte utreda alla de svarigheter som tillkommer for olinjira konfektions-
modeller, utan bara ge en ytlig bild av problemen.

4.1 Frekvenstolkning

Den for linjdra modeller s fruktsamma frekvenstolkningen forsvinner. For ett
linjéirt system s& kan varje frekvens behandlas fér sig {det 41 precis det som visas i
ett Bodediagram). Detta géller inte lingre for ett olinjért system utan frekvenserna
blandas. Om insignalen till ett olinjért system &r en ren sinussignal s kommer
utsignalen att i allménhet bli en blandning av flera frekvenser.

Linjériteten innebir 1 princip att insignalen méste innehalla de frekvenser som vi
vill identifiera vid, se ekv (9.48) i kursboken. Vi kan alltsé titta pa frekvensinne-
hallet pa insignalen {6r att avgora om den &r bra for identifiering av ett dynamiskt
system. For ett olinjirt system récker det inte med att titta pa frekvensinne-
héllet utan vi maste dven titta pd @ i ekv. (3) och den delméngd D ¢ IR®, dér
n = dimep, som innesluter alla ¢(t) 1 identifieringsdata. Eftersom vi inte har nigon
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information om f(-) utanfor D kan vi inte heller lita p& modellen dér. En fornuttig
tumregel #r: Samla in dota under omstindigheter som liknar de forhillanden som
modellen senara ska arbeta under. 1 sa fall giller ¢ € D &ven under anvindandet
av modellen och det finns en mdjlighet att modellen beskriver systemet,

4,2 Flexibilitet

Modellfelet kan delas upp i ett varians- och ett biasbidrag, se avsnitt 9.4. Om det
existerar ett “sant” parametervirde 0,

f() = 9(0,") (10)

s& ligger den okdnda funktionen i modellklassen. 1 detta fall si kommer hela det
shutliga modellfelet bestd av endast variansfel som beror pad brus i méitningarna. 1
de flesta fall existerar inget 8 som uppfyller (10) och ett biasfel tillkommer, vilket
beror p4 modellens oférméaga att approximera den okéinda funktionen.

Genom att gora modellen flexiblare, dvs genom att inféra fler frihetsgrader (=para-
metrar) s minskar vi biasfelet. I exempel 3.1 motsvarar det att ta med flera
termer i polynomutvecklingen. Samtidigt med flexibiliteten Skar ocksd varians-
felet och darfor bér modeller vara sparsamma med parametrar. Jamfor diskus-
sionen om “Att vilja modellstruktur” i avsnitt 10.4. For ménga parametrar ger
&veranpassning till data, vilket betyder att man har anpassat g(0, ) inte bara till
den “nyttiga” informationen utan ocksa till bruset i métningarna.

Det #r en huvudfriga att avgora lamplig grad av flexibilitet f6r att f& en s bra
avvigning mellan bias- och variansfelet som méjligt och det finns ménga idéer pa
hur det ska goras. Fér linjara modeller presenteras i kursboken ett antal kriterier
for att gora denna avvigning och de kan till viss utstrickning dven anvéndas for
olinjira modeller. Man kan ocksi starta med ménga parametrar och sedan endast
skatta de som visar sig vara viktiga. Resterande parametrar som inte skattats kan
sedan ses som konstanter och de bidrar inte till variansfelet. Hur detta gors, och
speciellt med neuronmodeller, beskrivs i {5].

5 Neuronnat som modellstruktur

Det finns méanga olika typer av neuronnét och vi ska hér presentera den populéraste
varianten som kallas “feed-forward”-nét. Allmén information om olika typer av
neuronniit kan hittas i ndgon introduktionsbok i omradet, till exempel {2, 3, 6}.
Ingen av dessa skriver dock med det sprak vi &r vana vid frén den har kursen.

T figur (1) visas ett neuralt niitverk bestiende av enheter (eller neuroner) indelade i
tre lager, ett inlager, ett dolt lager och ett utlager. Nétverket &r av “feed-forward”-
typ vilket betyder att enheterna i ett tidigare lager paverkar nésta lager, men inte
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Figur 1: natverk av “feed-forward”-typ med ett dolt lager.

tvirt om. Det dolda lagret kan vara godtyckligt brett, dvs antalet dolda enheter
ar en designvariabel som maste bestdmmas av anviandaren. Man kan &ven ha flera
dolda lager mellan inlagret och utlagret. Hir kommer vi endast ha en utsignal,
dvs utlagret bestir av endast en enhet, men en generalisering till flera utsignaler
ar rattfram.

Vid en given insignal ¢ (=viirden pd enheterna i inlagret) berfiknas utsignalen § pa
foljande sitt: I varje enhet i det dolda lagret gors en viktad summation. Darefter
passerar denna summa en olinjéritet av méttnadstyp, ofta kallad sigmoid-funktion,

_ 1
T l4e=

o(z) (11)
dar z ar den viktade summan vid ingdngen till neuronen. P& si sétt &r utsignalen
fran varje dold enhet begriinsad mellan 0 och 1. I utlagret, eller utenheten om
den bara bestér av en enhet, gors en viktad summation av resultatet fran de dolda
enheterna. Vikterna i de olika summationerna utgér modellens parametrar.

Det beskrivna niitverket ar en funktion g : IR® — IR. Vi kan uttrycka detta som
1) e
g, 0) = Y cio(Af ¢+ aj) + co (12)
i=1

diir ny, ar antalet dolda enheter. Aj;, &r en kolumnvektor och a; &r en skaliar. De
utgdr parametrarna till den dolda enheten j. Vidare dr ¢; parametern mellan den
dolda enheten j och utenheten. Vektorn ¢ innehéller virdet pd insignalen till
inlagret. Alla vara parametrar, A, @ och ¢, kan vi nu ldgga i parametervektorn 0.

Man kan visa att (12) kan approximera en godtycklig kontinuerlig funktion godty-
ckligt bra bara ny, vilj tillrickligt stort. Detta ska jamforas med Weierstrass sats
for polynom.

Nu ska vi generalisera de linjara konfektionsmodellerna ARX och OFE till olinjara
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modeller. De linjira modellerna kan uttryckas som
§(t) = 0%p(t) (13)
dar § bestar av modellens parametrar och

oty =yt —1) —y(t-2) ...

—y{t — na) w(t — ng) .. u(t — np — )] (14)
i ARX fallet, och
o(t) =[-9(t - 1) -9t -2)
—ij{t — ng) w(t —ng) .. u(t — np — ng)) (15)

i OF fallet.

Dessa tva val av regressionsvektor kan vi nu ocksd gora med (12) som olinjér
modellstruktur. Dessa kallar vi NARX och NOE, dir N star for “Non-linear”.
Precis sont i det linjéra fallet har NARX viss mdjlighet att modellera bruset medan
NOE endast modellerar systemet. I det linjéra fallet ar det tre designparametrar
att bestimma, [n, ny ng), och nu har det blivit en till, n,, antalet neuroner i det
dolda lagret.

I ett exempel ska vi nu visa hur NARX kan anviindas for att modellera ett olinjart
system.

Exempel 5.1 FEn hydraunlisk kran

Vi studerar samma hydrauliska kran som i exempel 10.2 i kursboken. For att
beskriva resonansen tillfredsstillande med en linjar modell var man fvungen att
filtrera data vid den intressanta frekvensen. Som vi ska se sd har vi mer frihet med
en olinjiar model.

I figur 2 a) ser vi insignal respektive utsignal som motsvarar ventiléppningen ill
den hydraliska cylindern och trycket i densamma.

Forst tar vi en titt pd signalernas spektrum i figur 2 b). Vi ser att utsignalen ar
starkt exicterad inom ett frekvensomrade dér det i princip saknas insignalenergt.
Det svarar mot resonansen i systemet och som det visas i kursboken kan den
endast modelleras med en linjar modell om vi {6rst bandpassfiltrerar data kring den
frekvensen. Det innebiir att modellen bara blir giltig inom ett smalt frekvensband,
Med en olinjar modell kommer vi att klara av att beskriva resonansen utan att
filtrera vara data och vi far darfor en mer “global” model.

Lat oss prova en linjar ARX-modell utan att bandpassfiltrera data. Bésta resultat
ger en en andra ordningens model, n, = 2, ny = 2, nx = 1. Sedan testar vi
motsvarande NARX modell med dtta dolda enheter (neuroner), n, = 2, ny =
2, np = 1, ny, = 8. I figur 3 ser vi simulerade signaler pa valideringsdata jaimfort
med den uppmétta signalen. Uppenbart har vi lyckats modellera viktig olinjar
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Figur 2: a} Insignal och utsignal till kranen. b) Spektrum av signalerna.
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Figur 3: Heldragen linje: simulerad signal med ARX respektive NARX. Streckad
linje: uppmitt utsignal.




