TENTAMEN i kursen
Empirisk modellering

Tid: Onsdag 24 oktober kl 14-19, 2012, Plats: Polacksbacken

Ansvarig larare: Bengt Carlsson 070-6274590, 018-4713119
Bengt kommer och besvarar ev. fragor ca kl 16.30.

Tillatna hjdlpmedel (som far innehalla normala inlédsningsanteckningar
men inte lésningar till rikneuppgifter):

e Kursboken Modellbygge och Simulering.
e Texten “Linear regression” av Bengt Carlsson
e Minirdknare och matematisk formelsamling.

Gamla tentor och 6vningsmaterial &r INTE tillatna hjélpmedel.

Du far referera till resultat fran litteraturen ovan. Om komplicerade ko-
variansuttryck behéver anvindas ges dessa som ledning.

Preliminir godkindgrins: G: > 18p. Maxpoing 35p. (Godkénd leder
till hojning av betyget med en betygsenhet givet att projektet &r godként.)

Losningarna ska vara tydliga. Skriv kod pa varje ark. Notera forséttsbladet
som &r bifogat tentan.

LYCKA TILL

Bengt Carlsson



la) Ange tva orsaker som kan gora att parametrarna i en modell inte kan
skattas entydigt.(2p)

b) Varfor kriavs i allmédnhet mera raknearbete (i datorn) for att skatta
parametrarna i en ARMAX-modell jamfort med en ARX-modell dven da li-
ka manga parametrar skattas? (2p)

c) Ange en "bra” insignal om man vill skatta ett systems statiska forstéarkning.
(2p)

d) Ange tva skl till att det kan vara intressant att dven skatta ett systems

bodediagram med spektralanalys nér man skattar parametriska modeller (typ
ARX, ARMAX). (2p)

e) Effektutvecklingen P i ett motstand med resistansen R kan skrivas
P(t) = Ri*(t)

dér ¢ &r stromstyrkan. Ta fram en lamplig regressionsmodell for att kunna
skatta R fran métningar av P och 7. (2p)

(Kommentar: P ger ocksa ledningsforlusten i en ledning med resistan-
sen R. Ledningsforlusten minskar med ckad spdnning eftersom det da kravs
mindre strom for att overfora samma effekt. Det 4r en anledning att man
anvinder hoga spanningar i kraftnéten!)

2p) Ett system &r givet av
y(t) = aou(t) +e(t) t=1,2,..N

dir Ee(t) = m # 0. For insignalen u géller att SN | u(t) # 0.

a) Parametern a skattas med minstakvadratmetoden givet prediktorn
y(t) = au(t) och N st métningar av y och u. Visa att minstakvadratskatt-
ningen a ej ar en vantevirdesriktig skattning av a, (dvs biasfel). (4p)

b) Ta fram en modifierad modellstruktur som ger en véntevirdesriktig
minstakvadratskattning av a,.

(2p)



3) Bestam for vilket system foljande prediktor &r optimal
§(t) = (M(q) — De(t) + (1 — P(q))y(t)

diir e(t) = y(t) —g(t), M(q) = 1+miqg 4+ ...+ Mpmg ™™™, P(q) = 1+p1g~t +
eee + Dupq~ ™ (beteckningar for polynomen &r inte de som normalt anvinds).
Vad kallas systemet (processen)? (4p)

4) Ett system ar givet av
y(t) = Kou(t) + e(t)

dér e(t) ar vitt brus med medelvérde noll och varians o.. Insignalen u(t) &r
vitt brus med medelvirde noll och varians o,,. Insignalen kunde tyvarr inte
métas exakt utan den signal som kunde métas var

um () = u(t) + v(t)

dar v(t) &r vitt brus med medelviirde noll och varians o,. Alla brusen &r
okorrelerade med varandra. Foljande prediktor anvéndes:

9(t) = Kum(t)

Betrakta minstakvadratskattningen av K for fallet att antal data gar mot
oandligheten. Visa att det blir ett biasfel och bestdm storleken av detta. (5p)

Ledning: Féljande matlabexempel kan kanske vara till viss hjélp:

>> N=10000;

>> v=randn(N,1); %Vitt mdtbrus pd insignalen
>> u=randn(N,1); %Insignal (om&tbar!)

>> um=ut+v; YBruspaverkad mdtsignal

>> e=randn(N,1); J%Utsignalens matbrus

>> WololotoToTooto oo TooTo oo To oo to o oo

>> th0=10; y=thO*u+e; %Datagenerering

>> WolototoToootosJo oo Too o

>> th=(1/(um’*um))*um’*y %LS skattning givet mdtningar av u och um
th = 4.9912

>> WololotooToloto oo

>> WHY=1/(1+var(v) /var(u))

WHY =0.5013



5) Betrakta en (stabil) AR(2) process:
y(t) + ary(t —1) + azy(t — 2) = e(t)

diir e(t) dr vitt brus med varians Fe(t)? = ). Parametrarna skattades med
minstakvatratmetoden. Antalet méitdata N ar stort (dvs asymptotiska vari-
ansberdkningar kan anvindas).

Visa att variansen for a; och ay endast beror av antalet data N och polradien

r = \/a. (5)

Ledning: Foljande uttryck for kovariansfunktionen for y(t) kan vara anvéindbara:

B A1+ ag)
BO) = rar-—a@i -
Ry(l) = - A

(1 +a2)* = a?)(1 — ay)

6) Ett system beskrivs av
y(t) = 0.8u(t — 1) + 0.4u(t — 2) + e(t)
dér e(t) &r vitt brus med varians A. Insignalen (métbar) ges av
u(t) =w(t) +w(t—1)

dar w(t) ar vitt brus med varians 0.5.
Parametrarna i féljande prediktionsmodell skattades med minstakvadrat-
metoden
g(t) = bu(t — k)

Bestam vad skattningen av b konvergerar mot da antalet méatdata gar
mot oéndligheten. Undersok fallen k =1, k =2, k = 3, och k > 3. (5p)



Losningar
1)

a) Dalig excitation av insignalen eller ”felaktig parametrisering” se dven
LB sid 301

b) Skattning av ARMAX modellen kréver iterativ sokning efter minimum
pa forlustfunktionen (till skillnad fran ARX som kan losas analytiskt).

c¢) En signal med konstant amplitud (signalen bor domineras av laga fre-
kvenser.)

d) For att fa en kénsla for modellordningen och som ett (av flera) hjalpmedel
att validera modeller.

2)
0 = [; p(t)e" ()] ; e(t)y(t)) = [; w?(t)] ™ ; u(t)y(t))
e +e)) S ul)e
oL ud(t) D DARRIEI()
Alltsa ar - ®
A i ult
Ef=a,+ MW (1>

och vi far ett biasfel eftersom det antogs i uppgiften att SN, u(t) # 0.

3) Enkla rikningar ger

o P(q)
y(t) = (1 - W)y(t)

vilket &r den optimala prediktorn for en ARMA process (se sid 283-284 i LB)



4) Allmént géller:
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Da N — oo fas R B
0o = (R) " E{p(t)y(t)}
dir R = E{p(t)p"(t)}.

[ uppg ar @(t) = u,,(t) vilket ger
: E{un()y(t); _ E{um(®)[Kou(t) + e} E{lu(t) + v(@®)][Kou(t) + e(t)]}
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OO'U + oy
Vi far alltsa foljande biasfel

B{K,— K.} =K,

Oy +au

Om o, = 0, dvs vi kan méta insignalen exakt blir biasfelet (inte ovéantat) noll.
Problemet dér inte o —vektorn kan matas exakt kallas ”errors in variables ” se

en.wikipedia.org/wiki/Errors-in-variables_models
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Med p(t) = (—y(t —1) —y(t —2))T erhalls
R=E00) = | ) 0|
Alltsa

~ A Ru(o) _ 1 2\ __ 1 4
var(a;) = var(ag) = I R20) - 20 N(l —a3) = N(l —r%)

(den nést sista liketen foljer efter insdttning av uttrycken for kovariansfunk-
tionen och forenklingar).



6) Fran 1osningen till uppg 4:
O = (R) " E{p(t)y(t)}
dir R = E{p(t)T(t)}. Vi behover rikna ut R, (k), k = 0 ger:
R,(0) = E{(w(t— k) —w(t—k—1))’} =05+05=1

Analogt fas R, (1) = 0.5 samt R, (k) =0, k > 1.

Vi kan nu rikna ut R = E{o(t)¢T (t)} = R,(0) = 1 samt
E{o(t)y(t)} = E{u(t—k)[0.8u(t—1)+0.4u(t—2)+e(t)]} = 0.8R,(k—1)+0.4R,(k—2)
For k=1 fas boo = 0.8+ 0.4 x 0.5 = 1,
k=2 ger boo = 0.8,

k =3 ger b = 0.2 samt
k>3 ger boo =0



