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Sammanfattning

Detta material ger en introduktion till tidsdiskreta system och stokas-
tiska processer

1 Tidskontinuerliga system

Vi borjar med en kort repetition fran reglerteknikkursen nér det géller tidskon-
tinuerliga system. Vi utgar fran den allménna linjéra (tidsinvarianta) differenti-
alekvationen

dhy(t) , A" y(t)
din T ggn=1

d™u(t) by d™tu(t)

+ ... Fany(t) =bo T T

44 bpu(t) (1)

dér m < n Om systemet ar i vila vid ¢ = 0 (y och u och alla deras derivator har
begynnelsevirdet 0) blir Laplacetransformen av ()

(8" 4+ as" P4 o a,)Y(s) = (bs™ +bis™ T 4 L+ 0,)U(s) (2

dér Y(s) och U(s) ar Laplacetransformerna av signalerna y(t) och u(t). Syste-

mets Gverforingsfunktion G(s) fas genom att bilda kvoten mellan Y'(s) och U(s)

som

Y(s) bgs™+bis™ 4+ ..+ by,
- n n—1 (3)

U(s) s"+asmt 4 oL+ ay,

Fran transformteorin vi att en multiplikation i Laplacedoménen representerar
en faltning i tidsdoméanen. For sambandet

G(s) =

Y(s) = G(s)U(s) (4)

fas



dir g(t) = L7(G(s)) kallas viktfunktion eller impulssvaret. Notera att om insig-
nalen ar en Diracpuls u(t) = d(t), fas

u(t) = / g(1)8(t — )dr = (1) (6)

Systemets poler definieras som nollstéllena till 6verforingsfunktionens nam-
narpolynom, det vill sdga rotterna till

S"+as" '+ . 4+a,=0

som ocksa kallas den karakteristiska ekvationen. Vi har foljande viktiga stabili-
tetsresultat:

Ett system dr insignal-utsignalstabilt och asymptotiskt stabilt om
alla poler har strikt negativ realdel.

Ett par viktiga rdkneregler:
o Slutvdrdesteoremet. For en signal y(t) giller att
)= iy ¥
om gransvirdet y(oo) existerar, vilket géller da y(t) konvergerar mot ett
konstant vérde.

e Fordrojningssatsen. Antag att vi har ett system med en ren tidsfordrojning,
y(t) = u(t—T,), det vill siga T, ar den tid som systemet fordrdjer inverkan
av insignalen. Da giller att

Y (s) = e *aU(s)

alltsa dr Laplacetransformen for en ren tidsfordrojning Ty lika med e=*T¢.

Om insignalen till ett linjart system G(s) dr en sinussignal u(t) = Asinwt,
sa blir dven systemets utsignal (efter lang tid) en sinussignal enligt

y(t) = A|G(iw)| sin(wt + arg(G(iw))) (7)

det vill sdga utsignalens amplitud ar forstarkt med en faktor |G (iw)| och utsig-
nalen ar fasforskjuten arg(G(iw)) radianer i férhallande till insignalen. Eftersom
funktionen G(iw) for en given frekvens w bestdmmer utsignalens beteende, kal-
las denna funktion for frekvensfunktion. Ett vanligt sitt att grafiskt presentera
frekvensfunktionen G(iw) &r i ett sa kallat Bodediagram. I ett Bodediagram
plottas beloppskurvan |G(iw)| (eller snarare 10-logaritmen av beloppskurvan)
och argumentet arg(G(iw)) mot logaritmen av vinkelfrekvensen
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2 Tidsdiskreta system

Med ett tidsdiskret system menar vi ett system dar utsignalen vid en viss tid-
punkt beror av nuvarande och &dldre virden pa insignal och storning fran vissa
diskreta tidpunkter. Lite mer formellt kan man séga att en tidsdiskret signal
ar en upprakningsbar sekvens. Ett tidsdiskret system ar ett system som verkar
pa en tidsdiskret insignal och producerar en tidsdiskret utsignal. Ofta anvinds
tidsdiskreta modeller (differensekvationer) som approximationer av tidskontinu-
erliga system (jamfor t ex Eulers metod inom numerisk analys). Notera att for
att kunna simulera en modell av ett dynamiskt system i en dator maste model-
len ekvationer l6sas i tidsdiskreta tidpunkter.

Om man vill skatta en modell direkt fran uppméitta (samplade) data sa
att man har tillgang till data i diskret tid med vissa tidsintervall mellan mat-
ningarna. Det dr darfér naturligt att da anvinda en tidsdiskret modell. Of-
tast utfors samplingen med jamn hastighet, dvs (vinkel) samplingsfrekvensen
ws |rad/s| dr konstant (samplingsfrekvensen f; [Hz|). Samplingstiden ges av
Ts=1/fs =21 /ws.

2.1 Overforingsfunktionen for tidsdiskreta system

Ett allmént kausalt tidsdiskret LTI (linjért tidsinvariant) system kan skrivas
som

y(k) =Y h(n)u(k —n); k=0,1,2.. (8)

Sekvensen h(n), n =0,1,2,,, anger hur olika véirden pa insignalen viktas for att
generera utsignalen. Vanliga namn pa h(n) ar impulssvar, pulssvar och vikts-
funktion.

Att systemet dr kausalt betyder att utsignalen inte beror av framtida vér-
den pa insignalen, dvs y(k) beror inte pa u(s) ddr s > k. I framstéllningen har
tidsintervallet mellan viardena normerats till en tidsenhet.

OBS, I ldroboken Modellbygge och simulering anviinds ¢ (dven) for att be-
teckna tidsdiskreta sekvenser, dvs man skriver y(¢) diar ¢t =0, 1, 2...

Systembeskrivningen (8) &r ofta anvindbar i teoretiska hérledningar. Ett
mera naturligt sdtt att beskriva ett linjart samband mellan insignal- och utsig-
nalsekvens i diskret tid dr att ange en differensekvation.

y(k)+ay(k—1)+. . . +ay(k—n) = bou(k)+bu(k—1)+ .. .+bu(k—n) (9)
eller om man skiftar bada leden n tidssteg framat

y(k+n)+ay(k+n—1)+. . .4+ay(k) = bou(k+n)+bju(k+n—1)+ . . .+byu(k)

3



Om vi som tidigare forutsitter att systemet ar i vila och z-transformerar far
vi uttrycket

(2" + a2 . an)Y(2) = (b2 b 2"+ L b)) U(2)

och overforingsfunktionen H(z) kan bildas som kvoten mellan Y (2) och U(z)
enligt

Y(z) bz +biz" 4+ 4Dy
U(z)  z2n+az" " +.. . +a,

H(z) = (10)

och det giller att

Cbo" b2+ L+,

V() = HEU() = = s

U(z) (11)

Notera likheten med Gverforingsfunktioner for kontinuerliga system (G(s)).
Det ar dock betydligt enklare att beskriva ett system med tidsfordrojning. Antag

att vi har en tidsférdrojning i systemet pa p steg. Det dr da bara att sétt
bo =by = ...b, =01 (Q) alternativt h(0) = h(1) = ...h(p) =01 (8).

2.2 Anvindning av forskjutningsoperatorn

En alternativ representation av tidsdiskret system kan fas med hjilp av for-
skjutningsoperatorn (kallas ocksa skiftoperatorn) ¢ som for en allmén tidsdiskret
signal z(k) definieras av

qo(k) = 2k + 1)
och mera allméant

q"z(k) = x(k +n)
Bakatskiftoperatorn definieras analogt

¢ (k) =2k —1)
Med hjalp av g-operatorn kan (9) skrivas

(1+aiqg 4. ..+ ag™)ylk) = (bo+bigt + ...+ byug ™)u(k)

Vi kan nu definiera overféringsoperatorn

I T e S o Y/ R V7 o T L N S

H(q) = 12
(a) l4+aig'+.. . +a,q™ "+ at+ .. +a, (12)

Overforingsoperatorn kallas ofta lite slarvigt for overforingsfunktionen. I rik-
ningar fyller g-formalismen samma funktion som z-transformen och det ar sna-
rare en smaksak vilket representation som anvinds. En liten fordel med g-
operatorn dr att insignal-utsignal sambandet ges i tidsplanet dvs

y(k) = H(q)u(k)

I kursen Empirisk modellering kommer vi i princip bara att anvinda g-formalismen
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2.3 Ett exempel

Antag fojande sambandet mellan y och «
y(k) = y(k = 1) +u(k —2)
vilket om vi skiftar ekvationen tva tidssteg framat kan skrivas som
ylk+2) —ylk+1) =u(k)
Med hjalp av g-operatorn fas
(@* — @)y(k) = u(k) (13)

Vi kan darmed skriva sambandet med 6verforingsfunktion (6verféringsoperatorn)
enligt

u(k) (14)

2.4 Statisk forstarkning

Analogt med det tidskontinuerliga fallet antar vi att insignalen dr en konstant
sekvens med vérdet uy och utsignalen svénger in mot en konstant niva y(oco) =
tlim y(k). Den statiska forstarkningen definieras

— 00

5= Y(eo)

U

(15)

Genom att utnyttja egenskaper for Z-transformen (detaljer utlimnas) fas

Uz

y(oo) = lim y(k) = lim (= = )Y (2) = lim (= — 1) H(2) = H)uy (16)

k—o0 z—1 z — 1

och den statiska forstdarkningen for detta system blir darfor

K=Y _ gy (17)

Tolkningen av begreppet statisk forstirkning &r densamma som i kontinuerlig
tid, det vill siga hur mycket en konstant insignal forstarks av systemet da alla
transienter avklingat.

2.5 Poler och stabilitet for tidsdiskreta LTI-system

Systemets poler definieras analogt med det tidskontinuerliga fallet som nollstal-
lena till 6verféringsfunktionens ndmnarpolynom, det vill sdga rotterna till

" +ad" + . +a,=0

5



Vi skall nu ge tva stabilitetsvillkor for tidsdiskreta LTI-system:

e Ett system ar insignal-utsignalstabilt om alla systemets po-
ler (rotter till den karakteristiska ekvationen) A; ligger strikt
innanfor enhetscirkeln i det komplexa talplanet (det vill sdga
att alla poler har belopp mindre &n 1).

e BEtt system &r insignal-utsignalstabilt om viktfunktionen
h(k) uppfyller

Y h(n)] < oo (18)

2.6 Ett exempel pad samband mellan pollige och respons i
tidsplanet

Betrakta ett forsta ordningens tidsdiskret system som beskrivs av differens-
ekvationen

y(k+1) = yy(k) + (1 = y)u(k) (19)

vilket med hjalp av overforingsfunktion kan skrivas som

och systemet har alltsa en pol i ¢ = ~.

Om vi vill anvéinda ett enhetssteg som insignal sa géller att u(k) =1, k > 0,
och differensekvationen (I9)) reduceras till

y(k+1) =yk)+(1-7), k=0 (20)

Om vi vidare antar att y(0) = 0 kan via rekursion stegsvaret skrivas som

k-1

y(k) = (1 =7 7" (21)

=0

3

och systemet ar alltsa stabilt om Zﬁ;(l) ~v™ konvergerar mot nagot dndligt varde
da k — oo, vilket géller om |y| < 1. Det virde summan konvergerar mot ar da
ﬁ. Hér har vi alltsa for detta exempel verifierat stabilitetsdefinitionen.

Stegsvaret for systemet for nagra olika virden pa -+ visas i figur [l Man ser
att stegsvaret ar snabbare ju ndrmare origo polen ligger.
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Figur 1: Stegsvar for det tidsdiskreta systemet ﬁ for nagra varden pa vy

3 TillstAndsbeskrivning

Tillstandsbeskrivningar for tidsdiskreta LTI-system foljer samma principer som
for kontinuerliga system, med den skillnaden att man hér skriver om en hogre
ordningens differensekvation som ett system av forsta ordningens differensekva-
tioner. En tidsdiskret tillstandsbeskrivning har darfér formen

x(k+1) = Fa(k) + Gu(k)
(22)
y(k) = Hax(k)

Polerna ges av egenvirdena till matrisen F. Overféringsfunktionen ges av

H(q) = Ha(ql — F)7'G

4 Frekvensbeskrivning

Vi ska nu studera vad som hénder med utsignalen till systemet () da insignalen
ar en tidsdiskret sinussignal (for enkelhets skull sétter vi amplituden till ett):

u(k) = sin(wk)
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I analysen #r det bekvimt att skriva sinussignalen som u(k) = Im e™*. System-
beskrivningen (8) ger da

y(k) = Z h(n)Im @ k=n) — Im ™k Z h(n)e”™™ = Im ei“kH(ei“)
n=0 n=0
= Im e™“*|H ()] 51D = | H ()| sin(wk + arg(H (™)) (23)

Det tidsdiskreta systemets frekvensfunktion erhalls di ¢ ersitts med e™ i
H(gq) Vi har samma tolkning som i det tidskontinuerliga fallet det vill siga
att utsignalens amplitud &r forstirkt med en faktor |H(e™)| och fasforskjuten
arg(H (™)) radianer i forhallande till insignalen. P4 grund av symmetriskél be-
héver man endast studera H(e™) for 0 < w > 7.

Vi har i analysen av de tidsdiskreta systemen antagit att tiden mellan tva
tidsdiskreta véirden (t ex y(k) och y(k+ 1)) dr (normerat till) en tidsenhet. Om
vi istéllet har en "verklig” tid mellan tva nérliggande vérden pa T [s] erhalls
ritt frekvensaxel om H (e™T) beriknas for 0 < w > 7 /h.

4.1 Digitala filter

En mycket vanlig exempel pa tidsdiskreta system &r de algoritmer som anvéinds
for digital signalbehandling. Ett typiskt exempel dr man har en tidsdiskret signal
dér man vill framhéva och /eller undertrycka vissa egenskaper. T ex kan signalen
innehalla slumpméssiga storningar som man vill reducera. Man talar ofta om
digitala filter, som helt enkelt &r ett tidsdiskret system som anvinds for att
behandla en tidsdiskret signal.

Ett exempel pa ett digitalt filter dr att berdkna ett glidande medelvirde
baserat pa N stycken métningar. Om vi betecknar medelvardet vid tiden £ med
y(k) kan vi skriva det tidsdiskreta systemet (digitala filtret) som

u(k —p) (24)

dér u betecknar den tidsdiskreta signal som filtreras. Ju storre N viljs ju effekti-
vare kommer slumpmaéssiga storningar att filtreras. Dock minskar formagan att
snabbt f6lja "verkliga” forandringar i signalen v da N Okar.

Ett mera allmént (linjart och tidsinvariant) digitalt filter kan skrivas
M p=N
> amy(k —m) = beu(k — p) (25)
m=0 p=0
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Uppgiften ar nu att designa koefficienterna {am}m_o, {bp}5¢ sa att filtret far
lampliga egenskaper.

[ manga fall &r det naturligt att beskriva nskade egenskaper hos ett (digitalt)
filter i frekvensplanet. Nagra typiska exempel:

e Den intressanta signalen har obetydlig energi 6ver frekvensen w; |rad/s|.
Storningarna och brus har hogre frekvenser.

e Mitningarna stors av en signal med frekvensen wy [rad/s| (det kan t ex
vara storningar fran nitfrekvensen).

e For att kontrollera att inga resonanser uppkommer behover frekvensen
frekvensen ws [rad/s| 6vervakas.

Ovanstaende exempel leder till formuleringar diar man vill att vissa frekvenser
i en signal ska passera genom filtret medan andra ska stoppas. Det finns fyra
klassiska typer av frekvensselektiva filter:

1. Lagpassfilter. Laga frekvenser i signalen ska passera och hoga frekvens-
komponenter ska ska spirras. Ett idealt lagpassfilter har forstarkning 1
for alla frekvenser upp till en viss gransfrekvens w, och forstarkning noll
for frekvenser over w,. Ett sadant filter kan inte realiseras med ett kausalt
filter utan en approximation maste goras.

2. Hogpassfilter. Hoga frekvenser i signalen ska passera och laga frekvenser
ska spérras.

3. Bandpassfilter. Signalens frekvenser inom ett visst frekvensomrade ska pas-
sera medan Ovriga ska sparras.

4. Bandspérrfilter. Frekvenser inom ett visst frekvensomrade ska spérras.

For att designa digitala filter finns bra datorstod. En standardmetod i Matlab
ar funktionen butter som tar fram filterkoeflicienter for ett s.k. "Butterworthfil-

ter”.

5 Tidsdiskreta stokastiska processer

Det dr mycket vanligt att en tidsserie har en slumpmissig variation (eller inte
kan beskrivas pa nagot annat sétt). Detta kan t ex gilla naturforeteelser (vider-
variatioer, havsvagor), tekniska system (storningar i elnétet), och ekonomiska
system (borskursens utveckling).

For att beskrivning slumpmaéssiga forlopp hos en signal anvinds normalt
tidsdiskreta modeller (den matematiska beskrivningen blir véisentligen mycket
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enklare jamfort med om tidskontinuerliga modeller anviinds). Ett standardred-
skap ar att for att beskriva ett slumpmassigt forlopp ar stokastiska processer.
Teorin for stokastiska processer dr ganska komplex och hér ska vi bara exemp-
lifiera kopplingen till tidsdiskreta system.

Ett exempel pa en stokastisk process ar foljande differensekvation
y(k) = ay(k — 1) + e(k) (26)

dér e(k) &ar en sekvens av okorrelerade slumpmaéssiga variabler med medelvirde
noll och varians A. En sadan sekvens kallas vitt brus.

Matematiskt kan egenskaperna for vitt brus uttryckas: E{e(k)} = 0, E{e*(k)} =
A, och E{e(k)e(j)} = 0 for k # j. Den sista egenskapen betyder att brusets virde
vid en viss tidpunkt ar helt okorrelerat med brusets virde vid andra tidpunkter!

Med olika virden pa a kan olika slumpmaéssiga forlopp genereras, t ex om
a ar nara ett blir kommer tva nérliggande viarden av y att ha en stark positiv
korrelation emedan om a &r néra -1 erhalls en negativ korrelation (om y(k)
ar positiv dr det en stor sannolikhet att y(k + 1) &r negativ). Den stokastiska
process som beskrivs av (26) kallas en autoreggresive process av ordning 1 eller
kort AR(1) process. Det &r viirt att notera att det ar mycket séllan som vérdet
pa a kan bestdmmas med fysikalisk modellering utan man &r normalt hdnvisad
till empirisk modellering.

En generalisering ges av AR(N) processen som kan skrivas

p=N

y(k) + > apy(k —p) = e(k) (27)

p=1
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