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1 Inledning

Att kunna skapa latthanterliga matematiska modeller for en adekvat beskrivning av
system/signaler ar av storsta vikt inom ett flertal discipliner, tex ekonomi, beriknings-
vetenskap, prognosdesign och reglerteknik. Exempel pa hur detta gar till kommer att
behandlas i denna beridkningslaboration. Allt som oftast &r det minst lika viktigt att den
relevanta informationen i dessa system/signaler kan presenteras pa ett for anvandaren
lattbegripligt sdtt. Kunskaper i transformteori medfor att det ar lattare att valja en
lamplig form av signalrepresentation for en viss bearbetning eller presentation av signa-
len. Aven detta &r nagot som kortfattat skall belysas i denna lab.

Denna inledande datorstédda 6vning/inldmningsuppgift har en del 6verlapp med meto-
der som anvands i berdkningsvetenskap och transformteori.

Notera att uppgifterna forvintas ta lingre tid dn den schemalagda tiden (3h). For att
kunna tillgodordkna er bonuspodng maste uppgiften inldmnas innan dead-line (informa-
tion finns pa hemsidan).

1.1 Tillgang till matlab-filer

For att kunna kora 6vningarna i PC-labbet behéver du se till att enhet G &r monterad
(mounted). Om den redan dr monterad hittar du filerna under
G:\Program\Systemteknik\DynSyst\.

Om inte enhet G 4r monterad kan du montera enheten sjilv (anvind ”Map Network
Drive”) eller hamta filerna fran

"My Network Places”-”Entire Network”-"Microsoft Windows Network”-

"It-Pclab”\ Pegasus\Program\ Systemteknik\ DynSyst.

Om du vill kéra 6vningarna nagon annanstans behover du ladda ner Matlabfilerna (m-
filerna”) som finns pa kursens hemsida.

2 MATLAB och simulering av dynamiska system

Denna del syftar till att ge en 6versiktlig introduktion till MATLAB och simulering av
dynamiska system. Uppgiften bor vara mycket enkel for de som léser berédkningsvetenskap
parallellt!

Med MATLAB som bas har ett stort antal toolborar utvecklats. Dessa toolboxar bestar
av makrofiler som &r skrdddarsydda for numeriska berdkningar inom ett visst tekniskt
omrade. Tva toolboxar av speciellt intresse for modellering och analys av dynamiska
system ar Control System Toolbox och Signal Processing Toolbox. Dér finns funktioner
for stegsvarsanalys, frekvensanalys och mycket mer. For emprisk modellering (systemi-



dentifiering) finns en toolbox med namn System identification toolbox som anvéands bl a
kursen Empirisk modellering.

Nagra exempel pa hur MATLAB kan anvandas for olika systemtekniska analyser visas i
tabellen nedan (systemet antas finnas definierad i variabeln sysl). Vissa av funktionerna
ar inte relevanta i denna lab.

funktion forklaring
sysl = tf(num, den) Specifierar ett linjart system med

taljare (den) och ndmnare (num) pa
overforingsfunktionsform.

y = impulse(sysl,tid) Beréknar impulsvar (tid kan uteldmnas,
se help impulse).
y = step(sysl,tid) Berdknar stegsvar.

[amp, fas] = bode(sysl,frekv) Beraknar Bodediagram.

[T,Y] = oded5('F', TSPAN,Y0) Loser differentialekvationen F (som kan
vara olinjar). Se help ode45.

X = fft(x) Diskret Fouriertransform av x.

2.1 MATLAB-exempel
2.1.1 Att skriva program

Ga in pa File-menyn och tryck pa New om ny fil skall skapas, eller Open M-file for att
redigera gammal fil. Skriv énskad kod och spara filen med ett filnamn som slutar pa .m
(tex filnamn.m). Notera att det gar att byta defaulteditor (Ga till menyn Preferences
under File). Programmet kan sedan koras fran matlab-prompten genom > filnamn
[RETURN].

2.1.2 Ett tankexempel

Det som gor MATLAB till ett sa mangsidigt verktyg ar mojligheten att skriva egna
makron och funktioner. Detta skall hér illustreras genom att visa hur man kan berédkna
stegsvaret for en enkel tankprocess. Tankprocessen finns beskriven i exempel 2.5 i kurs-
kompendiet.

Enligt ekvation (2.16) i kurshéftet kan tankprocessen beskrivs mha féljande olinjira

differentialekvation
a

W) = =% 2gh(t)+qinT@

dar h(t) ar vétskehdjden i tanken, g dr tyngdaccelerationen, ¢;, ar flodet in i tanken och
tankens respektive utloppets areor betecknas A och a.

(2.1)

Det forsta vi behover gora ar att definiera var differentialekvationsmodell (2.1) i form
av en MATLAB-funktion. Detta gors genom att spara nedanstdende MATLAB kod i en
fil med namnet tankmodell.m:



function hdot=tankmodell(t,h,dummy,par)

A=par(1); modellparametrarna finns i vektorn par
a=par(2);

g=par(3);

qin=1; insignalen ar ett steg

hdot = -a/A*sqrt(2*gxh)+qin/A; diff. ekv. (2.1)

Efter att modellen ar sparad i MATLAB-filen tankmodell.m kan modellen simuleras,
vilket gbrs genom att skriva en ny fil, tanksim.m enligt nedanstaende kod.

A=10;
a=0.1;
g=9.81;

par=[A a gl;
h0=0;
Tspan

[0 1000];
[T,H] = ode45(’tankmodell’,Tspan,h0, [],par);
plot(T,H);

grid;
title(’Stegsvar’)

arean av tanken
arean av utloppet
tyngdaccelerationen

begynnelsevérde for vattennivan

anger start (0) och stopptid (1000)

for simuleringen

l6ser diff.ekv.-modellen "tankmodell’,
som finns sparad i MATLAB-funktionen
tankmodell, for givna parametervarden.
vattennivan H plottas gentemot tiden T
ger ett rutnat

diagrammets titel

Filen exekveras genom att i MATLABs kommandofonster skriva tanksim. Notera att
filen tankmodell maste finnas i samma katalog som tanksim.

Uppgift 2.1

Vad har vattennivan h(t) for slutvérde (ges av H(end) i MATLAB)? Jamfor med jamnviktspunkten

(notera att g, = 1).

h—
2ga?




3 Modellering

Malet med detta moment ar att ge viss 6vning i modellering av verklighetstrogna problem
utifran kanda fysikaliska relationer, samt bekanta sig med nagra av de verktyg som
finns tillgdngliga i MATLAB for att simulera matematiska modeller, och d& speciellt
differentialekvationer.

3.1 Ett immunologiskt system

Nar en organism utsatts for angrepp av virus forsoker den skydda sig genom att produ-
cera antikroppar vars uppgift ar att neutralisera virus. Denna produktion stimuleras av
virusangrepp. A andra sidan kan de celler som producerar antikroppar skadas av virus.
For att forsta de faktorer som avgér om organismen klarar sig eller inte kan man forsoka
att beskriva forloppet med matematiska modeller. I detta avsnitt skall vi betrakta nagra
forenklade exempel pa hur dessa modeller kan se ut. De variabler som kan vara av intresse
ar beskrivna i Tabell 1.

V(t) | Antalet virus i organismen.

C(t) | Antalet plasmaceller som producerar antikroppar.

F(t) | Antalet antikroppar.

Q(t) | Den tillvaxtstimulans hos C'(¢) som uppstar som reaktion pa virusangreppet.
m(t) | Tillstandet hos angripen viavnad. Héar antar vi att 0 < m(t) < 1, dar ett litet

vérde motsvara en god hélsa. Alltsa innebdr m(t) = 0 att vAvnaden ar
helt frisk medan m(t) = 1 implicerar att vévnaden ar dod.

Tabell 1: Beskrivning av relevanta variabler.

Teoriuppgift 3.1:

Betrakta ett scenario dar organismen angrips av ett resistent virus, dvs organismens
antikroppar ar verkningslosa. Foresla en differentialekvationsmodell for V (t) och m(t)
baserat pa foljande fenomen:

e Tillvaxthastigheten for virus ar BlV(t)(l — a‘(/(f)), dar By, a och V* ar positiva

konstanter.

e De av virus orsakade skadorna gor att m(¢) 6kar med hastigheten G2V (t), dir (2
ar en positiv konstant.

e Den naturliga aterhdmtningen gor att m(¢) minskar med hastigheten yym(t), dér
71 ar en positiv konstant.



-

/

Teoriuppgift 3.2:

Ange de stationdra (jamvikts) punkterna for modellen ovan, dvs ge ett uttryck for V'
och m da V(t) = m(t) = 0. Vad kan man séga om virusets tillviixthastighet da o = 0?
Vad &r kravet pa «y; for att vdvnaden, i stationéart tillstand med o = 1, skall vara vid
liv? Svaret skall uttryckas som funktion av V* och 5.

-

-

/

Modellen beskriven i Teoriuppgift 3.1 ar implementerad i MATLAB-funktionen sys1.
Studera filen sysl.m (se Appendix) och notera att denna funktion har derivatan av V()
och m(t) placerade i en vektor xdot som utparametrar. Inparametrarna till funktionen
ar tiden t, en vektor X innehallande V' (t) och m(t) samt en vektor par som tar alla kon-
stanter som behovs for att definiera modellen. For att simulera systemet sysl anvéands
MATLAB-funktionen ode45. Detta ar implementerat i makrot siml som &ven plottar
V(t) och m(t) som funktioner av tiden ¢.

Uppgift 3.1:
Studera och exekvera makrot siml (skriv sim1l vid MATLAB-prompten). Notera att
det ar det kvalitativa utseendet pa graferna som &r av betydelse och inte variablernas



faktiska varden. Variablerna kan alltid skalas om man vill att de skall representera ett
verkligt scenario. Préva att &ndra begynnelsevéirdena V0 (VO) och m0 (m0), samt nagra
av parametrarna () (betal), o (beta2), 71 (gammal), o (alpha) och V* (Vstar). Detta
gors genom att direkt editera MATLAB-filen sim1.m. Observera dven att parametern
Tend bestdmmer hur ldnge simuleringen skall paga. Undersék om svaren ni kom fram
till i Teoriuppgift 3.2 staémmer. Kommentera kort.

Teoriuppgift 3.3:

Lat oss nu betrakta ett nagot mer verklighetstroget scenario dar vi &ven tar inverkan av
antikroppar under beaktning. Tillsvidare ignorerar vi dock plasmacellernas paverkan och
later produktionen av antikroppar vara konstant (sa lange organismen &r vid hélsa). Bygg
ut modellen i Teoriuppgift 3.1 (inkludera den differentialekvation som styr antikropparna
F(t)) och modifiera 6vriga ekvationer enligt foljande:

e Antalet virus som elimineras per tidsenhet av antikroppar ar v F'(¢)V(t), dar v
ar en positiv konstant.

e Antalet antikroppar som produceras per tidsenhet ar f (m(t)), dar

F*, m(t) <0.8

0, annars

f(m(t) = {
och F™* &r en positiv konstant. Detta innebéar att nir organismen har uppnatt en

viss grad av skada upphor all produktion av antikroppar.

e For varje virus som elimineras per tidsenhet (yoF(t)V (t) enligt punkt 1) atgar
v3 > 0 antikroppar per tidsenhet.

e Antalet antikroppar per tidsenhet som blir ineffektiva pa grund av aldrande ar
ur F(t), dar pq ar en positiv konstant.
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Modellen beskriven i Teoriuppgift 3.3 ar implementerad i MATLAB-funktionen sys2.
Studera sys2.m och notera likheter samt skillnader med sysl.m. Observera speciellt
hur hjélpfunktionen f(m,Fstar) anvinds. Systemet sys2 simuleras genom att exekvera
funktionen sim2(p1,Tend) som tar tva inparametrar. Parametern pg &r definierad i
modellen medan Tend bestdmmer hur 1ang tid modellen skall simuleras. Ovriga modell-
parametrar ar satta till konstanta vérden.

Uppgift 3.2:
Studera och evaluera funktionen sim2 foér p; = 1 (simulera lang tid), 1.1 och 1.2.

Forklara kvalitativt vad som hénder da p; okar. Forklara speciellt vad som hénder
da H1 = 1.2.

-~

-
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Teoriuppgift 3.4:

Slutligen skall vi i var modell ta héansyn till att produktionen av antikroppar styrs av
antalet tillgédngliga plasmaceller. Bygg ut modellen i Teoriuppgift 3.3 (inkludera en diffe-
rentialekvation for mangden plasmaceller C(t)) och modifiera 6vriga ekvationer baserat
pa foljande punkter:



e Antalet antikroppar som produceras av plasmaceller per tidsenhet ar 33C(t), dér
B3 ar en positiv konstant. Notera att punkt tva i Teoriuppgift 3.3 harmed utgar,
mao F* = 0.

e Tillviixtstimulansen Q(t) beror pa m(t), F(t) och V(t) enligt Q(t) = £(m(t)) F(t)V (t),
dér £(-) ar en given funktion med principiellt utseende enligt Figur 1.

e Antalet nybildade plasmaceller per tidsenhet ar lika med tillvaxtstimulansen 7
tidsenheter tidigare.

e Antalet plasmaceller som dor per tidsenhet &r o (C (t) —C*), dar C* ar den normala
nivan av sadana celler och po ar en positiv konstant.

-

Figur 1: Principiellt utseende av funktionen & (m(t)), som styr tillvixten av
tillvaxtstimulans Q(¢t). Om den angripna véavnaden m(t) ar vid god hélsa har vi en
god tillvaxt. Efterhand som organismen skadas minskar tillvixten. I modellen avtar
tillvaxten linjart da m(t) > m™* tills m(t) = 1 Tillvéxten &r noll da m(t) > 1.

Uppgift 3.3: Er uppgift ar nu att implementera den slutgiltiga modellen beskriven Teo-
riuppgift 3.4 ovan. Implementeringen gors lampligen genom att dépa om (anvénd namnet
min_egen_sys3) och modifiera den befintliga filen sys2. Speciellt skall min_egen_sys3



innehalla en hjalpfunktion som tar m, m* och £y som inparametrar, se figur 1. Notera att
du behover sirskilja pa tre fall beroende pa virdet av m(t). Testa din funktion genom
att t ex sdtta o = 2 och m* = 0.3 (som indata) och kontrollera att for m < 0.3 blir
utdatat fran filen £ = 2 samt att m = 1 ger £ = 0. Testa garna flera varden pa m och
bekréfta att utdatat blir enligt figur 1.

Observera att vi antar att 7 = 0 vid implementeringen eftersom ode45 inte kan hantera
tidsfordréjningar. Skapa dven en MATLAB-fil min_egen_sim3(3;,Tend) (dép om och
modifiera sim2) som simulerar modellen min_egen_sys3 under foljande antaganden:

e Vilj foljande begynnelsevarden: Vo = 0.5, mg =0, Fp = 0 och Cy = 1.

e Valj foljande parametervarden: a =1, o =1, v =3, V* =5, o =1, B3 =1,
Y3 = 0.1, H1 = 1, Mo = 1, Cc* = C(), 50 =2 och m* =0.3.

Inparametern 3; ar definierad i modellen medan inparametern Tend bestdmmer hur lang
tid modellen skall simuleras. Simulera modellen fér 31 = 1, 3 och 5, och besvara féljande
fragor:

e Overlever organismen, dvs &r m(t) < 17

e Kommer den angripna viavnaden att bli helt frisk, dvs kommer m(t) — 0?7 Om inte
forklara intuitivt vad som hander i organismen.

e [ vissa fall beh6ver man medicinering for att klara av ett virusangrepp. Forklara
hur modellen kan byggas ut till att inkludera en sadan yttre paverkan.

-




4 Tillampning av transformteori for signalanlys

Syftet med foljande uppgift ar att visa att spektralanalys (undersoka en signals frekven-
sinnehall) kan vara ett viktigt redskap vid signalanlys.

I Appendix B finns nagra 6évningar med svar for fouriermetoder. Uppgifterna i Appendix
B ingar inte i sjélva inlamningsuppgiften men rekommenderas starkt for alla som behover
frascha upp sina kunskaper i fouriermetoder.

4.1 Ubatsjakten

Efter ett flertal ”observationer” har spekulationerna om huruvida det aterigen patrullerar
utléndska ubatar i Stockholms skérgard tagit ny fart. Er uppgift &r att ta reda pa
huruvida det ligger nagon sanning eller ej i dessa pastaenden. Till ert forfogande har
ni en primitiv inspelning av eventuella ubatsljud samt en férteckning Gver propellerljud
fran misstankta landers ubatar, se Figur 2. Kvalitén av den inspelade ljudsekvensen y(t)
ar tyvarr ganska dalig, vilket matematiskt kan antas beskrivas genom féljande samband

y(t) = () + e(t)

dar x(t) ar signalen av intresse och e(t) &r en storningssignal som hér antas vara vit
och oberoende av z(t). Att stérningen e(t) ar vit innebér att dess amplitudspektrum ar
approximativt konstant over alla frekvenser. Med andra ord géller

Y (w)| = | X (w)| + konstant
dér |Y (w)| och | X (w)| &r amplitudspektrum for y(t) respektive x(t).

Land Propellerljud (Approximativt)
Estland sinus, 50H z + sinus, 200H z

Aland | fyrkant, 50Hz + sinus, 200H z
Lettland | sinus, 50H z + fyrkant, 100H z
Ryssland | fyrkant, 50H z + fyrkant, 200H z

Norge artag, 0.03Hz

7 Sal” sinus, 600H z

Figur 2: Forteckning 6ver propellerljud.

Den inspelade signalen y, som finns sparad i filen signall.mat erhalls i MATLAB genom
kommandot load (for detaljer se filen analysl.m).

Uppgift 4.1:
Ta reda pa om det finns nagon ubat vid observationsplatsen och om sa &r fallet bestam

aven dess nationalitet. Ni har friheten att 16sa uppgiften hur ni vill; féljande tillvagagangssatt

rekommenderas dock.

1. Ladda in signalen y och visualisera den i tidsdoménen. Detta gors mha MATLAB
makrot analysl (studera girna m-filen). Kan du dra nagra slutsatser utifran en
analys i tidsdoménen?

10



2. Bestdm amplitudspektrum av signalen y och forsok att besvara fragorna utifran en
analys av detta. Detta gors lampligen genom att jamfora det erhallna spektrumet
med de amplitudspektra som ni férvantar er att de olika propellerljuden uppvisar.
Amplitudspektrum av y beriknas mha funktionen analys2(y). Ni behover inte
forsta hur analys2 gar till vaga for att berdkna amplitudspektrumet. Notera dock
att amplitudspektrum &r givet som funktion av frekvensen f [H z]. Beskriv hur ni
loste uppgiften.

11



A M-Files

TotoToTo o oo oo oo o o o o To oo o o o o To o To o o o o oo ToTo o oo o o

% Funktionen sysl.m

TotoToToTo o o oo oo o o o o o To oo o o o o To o To o o o o oo ToTo oo o o o
function xdot=sys1(t,x,dummy,par)

%V and m at time t are in the vector x

V=x(1) ;m=x(2);

%The constants are organized in the vector par
betal=par (1) ;beta2=par(2) ;gammal=par(3);Vstar=par(4);
alpha=par(5);

%#The system of differential equations

Vdot = betal*V*(1-alpha*V/Vstar);

mdot = beta2*V-gammal*m;

% The output derivatives should be organized in a column vector!
xdot=[Vdot;mdot] ;
Tt To o oo oo To oo o o o o o o o o o o oo o o To o T oo T o To o o T To o To oo T T oo oo oo oo oo o o o o

Tt Tl ot T Tt To To T o o Jo T to To To To o ot To o To Fo ot To To o Fo fo o to To o
% Filen siml.m

ToTo1oTo s ToToo o ToToo o o To o o o ToTo o o JoTo o o o ToTo o o o To o o o o To o

%Begynnelsevirden

Tend=15; % Anger stopptid for simuleringen
Vo=.1; % Initialt varde for V

m0=0; % Initialt varde for m

% Definierar nodvéndiga konstanter
betal=1;

beta2=1;

gammal=6;

Vstar=5;

alpha=1;

% Ordna alla initieringar i vektorer
xinit=[V0O m0];

par=[betal beta2 gammal Vstar alphal;

% Simulera systemet sysl!
[t,X]=0de45(’sys1’, [0 Tend],xinit, [],par);

%Plotta resultatet

% X=[V(0) V(1) V(2)

pA m(0) m(1) m(2) ...]°T
figure(1)

clf

ax=axes;

set(ax, ’FontSize’,18);
plot(t,X)

legend(’V(t)’, ’m(t)’,0)
hold on

12



plot(t,ones(length(t),1),’:k’)
title(’Simulering av systemet sysl’)

xlabel(’t [dagar]’)
ToTo1oo o ToTo o oo To o o o ToTo o o ToTo o o Jo To o o o Jo To o oo Jo Fo o o o To T o o o Jo T o o o To o o o o To o o o Jo Jo o o o o o

13



B En kort repetition av fourierserier och fouriertransfor-

men

Syftet med foljande avsnitt ar att ge en kortfattad repetition av fouriermetoder. Detta
avsnitt ingar INTE i inlamningsuppgiften. Svar till uppgifterna finns i slutet av detta

avsnitt.

B.1 Fourierserier

Lat oss borja med att rekapitulera delar av teorin om Fourierserier. Antag att f(¢) ar
en T-periodisk, begransad och styckvis deriverbar signal. Da géller att f(t) kan skrivas

Som
A

ft) = > + Z (An cos(nwot) + By, Sin(nwot)>, wo =
n=1

dér Fourierkoefficienterna A,, (n > 0) och B, (n > 1) ges av formlerna

2

p+T 2 p+T
A, = = / f(t) cos(nwot) dt, B, = — / f(t) sin(nwot) dt
T/, T Jy

Notera att vanligtvis véljes p = 0 eller p = —T/2.

Teoriuppgift B.1:

(B.1)

En jamn periodisk funktion f(t) = f(—t) ger bara upphov till cosinustermer i Fourier-

serien, dvs B,, = 0. Visa detta.

-

-

/

Teoriuppgift B.2:

En annan regel séger att om en T-periodisk funktion f(¢) ar sk halvvagssymmetrisk
fit) = —f(t + T/2) sa kommer inga termer i fourierserien att upptrida for jamna
varden pa n. Anviand denna regel samt resultatet i Teoriuppgift B.1 for att ange vilken

14
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Figur 3: Funktionen z(t) plottad i tidsdoménen. Notera att x(t) ar definierad for

—o00 <t < oo.

av Fourierserierna nedan som svarar mot signalen x(¢) enligt Figur 3. Motivera!

a) z(t) = % :sin(27rt) + 3—12sin(67rt) + 5—128in(107rt) 4+ ]

b) x(t) = 47:; : [COS@”) + ( - % + 3—12) cos(67t) + (% + 5—12) cos(10mt) + - - ]
o) z(t) = % :005(27”5) + (é + 3—12) cos(3mt) + (é + 5—12) cos(5mt) + - - }

d) z(t) = % :cos(27rt) + %cos(élﬂt) + %cog(ﬁﬂ-t) 4. ]

\

Teoriuppgift B.3:
Hur ser Fourierserien ut for en T-periodisk och symmetrisk fyrkantvag x(t), se Figur 47

15



x(t)

-T/2 T/2 t [S]
| | »

Figur 4: En T-periodisk och symmetrisk Fyrkantvag z(t), —oo < t < oc.

\

Uppgift B.1:

MATLAB funktionen fyrkantserie(n) syntetiserar fyrkantvagen given i Figur 4 (A =1
och T' = 27) mha en trunkerad Fourierserie (n termer). Evaluera funktionen for nagra
olika varden pa n och observera hur serien dndras. Vad hénder da n ar litet respektive
stort?
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B.2 Fouriertransformen

Fouriertransformen ar av central betydelse inom tex signalbehandling och man har i
manga sammanhang stor nytta av att kunna anvinda och tolka denna transform. Lat
oss darfor kortfattat aterge nagra grundliggande resultat for Fouriertransformen. Som
vi har sett under kursens gang kan de flesta periodiska funktioner skrivas som en Fouri-
erserie. Tyvérr &r de flesta signaler i verkligheten icke-periodiska (néstan alla dndliga
signaler ar icke-periodiska). For att losa denna situation anvénder man ofta Fouri-
ertransformen som &r definierad &ven for icke-periodiska signaler. Fouriertransformen
(egentligen kvadraten av beloppet av Fouriertransformen) visar hur energin i signalen &r
fordelad 6ver frekvensomradet, nagot som &r mycket tilltalande for en ingenjor. Belop-
pet av Fouriertransformen kallas ofta for amplituden och grafen av denna kallas darfor
amplitudspektrum. Det kan visas att en periodisk funktion med en Fourierserie enligt
(B.1) som betraktas en dndlig tid, —a <t < a, har f6ljande Fouriertransform

o0

Fw)= % + Z (An (ga(w,nwo) + ga(w, —nwo)) + 1B, (ga(w,nwo) + ga(w, —nwo))>
n=1

dar
sin ((w +wo)a)

B.2
w + wo ( )

ga(wyw()) =

Funktionen g,(w,wp) har sina virden koncentrerade runt frekvensen wy; ju storre virde
pa a desto tydligare &r denna koncentrering. Slutsatsen ar att en periodisk funktion
f(t) som observeras tillriackligt linge kommer att uppvisa ett amplitudspektrum |F(w)]
som paminner om motsvarande spektrum for Fourierserien av signalen (/A2 + B2 som
funktion av w); de olika plottarna kommer att ha sina toppar pa samma stéllen.

Uppgift B.2:
MATLAB-funktionen Fourierex(a) beriknar Fouriertransformen for funktionen

f(t) = cos(2t), —a<t<a

Kor funktionen for nagra olika varden pa a och observera hur transformen &ndras med
a.

B.3 Facit

Teoriuppgift B.1:
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Integrering av en udda funktion (jamn funktion ganger en udda funktion, t ex sin(t) =
udda funktion) 6ver en period (symmetriskt intervall) &r noll!

Notera att

0 /2
/ f(—t)sin(nwot) dt = {t' = —t} = — /O f(t') sin(nwot”) dt’

—7/2

och darfor galler

/2 0 /2
/ f () sin(nwot) dt = / f(=t)sin(nwot) dt + /0 f(t)sin(nwot) dt =0

—7/2 —7/2

Teoriuppgift B.2:

e x(t) &r jaAmn = inga sinustermer ingar i Fourierserien, dvs a) faller bort.
e Medelvardet av z(t) &r noll = Ay = 0.

e Eftersom x(¢) dr halvvagssymmetrisk (bara udda termer) vet vi att Fourierserien
kommer att se ut som

A cos(wot) + A3 cos(3wot) + As cos(bwot) +

Perioden &r T' =1, dvs wg = 27 och vi far att Fourierserien for z(¢) har det principiella
utseendet
A cos(2mt) + As cos(6mt) + As cos(10mt) +

Darfor maste b) vara ratt svar!

Overkurs: En annan regel siger att om en T-periodisk funktion f(¢) ar sk halvvagssymmetrisk
f(t) = —f(t+T/2) sa kommer inga termer i fourierserien att upptréada for jamna vérden
pa n:

Bevis: Vi har

24, =

% [/OT v(t) cos(nwot) dt — /T/2 v(t + T'/2) cos(nwot) dt]

~T/2

Dessutom galler

T/2
/_T/2 v(t +T/2) cos(nwot) dt = {s =t + T/2, cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b), wy = 2w /T}

T
= / v(s) cos(nwops) cos(nm) ds
0
Alltsa fas
2A, =0, narjamn,dvsn=20,2,4,.

24, = 2—/ ) cos(nwot) dt, n &r udda, dvs n =1,3,5,...
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Teoriuppgift B.3:
Enligt tidigare resonemang &r signalen jamn och vi far endast cosinustermer i Fou-

rierserien. Signalen &r amplitudsymmetrisk runt noll, dvs Ag = 0. Signalen &ar dess-
utom halvvagssymmetrisk varfor alla jamna cosinustermer blir noll, vilket framgar av
rikningarna nedan. Lat wg = 27/T, da fas (n # 0)

9 T/2
A, = —/ x(t) cos(nwot) dt

T J 7/
9 —T/4 T/4 T/2
= —{ / — A cos(nwot) dt + / A cos(nwot) dt + / — A cos(nwot) dt}
T ~T/2 —T/4 T/4
1 n=15,9,...
4A . nm 4A
=...=—sin(—)=— -1 n=3,711,...
nm 2 nm
0 annars

Eller i detta fallet kan vi nagot enklare skriva

T/4 9
A, = ;/0 Acos(%nt) dt

_ % [sin(%m )]t=T/4

nmw T t=0

Det vill saga, Fourierserien bli
4A N (1)t
x(t) = — Z % cos(2n — 1wot

CAA S (-
T 2n+1
n=0

cos(2n + 1)wot
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