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1 Inledning

De flesta dynamiska forlopp i naturen kan klassas som tidsvarianta och olinjara. Det &r
l4tt att tro att man alltid behdéver anvinda olinjara modeller som bygger pa intrikata
fysikaliska samband for att beskriva sadana processer. Det visar sig dock att i manga
fall kan dessa komplicerade forlopp adekvat beskrivas, om &n approximativt, m h a
enkla linjdra modeller. Detta &r en anledning till att teorin om linjira tidsinvarianta
(LTTI) differentialekvationerna utgor en central del i en ingenjorsutbildning. En annan
anledning &r att en val utvecklad teori om LTI differentialekvationer existerar, vilket gor
att LTI-system blir relativt enkla att analysera. Under kursens gang har vi stott pa tva
anvandbara tillvagagangséatt for att representera och analysera linjira och tidsinvarianta
differentialekvationer, ndmligen dverforingsfunktionen och tillstandsbeskrivningen. Bada
dessa alternativ kommer att behandlas i denna laboration.

2 Overforingsfunktioner

Som ndmndes i Laboration 1 finns i MATLAB en méngd férdefinierade makron som
kan anvéndas for olika systemtekniska analyser. Vi skall hér se hur vissa av dessa kan
anvandas for att bestdmma stegsvar, frekvenssvar, poler mm for ett system givet pa
overforingsform. Som exempel, lat oss betrakta systemet

G(s) !

T s2+25+3
Foljande MATLAB-kod exemplifierar nagra av de funktioner som é&r relevanta fér denna
laboration (flera av kommandona kréver Control System Toolbox).

(2.1)

funktion forklaring

sysl = tf(1,[1 2 3]) Specificerar det linjara systemet (2.1)
pa overforingsfunktionsform.

impulse(sysl) Berdknar impulsvaret for (2.1).
step(sysl) Berdknar stegsvaret for (2.1).
t=0:0.01:10 Definierar en tidsvektor, 0 < ¢ < 10.
u=sin(t) Definierar en insignal, u(t) = sin(#).
Isim(sys1,u,t) Simulerar (2.1) med insignalen u.
bode(sysl) Plottar Bodediagrammet for (2.1).
poler = eig(sysl) Beraknar systemets poler.

Anvéand gidrna MATLAB-funktionen help for att f4 mer information om funktionerna
ovan.

Uppgift 2.1:
Betrakta ett system med 6verforingsfunktion

a(s) 15

T 3+ 552+ 175+ 30

(2.2)

Plotta impuls och stegsvar for (2.2) m h a MATLAB. Utifran stegsvaret, bestam syste-
mets stigtid, insvingningstid, 6versling och statiska forstdrkning. Tag fram systemets



poler och ange om systemet &r stabilt eller instabilt. Notera definitionerna givna i avsnitt
3.1.5 i kurskompendiet.
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Uppgift 2.2:

Plotta Bodediagrammet for systemet (2.2). Hur bestimmer man systemets statiska
forstarkning ur plotten? Bestdm den statiska forstdrkningen och kontrollera att ni far
samma svar som i foregaende uppgift. Notera att y-axeln i Bodediagrammet ar given i
decibel (201log;, |G (iw)|). Simulera &ven systemet (2.2) for de tva insignalerna

u(t) = sint (2.3)
ug(t) =sin10¢

Jamfor amplituderna pa utsignalen med resultatet fran Bodeplotten.

Tips: Om man kor funktionen bode utan utparametrar plottas bodediagrammet i decibel.
Nedanstaende matlabkod kan anvéndas for att plotta amplitud (och fas) pa valfritt sétt

[mag,phas,w]=bode(sys) ;

mag_v=mag(:); phas_v=phas(:); ¥%0Omvandlar mag och phas till vanliga vektorer
semilogx(w,mag_v) %Plotta

%Notera att skalor pa axlar mm kan &ndras i Edit/Axes Properties
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2.1 Poler och stegsvar

Vi skall har undersoka hur stegsvaret hos ett andra ordningens system dndras med sy-
stemets polldgen. Betrakta 6verforingsfunktionen
= 2 2
Gls) = — 2 _ o +5) (2.5)
(s=p)s—p) (s—(—a+if))(s — (—a—if))

med poler i p = —a +¢8 och p = —a — if3, se Figur 1. Beteckningen (7) avser alltsa har
komplexkonjugering. I féljande uppgifter kommer ni att anvinda ett grafiskt grianssnitt
som &r konstruerat i MATLAB. Ni kommer att variera ldgena hos systemets poler och se
hur stegsvaret dndras. Polerna kan flyttas antingen med en rullningslist eller genom att
man klickar i poldiagrammet. Kommentera resultaten utifran sambanden givna i Avsnitt
3.1.3 i kurskompendiet.
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Figur 1: Pollage for systemet (2.5).



Uppgift 2.3: Reella poler

.

hoger.

uppg2_3 ir en kommandofil som plottar systemets stegsvar 6
for pollagen ldngs den reella axeln, 2 < a < 11 och g = 0, 5
dvs for polerna i figuren till héger. ;1
2
Exekvera uppg2_3. Flytta polerna langs reella axeln och 1
beskriv kortfattat hur stegsvaret dndras (stigtid, dversléng, R
insvangningstid). R B
2
-3
-4
-5
-6
Uppgift 2.4: Poler med konstant vinkel ¢
uppg2_4 ar en kommandofil som plottar systemets stegsvar
for pollagen langs linjen a = 8, dvs for polerna i figuren till 6
5
4
Exekvera uppg2_4. Flytta polerna lédngs linjen o = /3 och g
beskriv kortfattat hur stegsvaret dndras (stigtid, dversléng, 1
insvangningstid). S ea
2
-3
-4
5
-6
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Uppgift 2.5: Poler med konstant realdel. Frivilligt uppgift - ingar inte i Inlupp
2
uppg2_5 dr en kommandofil som plottar systemets stegsvar

for a =2, 0 < 8 < 6, dvs for polerna i figuren till hoger. 6
5
A
Exekvera uppg2_5. Flytta polerna liangs linjen a = 2 4
och beskriv kortfattat hur stegsvaret éndras (stigtid, in- ;’
svangningstid, 6versliang). 1
54-3p-1 ] 1
2
-3
-4
y 5
-6




Uppgift 2.6: Poler som vandrar 6ver i det hégra halvplanet
uppg2_6 ir en kommandofil som plottar systemets stegsvar

for 2a + 8 =4, 2 < a < —1, dvs for polerna i figuren till

hoger.

Exekvera uppg2-6. Flytta polerna lings linjen 2o+ 8 = 4
och beskriv speciellt vad som hiander da polerna &r rent ima-

gindra samt da de har en positiv realdel.

SAL LG L e SR




3 Tillstandsmetodik

Malet med detta moment ar att ge en viss 6vning i hur man anvéander tillstandsbeskrivningar.
Mer specifikt skall vi behandla hur man bestdmmer en tillstandsbeskrivning utifran ett
givet system, hur man tar fram overforingsfunktioner fran tillstandsbeskrivningar och
slutligen belysa nagra grundldggande sétt att analysera tillstandsbeskrivningar.

Foljande MATLAB-kod exemplifierar nagra av de MATLAB-funktioner som &r relevanta
d& man arbetar med tillstandsbeskrivningar. Antag att systemet

i = Az + Bu
(3.1)
y=Cz
ar givet.
funktion forklaring

sys2 = ss(A,B,C,0) Specificerar systemet (3.1) pa tillstandsform.

impulse(sys2) Beréknar impulsvaret for (3.1).
step(sys2) Beréknar stegsvaret for (3.1).
Isim(sys2,u,t) Simulerar (3.1).

bode(sys2) Plottar Bodediagrammet for (3.1).
eig(sys2) Beraknar systemets poler.

tf(sys2) Transformerar (3.1) till 6verfoéringsform.

Anvéand gidrna MATLAB-funktionen help for att f4 mer information om funktionerna
ovan.

Betrakta foljande system pa tillstandsform

0 1 0 0
=10 0 1lz+|0]|u

-B =17 =5 15 (3.2)
y=[1 0 0]z

. T . o
dar z = [:vl 9 xg] och B &r en positiv konstant.

Uppgift 3.1:

Lat 8 = 30. Plotta impuls och stegsvar for (3.2) m h a Matlab-funktionerna ovan.
Tag fram systemets poler och ange om systemet ar stabilt, eller instabilt. Transformera
systemet till 6verféringsform och jamfér med Uppgift 2.1.
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3.1 Tidskontinuerlig tillstandsmetodik - Varmedynamik i ett hus

I detta avsnitt skall vi ta fram och analysera nagra enkla tidskontinuerliga modeller
som beskriver hur varme sprids genom en husvigg. Detta &r av intresse av ett flertal
anledningar, t ex:

e Val av material vid ett husbygge. Hur paverkar materialets egenskaper virmedynamiken?

e Ur kostnads-, hélso- och miljésynpunkt. Sjalvklart ar det véaldigt kostsamt att
varma upp ett daligt isolerat hus. A andra sidan kan ett vélisolerat hus ge problem
med dalig luft, vilket kan resultera i hélsoproblem, sasom allergier.

T;(t) | Ty(t) Lt) | Tot) | Ty)

)

—~

Nt
VAR
N

Forstoring q(t)

Figur 2: En enkel varmemodell av ett hus.

Varmedynamiken i ett hus, se Figur 2, kan nagot férenklat beskrivas med féljande ek-
vationer

CT3(1) = don (T4(t) ~ Ti1)) + Bra(t) (33)
ST (1) = don (T3(1) ~ T4 (1)) + 200 (T, (1) — To(0) (3.4)

dér T;j(t) &r inomhustemperaturen, T, (t) &r vaggtemperaturen, T),(t) betecknar utom-
hustemperaturen och ¢(t) ar den effekt som element och dylikt tillfér huset. Har ar 4oy



och 2a; vdrmeledningskoefficienterna for den inre respektive den yttre véiggen, medan
B1 betecknar varmeledningsformagan for luften i huset (ay och 5 &r positiva paramet-
rar). For att beskriva modellen (3.3)-(3.4) pa tillstandsform &r det naturligt att vélja
inomhustemperaturen T;(¢) som utsignal och effekten ¢(t) fran elementen samt den yttre
temperaturen T),(t) som insignaler. Vi noterar att vi har tva insignaler till vart system;
tillford varmeeffekt ¢(¢), som vi kan paverka, och utomhustemperaturen 7y, (¢) som kan

ses som en métbar storning eftersom vi inte kan paverka denna.

Teoriuppgift 3.1:

Betrakta foljande tillstandsbeskrivning av systemet (3.3)-(3.4)

#(t) = Az(t) + Bu(t)
Ti(t) = Ca(t)

dar tillstandsvektorn z(t) definieras som

Bestdm A, B och C' som funktioner av oy och fy.

(3.6)

(3.7)

-




Teoriuppgift 3.2:
Berékna oOverforingsfunktionerna fran ¢ och T, till T; utifran tillstandsbeskrivningen
(3.5), dvs bestam G (s) och Ga(s) i relationen

Ti(s) = Gi(s)a(s) + Ga(s)Ty (s) (3.8)

Vi antar att systemet (3.5) befinner sig i vila vid ¢t = 0.

-~
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Teoriuppgift 3.3:
Ta fram poler, nollstéllen och statisk forstarkning for G (s) och Ga(s). Visa att

4051

pr= (3.9)

ger statisk forstirkning ett for Gy (s). Ar systemet (3.5) stabilt for alla o > 07

-

N

Uppgift 3.2:

Betrakta tillstandsbeskrivningen (3.5) for oy = 1/2 och 1 = 2/3 (vilket uppfyller (3.9)).
Vi later insignalen ¢(t) vara ett steg med amplitud fem. Vi erinrar oss om att insignalen
T, (utomhustemperaturen) kan ses som en métbar storning vars inverkan pa inomhus-
temperaturen helst skall vara forsumbar. For att efterlikna radande temperaturvariatio-
ner later vi Ty vara en sinussignal med amplitud fem. Periodtiden véljer vi antingen till
Ty = 24 timmar (dygnsvariation) eller till 75 = 1 timme (snabbare variation). Initialt
har vi temperaturerna T;(t) = T,(t) = 0.

MATLAB-kommandot uppg3_2 plottar Bodediagrammen for G och G2 (se (3.8)), samt
simulerar tillstandsbeskrivningen (3.5) under givna antaganden. Kommentera resultatet.
Forklara speciellt, m h a bodediagrammen, skillnaden i resultat (amplitud for inomhus-
temperaturen) for de tva fallen T} = 24 och Ty = 1.

Jamfor dven de teoretiskt utrdknade polliagena fran Teoriuppgift 3.3 med egenvéirdena
till A (anvéind kommandot eig i MATLAB).

11
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Som ni sag i foregaende uppgift sa paverkas inomhustemperaturen mérkbart av den
radande utomhustemperaturen (vid normal dygnsvariation). Det &r 6nskvért att kunna
hélla inomhustemperaturen pa en konstant niva trots variationer i utomhustemperatu-
ren. Ett séitt att astadkomma detta ar att vélja ¢(¢), som vi ju har kontroll éver, pa ett
smart sitt. Teorin for hur insignalen véljs pa béasta sétt kallas reglerteknik och kommer
att behandlas i detalj i en senare kurs. Som ett smakprov pa en enkel reglerdesign be-
traktar vi féljande scenario. Antag att vi kan mata utomhustemperaturen 73 och att vi
véljer ¢ som

q(s) = Gy (s)Ty(s) + qo(s) (3.10)
Teoriuppgift 3.4:
Visa att genom i (3.10) vilja
Gy(s) = —Ga(s)/Gi(s) (3.11)

sa kommer yttertemperaturens inverkan pa inomhustemperaturen att elimineras (med
reglerteknisk terminologi kallas G ¢(s) for en framkoppling).
Tips: Sétt in (3.10) i ekvation (3.8) och visa att valet (3.11) gor att 6verforingsfunktionen
fran utomhustemperatur till inomhustemperatur blir noll (dvs variationer i utomhustem-
peraturen kommer inte att paverka inomhustemperaturen).

Bestam dven G(s) = —Ga(s)/G1(s) med G1(s) och Ga(s) fran Teoriuppgift 3.2.

12



\_

Uppgift 3.3:

Betrakta aterigen scenariot i Uppgift 3.2 ovan. Periodtiden for Ty (t) valjs till T = 24
timmar. MATLAB-kommandot uppg3-3(Gf) simulerar tillstandsbeskrivningen (3.5)
for ¢(t) enligt (3.10) med gy = 5. Notera att uppg3_-3(Gf) tar Gf(s) som inparame-
ter. Anvind MATLAB-kommandot tf fér att skapa 6verforingsfunktionen G'¢(s), som ni
bestdmde i Teoriuppgift 3.4 (a; = 1/2 och 1 = 2/3). Som jamforelse visas dven fallet da
q(t) ar ett steg med amplitud fem (jmf Uppgift 3.2). Exekvera uppg3_3(Gf) och notera
hur inverkan av yttertemperaturen har eliminerats. Kan du komma pa nagon nackdel
med denna reglerdesign? Vad kravs for att regleringen skall lyckas?

Ledtradar: Kan det finnas andra modellerade storningar som paverkar inomhustempe-
raturen? Ar det realistiskt att anta att parametrarna (o; och f;) ar exakt kénda?
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