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1 Inledning

De flesta dynamiska förlopp i naturen kan klassas som tidsvarianta och olinjära. Det är
lätt att tro att man alltid behöver använda olinjära modeller som bygger p̊a intrikata
fysikaliska samband för att beskriva s̊adana processer. Det visar sig dock att i många
fall kan dessa komplicerade förlopp adekvat beskrivas, om än approximativt, m h a
enkla linjära modeller. Detta är en anledning till att teorin om linjära tidsinvarianta
(LTI) differentialekvationerna utgör en central del i en ingenjörsutbildning. En annan
anledning är att en väl utvecklad teori om LTI differentialekvationer existerar, vilket gör
att LTI-system blir relativt enkla att analysera. Under kursens g̊ang har vi stött p̊a tv̊a
användbara tillvägag̊angsätt för att representera och analysera linjära och tidsinvarianta
differentialekvationer, nämligen överföringsfunktionen och tillst̊andsbeskrivningen. B̊ada
dessa alternativ kommer att behandlas i denna laboration.

2 Överföringsfunktioner

Som nämndes i Laboration 1 finns i MATLAB en mängd fördefinierade makron som
kan användas för olika systemtekniska analyser. Vi skall här se hur vissa av dessa kan
användas för att bestämma stegsvar, frekvenssvar, poler mm för ett system givet p̊a
överföringsform. Som exempel, l̊at oss betrakta systemetG(s) =

1s2 + 2s + 3
(2.1)

Följande MATLAB-kod exemplifierar n̊agra av de funktioner som är relevanta för denna
laboration (flera av kommandona kräver Control System Toolbox).

funktion förklaring

sys1 = tf(1; [1 2 3]) Specificerar det linjära systemet (2.1)
p̊a överföringsfunktionsform.

impulse(sys1) Beräknar impulsvaret för (2.1).
step(sys1) Beräknar stegsvaret för (2.1).
t=0:0.01:10 Definierar en tidsvektor, 0 � t � 10.
u=sin(t) Definierar en insignal, u(t) = sin(t).
lsim(sys1,u,t) Simulerar (2.1) med insignalen u.
bode(sys1) Plottar Bodediagrammet för (2.1).
poler = eig(sys1) Beräknar systemets poler.

Använd gärna MATLAB-funktionen help för att f̊a mer information om funktionerna
ovan.

Uppgift 2.1:
Betrakta ett system med överföringsfunktionG(s) =

15s3 + 5s2 + 17s + 30
(2.2)

Plotta impuls och stegsvar för (2.2) m h a MATLAB. Utifr̊an stegsvaret, bestäm syste-
mets stigtid, insvängningstid, översläng och statiska förstärkning. Tag fram systemets
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poler och ange om systemet är stabilt eller instabilt. Notera definitionerna givna i avsnitt
3.1.5 i kurskompendiet.'
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Uppgift 2.2:
Plotta Bodediagrammet för systemet (2.2). Hur bestämmer man systemets statiska
förstärkning ur plotten? Bestäm den statiska förstärkningen och kontrollera att ni f̊ar
samma svar som i föreg̊aende uppgift. Notera att y-axeln i Bodediagrammet är given i
decibel (20 log10 jG(i!)j). Simulera även systemet (2.2) för de tv̊a insignalernau1(t) = sin t (2.3)u2(t) = sin 10 t (2.4)

Jämför amplituderna p̊a utsignalen med resultatet fr̊an Bodeplotten.

Tips: Om man kör funktionen bode utan utparametrar plottas bodediagrammet i decibel.
Nedanst̊aende matlabkod kan användas för att plotta amplitud (och fas) p̊a valfritt sätt

[mag,phas,w]=bode(sys);

mag_v=mag(:); phas_v=phas(:); %Omvandlar mag och phas till vanliga vektorer

semilogx(w,mag_v) %Plotta

%Notera att skalor på axlar mm kan ändras i Edit/Axes Properties
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2.1 Poler och stegsvar

Vi skall här undersöka hur stegsvaret hos ett andra ordningens system ändras med sy-
stemets pollägen. Betrakta överföringsfunktionenG(s) =

pp̄
(s� p)(s� p̄)

=
(�2 + �2)

(s� (�� + i�))(s � (��� i�))
(2.5)

med poler i p = �� + i� och p̄ = ��� i�, se Figur 1. Beteckningen (̄�) avser allts̊a här
komplexkonjugering. I följande uppgifter kommer ni att använda ett grafiskt gränssnitt
som är konstruerat i MATLAB. Ni kommer att variera lägena hos systemets poler och se
hur stegsvaret ändras. Polerna kan flyttas antingen med en rullningslist eller genom att
man klickar i poldiagrammet. Kommentera resultaten utifr̊an sambanden givna i Avsnitt
3.1.3 i kurskompendiet.
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Figur 1: Polläge för systemet (2.5).
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Uppgift 2.3: Reella poler
uppg2 3 är en kommandofil som plottar systemets stegsvar
för pollägen längs den reella axeln, 2 � � � 11 och � = 0,
dvs för polerna i figuren till höger.

Exekvera uppg2 3. Flytta polerna längs reella axeln och
beskriv kortfattat hur stegsvaret ändras (stigtid, översläng,
insvängningstid).

-1-2-3-4-5 1
-1

-2

-3

-4

-5

-6

1

2

3

4

5

6

�
'

&
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Uppgift 2.4: Poler med konstant vinkel �
uppg2 4 är en kommandofil som plottar systemets stegsvar
för pollägen längs linjen � = �, dvs för polerna i figuren till
höger.

Exekvera uppg2 4. Flytta polerna längs linjen � = � och
beskriv kortfattat hur stegsvaret ändras (stigtid, översläng,
insvängningstid).

-1-2-3-4-5 1
-1

-2

-3

-4

-5

-6

1

2

3

4

5

6
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Uppgift 2.5: Poler med konstant realdel. Frivilligt uppgift - ing̊ar inte i Inlupp
2
uppg2 5 är en kommandofil som plottar systemets stegsvar
för � = 2, 0 � � � 6, dvs för polerna i figuren till höger.

Exekvera uppg2 5. Flytta polerna längs linjen � = 2
och beskriv kortfattat hur stegsvaret ändras (stigtid, in-
svängningstid, översläng).

-1-2-3-4-5 1
-1

-2

-3

-4

-5

-6

1

2

3

4

5
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Uppgift 2.6: Poler som vandrar över i det högra halvplanet
uppg2 6 är en kommandofil som plottar systemets stegsvar
för 2� + � = 4, 2 � � � �1, dvs för polerna i figuren till
höger.

Exekvera uppg2 6. Flytta polerna längs linjen 2� + � = 4
och beskriv speciellt vad som händer d̊a polerna är rent ima-
ginära samt d̊a de har en positiv realdel.

-1-2-3-4-5 1
-1

-2

-3

-4

-5

-6

1

2

3

4

5

6
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3 Tillst̊andsmetodik

Målet med detta moment är att ge en viss övning i hur man använder tillst̊andsbeskrivningar.
Mer specifikt skall vi behandla hur man bestämmer en tillst̊andsbeskrivning utifr̊an ett
givet system, hur man tar fram överföringsfunktioner fr̊an tillst̊andsbeskrivningar och
slutligen belysa n̊agra grundläggande sätt att analysera tillst̊andsbeskrivningar.

Följande MATLAB-kod exemplifierar n̊agra av de MATLAB-funktioner som är relevanta
d̊a man arbetar med tillst̊andsbeskrivningar. Antag att systemetẋ = Ax + Buy = Cx (3.1)

är givet.

funktion förklaring

sys2 = ss(A,B,C,0) Specificerar systemet (3.1) p̊a tillst̊andsform.
impulse(sys2) Beräknar impulsvaret för (3.1).
step(sys2) Beräknar stegsvaret för (3.1).
lsim(sys2,u,t) Simulerar (3.1).
bode(sys2) Plottar Bodediagrammet för (3.1).
eig(sys2) Beräknar systemets poler.
tf(sys2) Transformerar (3.1) till överföringsform.

Använd gärna MATLAB-funktionen help för att f̊a mer information om funktionerna
ovan.

Betrakta följande system p̊a tillst̊andsformẋ =

24 0 1 0
0 0 1�� �17 �5

35x +

24 0
0
15

35uy =
�
1 0 0

�x (3.2)

där x =
�x1 x2 x3

�T
och � är en positiv konstant.

Uppgift 3.1:
L̊at � = 30. Plotta impuls och stegsvar för (3.2) m h a Matlab-funktionerna ovan.
Tag fram systemets poler och ange om systemet är stabilt, eller instabilt. Transformera
systemet till överföringsform och jämför med Uppgift 2.1.
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3.1 Tidskontinuerlig tillst̊andsmetodik - Värmedynamik i ett hus

I detta avsnitt skall vi ta fram och analysera n̊agra enkla tidskontinuerliga modeller
som beskriver hur värme sprids genom en husvägg. Detta är av intresse av ett flertal
anledningar, t ex:� Val av material vid ett husbygge. Hur p̊averkar materialets egenskaper värmedynamiken?� Ur kostnads-, hälso- och miljösynpunkt. Självklart är det väldigt kostsamt att

värma upp ett d̊aligt isolerat hus. Å andra sidan kan ett välisolerat hus ge problem
med d̊alig luft, vilket kan resultera i hälsoproblem, s̊asom allergier.

Förstoring
q(t) q(t)Ti(t) Ti(t)Ty(t) Ty(t)Tv(t)4�1 2�1

Figur 2: En enkel värmemodell av ett hus.

Värmedynamiken i ett hus, se Figur 2, kan n̊agot förenklat beskrivas med följande ek-
vationer ddtTi(t) = 4�1

�Tv(t) � Ti(t)� + �1q(t) (3.3)ddtTv(t) = 4�1

�Ti(t) � Tv(t)� + 2�1

�Ty(t) � Tv(t)� (3.4)

där Ti(t) är inomhustemperaturen, Tv(t) är väggtemperaturen, Ty(t) betecknar utom-
hustemperaturen och q(t) är den effekt som element och dylikt tillför huset. Här är 4�1
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och 2�1 värmeledningskoefficienterna för den inre respektive den yttre väggen, medan�1 betecknar värmeledningsförmågan för luften i huset (�1 och �1 är positiva paramet-
rar). För att beskriva modellen (3.3)-(3.4) p̊a tillst̊andsform är det naturligt att välja
inomhustemperaturen Ti(t) som utsignal och effekten q(t) fr̊an elementen samt den yttre
temperaturen Ty(t) som insignaler. Vi noterar att vi har tv̊a insignaler till v̊art system;
tillförd värmeeffekt q(t), som vi kan p̊averka, och utomhustemperaturen Ty(t) som kan
ses som en mätbar störning eftersom vi inte kan p̊averka denna.

Teoriuppgift 3.1:
Betrakta följande tillst̊andsbeskrivning av systemet (3.3)-(3.4)ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)Ti(t) = Cx(t) (3.5)

där tillst̊andsvektorn x(t) definieras somx(t) =
�Ti(t) Tv(t)�T (3.6)

och insignalvektorn u(t) definieras somu(t) =
�q(t) Ty(t)�T (3.7)

Bestäm A, B och C som funktioner av �1 och �1.'
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Teoriuppgift 3.2:
Beräkna överföringsfunktionerna fr̊an q och Ty till Ti utifr̊an tillst̊andsbeskrivningen
(3.5), dvs bestäm G1(s) och G2(s) i relationenTi(s) = G1(s)q(s) + G2(s)Ty(s) (3.8)

Vi antar att systemet (3.5) befinner sig i vila vid t = 0.'
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Teoriuppgift 3.3:
Ta fram poler, nollställen och statisk förstärkning för G1(s) och G2(s). Visa att�1 =

4�1

3
(3.9)

ger statisk förstärkning ett för G1(s). Är systemet (3.5) stabilt för alla �1 > 0?'
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%
Uppgift 3.2:
Betrakta tillst̊andsbeskrivningen (3.5) för �1 = 1=2 och �1 = 2=3 (vilket uppfyller (3.9)).
Vi l̊ater insignalen q(t) vara ett steg med amplitud fem. Vi erinrar oss om att insignalenTy (utomhustemperaturen) kan ses som en mätbar störning vars inverkan p̊a inomhus-
temperaturen helst skall vara försumbar. För att efterlikna r̊adande temperaturvariatio-
ner l̊ater vi Ty vara en sinussignal med amplitud fem. Periodtiden väljer vi antingen tillT1 = 24 timmar (dygnsvariation) eller till T2 = 1 timme (snabbare variation). Initialt
har vi temperaturerna Ti(t) = Tv(t) = 0.

MATLAB-kommandot uppg3 2 plottar Bodediagrammen för G1 och G2 (se (3.8)), samt
simulerar tillst̊andsbeskrivningen (3.5) under givna antaganden. Kommentera resultatet.
Förklara speciellt, m h a bodediagrammen, skillnaden i resultat (amplitud för inomhus-
temperaturen) för de tv̊a fallen T1 = 24 och T2 = 1.

Jämför även de teoretiskt uträknade pollägena fr̊an Teoriuppgift 3.3 med egenvärdena
till A (använd kommandot eig i MATLAB).
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Som ni s̊ag i föreg̊aende uppgift s̊a p̊averkas inomhustemperaturen märkbart av den
r̊adande utomhustemperaturen (vid normal dygnsvariation). Det är önskvärt att kunna
h̊alla inomhustemperaturen p̊a en konstant niv̊a trots variationer i utomhustemperatu-
ren. Ett sätt att åstadkomma detta är att välja q(t), som vi ju har kontroll över, p̊a ett
smart sätt. Teorin för hur insignalen väljs p̊a bästa sätt kallas reglerteknik och kommer
att behandlas i detalj i en senare kurs. Som ett smakprov p̊a en enkel reglerdesign be-
traktar vi följande scenario. Antag att vi kan mäta utomhustemperaturen Ty och att vi
väljer q som q(s) = Gf (s)Ty(s) + qo(s) (3.10)

Teoriuppgift 3.4:
Visa att genom i (3.10) välja Gf (s) = �G2(s)=G1(s) (3.11)

s̊a kommer yttertemperaturens inverkan p̊a inomhustemperaturen att elimineras (med
reglerteknisk terminologi kallas Gf (s) för en framkoppling).
Tips: Sätt in (3.10) i ekvation (3.8) och visa att valet (3.11) gör att överföringsfunktionen
fr̊an utomhustemperatur till inomhustemperatur blir noll (dvs variationer i utomhustem-
peraturen kommer inte att p̊averka inomhustemperaturen).

Bestäm även Gf (s) = �G2(s)=G1(s) med G1(s) och G2(s) fr̊an Teoriuppgift 3.2.
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Uppgift 3.3:
Betrakta återigen scenariot i Uppgift 3.2 ovan. Periodtiden för Ty(t) väljs till T = 24
timmar. MATLAB-kommandot uppg3 3(Gf) simulerar tillst̊andsbeskrivningen (3.5)
för q(t) enligt (3.10) med q0 = 5. Notera att uppg3 3(Gf) tar Gf (s) som inparame-
ter. Använd MATLAB-kommandot tf för att skapa överföringsfunktionen Gf (s), som ni
bestämde i Teoriuppgift 3.4 (�1 = 1=2 och �1 = 2=3). Som jämförelse visas även fallet d̊aq(t) är ett steg med amplitud fem (jmf Uppgift 3.2). Exekvera uppg3 3(Gf) och notera
hur inverkan av yttertemperaturen har eliminerats. Kan du komma p̊a n̊agon nackdel
med denna reglerdesign? Vad krävs för att regleringen skall lyckas?
Ledtr̊adar: Kan det finnas andra modellerade störningar som p̊averkar inomhustempe-
raturen? Är det realistiskt att anta att parametrarna (�1 och �1) är exakt kända?'
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