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Kapitel 1Inledning - några grundläggandebegreppSystembegreppet används inom många discipliner inklusive nästan all ingen-jörsverksamhet. Ofta används systembegreppet för att beskriva en grupp avsamverkande delar/komponenter som bildar en helhet och som på något sätt(geogra�skt, fysiskt) är separerade från den övriga världen. Valet av system be-ror helt på vilket syfte man har, en viss problemställning leder till vilket systemman väljer att studera.Inom systemtekniken (och angränsande discipliner) används systembegrep-pet i vid mening och ordet system används för att beskriva den avgränsade delav verkligheten som man vill studera. Detta betyder att ett system kan användasför att beteckna allt från en enkel krets av elektriska komponenter till världse-konomin. Med den breda de�nitionen av system kan det mesta i vår omgivningsägas vara system, t ex vägnätet med fordon, Sveriges ekonomi, ett kärnkraft-verk eller en pappersmaskin.Typiska problemställningar där systembegreppet används �itigt är när manvill öka förståelsen. Exempel på vanliga frågeställningar: Hur fungerar den härelektriska kretsen? Hur kan världsekonomin beskrivas? Ofta behöver man hittaorsaken och lösningen till ett problem. Exempel: Varför stannar pappersmaski-nen? Hur kan vi minska arbetslösheten? Hur kan vi minimera köerna i tra�ken?.Systemet (som typiskt valts utifrån en given problemställning) kännetecknasav olika egenskaper och beteenden som på något sätt kan registreras, t ex meden mätgivare (sensor). Den variabel (eller de variabler) i systemet som vi pri-märt vill studera (och på något sätt kan mäta) kallas för utsignal. Om man viaen extern variabel (eller �era) kan påverka systemets uppförande, och därmedutsignalens värde, brukar denna variabel kallas för insignal (eller styrsignal). Sy-stemets beteende kan också ofta bero av yttre variabler som inte går att påverka.1



Sådana variabler brukar ofta kallas störsignaler eller kort och gott störningar.I Figur 1.1 visas en schematisk bild av ett system. Det �nns inget som hindraratt systemet i bilden är uppbyggt av samverkande delsystem. Notera att bådesystemet, detaljnivå av systembeskrivingen och valet av systemgränsen dvs vadsom inkluderas respektive exkluderas i beskrivningen, avgörs av syftet (vilkafrågor vill vi ha besvarade) med studien.PSfrag replacements
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Figur 1.1: Schematisk bild av ett system, S, med insignal u(t), störsignal v(t)och utsignal y(t). Argumentet t anger att variablerna antas variera med tiden.Ett vanligt förfarande när man skall undersöka ett systems beteende är attanvända någon form av modell av systemet. En modell är någon form av be-skrivning av systemet. Modeller kan vara av olika slag, men när vi använderordet modell i denna text avses alltid en matematisk beskrivning av systemet.Modellen kan ofta användas (istället för att göra experiment på det verkliga sy-stemet) för att öka kunskapen om systemet. Detta kan göras genom matematiskanalys av modellen eller genom att simulera modellen.Matematiska modeller kan ha olika egenskaper och tas fram på olika sätt, tex genom fysikalisk modellering (se Kapitel 2), eller direkt från uppmätta datafrån systemet. Det �nns många skäl till att ta fram matematiska modeller föratt beskriva och analysera olika företeelser av ett system. En modell kan t exanvändas för att analytiskt ta fram olika egenskaper hos systemet. Detta gårdock bara om modellen är tillräckligt enkel. Ofta är man hänvisad till att simu-lera modellen i en dator. Fördelen med att simulera en modell jämfört med attgenomföra ett riktigt experiment på systemet är �era. Det kan ofta vara bådedyrt, tidsödande och farligt att genomföra ett experiment, kan man få sammainformation genom en simulering kan mycket vara vunnet. Modellering och si-mulering används därför idag inom praktiskt taget alla områden. När en modellanvänds för att simulera en hel miljö talar man ofta om simulatorer eller vitruellverklighet. T ex �nns simulatorer för både �yg-, bil- och kärnkrafttillämpningar.Det är dock viktigt att komma ihåg att en simulering alltid bygger på enmodell som bara kan (som bäst) beskriva en begränsad del av verkligheten. Enhuvuduppgift i allt slags modellbygge är att ta fram tillförlitliga/trovärdiga mo-deller. Alla modeller har ett begränsat giltlighetsområde (t ex Newtons mekanik2



gäller för hastigheter som är väsentligt mindre än ljushastigheten). Används mo-dellen utanför sitt giltlighetsområde går det inte att lita på resultatet. Vi villhär passa på att citera professor emeritus George Box: Essentially, all modelsare wrong, but some are useful.Inom systemteknik/IT-området används modeller (förutom för olika simule-ringsstudier) t ex för
• Reglerteknisk design� För att på ett adekvat sätt kunna styra olika processer (välja en brainsignal u) krävs för många problemställningar att man har en godmatematisk modell.
• Informationsutvinning (�Data mining�)� För att kunna analysera och tolka stora, komplexa datamängder be-hövs modeller (som kalibreras till de data som ska studeras).
• Modellbaserad diagons och feldetektering (�Early warning system�)� För att tidigt kunna upptäcka ett fel i ett system kan man jämföra mo-dellens utsignal med det verkliga systemets utsignal. Om signalernaplötsligt skiljer sig åt kan detta bero på ett fel i systemet. Modellba-serad feldetektering blir allt vanligare i många tekniska system, t exi moderna bilar.
• Signalbehandling� Ofta innehåller en signal inte bara information utan också olika typerav oönskade störningar och brus. För att så bra som möjligt kunnaseparera ut informationen från en brusig signal behövs ofta en modellav signalen och störningarna. Modellen kan användas för att designaalgoritmer (digitala �lter) som kan ta fram informationen i signalen.
• Prediktioner/Prognoser� För att kunna göra förutsägelser av ett skeende används normalt enmodell. Tekniken används inom många områden, t ex är väderpro-gnosen resultaten av en modell som kalibrerats av väderdata.1.1 Dynamik och dynamiska systemOrdet dynamik härstammar från det grekiska ordet för kraft. Den ursprungli-ga naturvetenskapliga betydelsen av ordet är läran om kroppars, vätskors ochgasers rörelse. Den vardagliga betydelsen av ordet är att något som är dyna-miskt är rörligt och föränderligt, i motsats till något statiskt, som ju är stelt och3



orörligt. Inom systemtekniken har begreppen statiskt kontra dynamiskt fått engenerellare, rent matematisk innebörd:Statiska systemAntag att vi har ett system med insignal u(t), störsignal v(t) samt den resulte-rande utsignalen y(t). För ett statiskt system gäller då att
y(t) = f(u(t), v(t))där f(., .) är någon godtycklig linjär eller olinjär funktion. Ett statiskt systemkännetecknas alltså av att utsignalen y vid en tidpunkt t endast är beroende avinsignal och störning vid samma tidpunkt. Ett exempel på ett statiskt sambandär Ohms lag, u(t) = Ri(t). Här relateras via ett konstant elektriskt motstånd(resistans) R, spänningen1 u över motståndet vid tiden t till strömmen i genommotståndet vid samma tidpunkt.Dynamiska systemDenna typ av system kännetecknas av en inre tröghet, det vill säga den nuva-rande utsignalen y(t) beror inte enbart av insignalen vid tiden t, utan även påtidigare värden på insignal u och störsignal v. Rent praktiskt uppstår ofta dennainre tröghet på grund av energiupplagring och transportfördröjningar. Ett parvardagliga exempel av dynamik: ett fordons hastighet ändras inte momentantdå man trycker på gaspedalen, en behandlingsbar sjukdom försvinner inte direktdå man tar medicin, det blir inte varmt i vattnet i en sjö så fort det blir varmtutomhus.Matematiskt kan dynamiska fenomen beskrivas enligt

y(t) = F (u(τ), v(τ), τ ≤ t)vilket visar att värdet på utsignalen vid tiden t beror av insignalen och störning-arnas vid alla tidigare tidpunkter. Dynamiska system kan man ofta beskriva(modelleras) med hjälp av di�erential- eller di�erensekvationer.I uttrycket ovan ingår endast tiden som oberoende variabel. Di�erential ek-vationersom bara beror av en oberoende variabel kallas ordinära di�erentialekva-tioner (ODE). En utvidning är att tillåta �era oberoende variabler, typiskt bådetids- och rumsvariabler. Vi får då en di�erentialekvation som innehåller partielladerivator med avseende både på tid och rum. Denna typ av di�erentialekvatioerkallas partiella di�erentialekvationer (PDE). Typiska exempel när PDE användsär för att beskriva värmespridning i ett medium (värmeledningsekvationen) eller1Notera att vi här använder variabelnamnet u för att beteckna en utsignal. Orsaken är att
u är standardbeteckning för spänning. 4



beteendet hos olika vågor, t ex ljusvågor, ljudvågor och vattenvågot (vågekva-tionen). Vi kommer i detta kompendium endast ta upp modeller baserade påODE och di�erensekvationer.Det bör tilläggas att de �esta verkliga system till sin natur är dynamis-ka, detta gäller såväl tekniska och naturvetenskapliga system som demogra�ska,informationstekniska, ekologiska och ekonomiska system. Verkligheten är dyna-misk!
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Kapitel 2Matematiska modeller: di�erential-och di�erensekvationer
2.1 Fysikalisk modellering av tekniska systemDetta avsnitt syftar till att ge en introduktion till fysikalisk modellering, samtatt introducera några enkla exempel på verkliga system som kan beskrivas meddi�erential- och di�erensekvationer. Vi betonar att det viktiga inte är att lä-ra sig dessa olika system utantill eller att förstå varje liten del av systemen idetalj, utan snarare att tillägna sig ett sätt att tänka och en förståelse för hurolika modeller kommer till. Eftersom systemteknikens metoder är generella ärdet viktiga hur man behandlar en be�ntlig di�erential/di�erensekvation, intevilka storheter som ingår i ekvationen. I senare delar av kursen kommer vi oftaatt utgå från en given modell.För att kunna beskriva och analysera olika dynamiska systems uppförandekrävs ofta en matematisk modell. Ett sätt att få fram dynamiska modeller ärsom tidigare sagts att ställa upp di�erential- eller di�erensekvationer för det ak-tuella systemet utgående ifrån kända fysikaliska samband. Även för icke tekniskasystem kan ofta enkla naturlagar användas för att formulera en modell. Man börha i åtanke att de naturlagar man använder alltid bygger på förhållandevis enklasamband där förenklande antaganden gjorts. För mer komplicerade system kandärför modellen alltid anses vara en, förhoppningsvis tillräckligt god, approxi-mation av verkligheten. Fortsättningsvis skall vi studera grunderna i fysikaliskmodellering och illustrera med ett antal exempel tagna från olika områden.Man kan generellt säga att fysikalisk modellering inom den klassiska natur-vetenskapen grundar sig på de oförstörbara kvantiteterna massa och energi. Förmassa gäller att:

• Massa kan inte förstöras, och därför är den totala massan oförändrad.
• Massa kan övergå i olika former, från t ex vätska till ånga och från en7



kemisk komponent till en annan.På samma sätt gäller för energi:
• Energi kan inte förstöras, och därför är den totala energin oförändrad.
• Energi kan övergå i olika former, t ex från mekanisk energi till värmeenergi.Dessa grundläggande egenskaper hos de båda storheterna massa och energiger upphov till så kallade balansekvationer. Inom den avgränsade del av verklig-heten som systemet utgör, gör dessa egenskaper att en balans måste råda. Detinnebär att summan av den massa eller energi som �ödar in i ett system pertidsenhet och den massa eller energi som produceras i systemet varje tidsenhetmåste vara lika med summan av den massa eller energi som �ödar ut varje tids-enhet och den massa eller energi som som ackumuleras i systemet per tidsenhet.Vi kan uttrycka detta med en formel som:In�öde + Produktion = Ut�öde + AckumulationSom inledning kan vi betrakta följande principiella modelleringsexempel. I justdetta exempel utelämnar vi för enkelhets skull tidsindexet t, men vi kan till enbörjan tänka oss att alla variabler i �gur 2.1 är tidsvariabla:Exempel 2.1. Vi tänker oss att vi har en totalomblandad tank med vätska, se�gur 2.1.PSfrag replacements
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VFigur 2.1: Schematisk bild av en totalomblandad tank.Antagandet om totalomblandning innebär att vi kan anta att koncentratio-nen av olika ämnen samt vätskans densitet är densamma i hela tanken och iut�ödet.In till tanken �ödar en vätska med �ödeshastigheten Qin [m3/s]. Ut�ödetav vätska är Qut [m3/s]. Vi antar för enkelhets skull att vätskans densitet ärkonstant ρ [kg/m3] i både in�öde och tank, och därmed också i ut�ödet på grundav totalomblandningen. Den in�ödande vätskan har en viss temperatur Tin [K]. Iin�ödet �nns också ett ämne A löst i vätskan med koncentrationen cin [kg/m3]. Isjälva tanken sker en reaktion (i detta fall exoterm) så att �er enheter av ämnet8



bildas under värmeutveckling. Koncentrationen av ämnet i tanken betecknas c[kg/m3]. Värmeutvecklingen vid reaktionen bidrar till att värma upp vätskan itanken som därvid får temperaturen T [K]. Vidare är vätskevolymen i tanken V[m3]. Utgående från kännedomen om variablerna ovan kan man då för vätskan itanken ställa upp följande principiella balansekvationer:Total massförändring per tidsenhet för vätskan i tanken [kg/s]in�ödande massa + 0 (producerad massa)=ut�ödande massa + massförändring i tankenSamtliga variabler i uttrycket ovan är räknade per tidsenhet. För att förtydligaskall vi här matematiskt de�niera de olika termerna i uttrycket. Den massa som�ödar in i systemet varje sekund måste vara lika med vätskans massa per volym-senhet multiplicerat med den volym vätska som �ödar in varje sekund, det villsäga densiteten multiplicerad med �ödet, Qinρ. Samma resonemang för ut�ödetav massa leder till att den massa som �ödar ut varje tidsenhet måste vara Qutρ.Om vi sätter vätskan i tankens totala massa till m så kan vi skriva massföränd-ringen i tanken som dm
dt
. Vi vet vidare att den totala massan i tanken, m, ärvätskans densitet multiplicerad med dess totala volym, det vill säga m = ρV .Vi kan alltså skriva dm

dt
= d(ρV )

dt
. Därmed har vi fått fram en di�erentialekvationsom beskriver totala massförändringen i tanken per tidsenhet, nämligen:

d(ρV )

dt
= Qinρ − QutρUnder antagandet att vätskans densitet ρ är konstant fås slutligen uttrycket

dV

dt
= Qin − Qut (2.1)Vi fortsätter exemplet med att studera hur massan och koncentrationen avämnet A förändras per tidsenhet i tanken. Naturligtvis kan inte enheter av äm-net A bildas ur tomma intet, men vi antar att en reaktion på något sätt harinitierats, t ex genom tillsats av något ämne eller genom ett gasutbyte med at-mosfären:Massförändring per tidsenhet för ämnet A i tanken [kg/s]in�ödande massa av ämnet + massa av ämnet som bildas i reaktionen=ut�ödande massa av ämnet + massförändring av ämnet i tanken9



Precis som i fallet med den totala massan räknas alltså alla variabler ovan pertidsenhet. Massan av ämnet A som �ödar in i tanken per tidsenhet måste nuvara lika med koncentrationen av ämnet multiplicerat med �ödet, det vill säga
cinQin. På samma sätt ges den ut�ödande massan av ämnet per tidsenhet av
cQut. För enkelhets skull antar vi att den nämnda reaktionen där �er enheter avämnet A bildas sker med en reaktionshastighet rV , det vill säga rV [kg/s] bildasav ämnet i tanken. Den totala massan av ämnet A i tanken kan skrivas som cVoch vi erhåller därför att massförändringen av ämnet A per tidsenhet i tankenär d(cV )

dt
(jämför fallet med den totala massan). Utifrån detta kan ytterligare enenkel di�erentialekvation formuleras:

d(cV )

dt
= Qincin − Qutc + rVOfta kan man anta att vätskevolymen i tanken är konstant, vilket medför att

Qin = Qut = Q. Då gäller att d(cV )
dt

= V dc
dt
och ekvationen ovan kan skrivas omsom

dc

dt
= r +

Q

V
(cin − c) (2.2)För en första ordningens kemisk reaktion gäller vidare att r = kc där k är någonproportionalitetskonstant och man får

dc

dt
= kc +

Q

V
(cin − c) (2.3)Slutligen skall vi också ställa upp ett uttryck som beskriver temperaturensdynamik i tanken:Förändring av värmeenergi per tidsenhet i tanken [J/s]värmeenergi hos in�ödande vätska + värmeenergi som frigörs i reaktionen=värmeenergi hos ut�ödande vätska + värmeenergi som ackumuleras i tankenÄven här räknas variablerna per tidsenhet. Vi går inte igenom de olika sam-banden i detalj i detta fall, utan nöjer oss med att konstatera att man utifrånbalansekvationen ovan enkelt kan få fram en di�erentialekvation som beskrivertemperaturförändringen i tanken per tidsenhet. Naturligtvis beror värmeener-gin i inkommande vätska på temperaturen hos densamma, Tin. Likaledes berorvärmeenergin i ut�ödande vätska på den aktuella temperaturen T , och den vär-meenergi som frigörs i reaktionen beror av r. Den värmeenergi som ackumulerasi tanken beror direkt av temperaturförändringen i tanken, och man inser attsambandet blir väldigt likt massbalansekvationerna. Man kan skriva det slutligasambandet som

dT

dt
= k1r +

Q

V
(Tin − T )10



där k1 är någon konstant. �2.2 Sammanfattning av balansekvationer förnågra olika typer av systemVid praktiskt arbete med att ta fram fysikaliska modeller kan det ofta vara svårtatt utgå direkt från de båda principerna om massans och energins oförstörbarhetsom i förra avsnittet. Nedan kompletterar vi därför med några ytterligare speci-alfall användbara för några olika systemtyper, samt sammanfattar det som redansagts. Samtliga dessa ekvationer är härledbara från de båda grundprinciperna.Vi övergår från och med nu delvis till en smidigare notation vad gäller tidsde-rivator, nämligen df
dt

= ḟ där f är någon tidsvarierande funktion. Observera attbalansekvationer alltid relaterar storheter (fysikaliska variabler) av samma slag.Vänster och högerled i ekvationerna måste därför ha samma dimension, det villsäga ha samma enhet.Elektriska kretsar
• För ett ström�öde i en elektrisk krets gäller (Kircho�s första lag) [A]

[

Summa ström in

till knutpunkt

]

=

[

Summa ström utfrån knutpunkt

] (2.4)
• Spänningsbalans i en elektrisk krets (Kircho�s andra lag) [V]

[

Summa spänning runt kretsen
]

= 0 (2.5)Mekaniska system
• Kraftbalans (Newtons lag för translaterande system) [kg m/s2]







Ändring avrörelsemängd
per tidsenhet






=

[

Drivande

krafter

]

−
[

Belastande

krafter

] (2.6)där rörelsemängd de�nieras som ett föremåls massa m multiplicerat meddess hastighet v, det vill säga mv. Förändringen i rörelsemängd per tidsen-het blir därför massan multiplicerat med accelerationen ( d
dt

(mv) = mv̇ =
ma då massan är konstant).

• Momentbalans (Newtons lag för roterande system) [kg m2/s2]11









Ändring avrörelsemängdsmoment
per tidsenhet






=

[

Drivande

moment

]

−
[

Belastande

moment

] (2.7)där rörelsemängdsmomentet för ett roterande system de�nieras som syste-mets tröghetsmoment (J) multiplicerat med dess vinkelhastighet ω, det villsäga Jω. Förändringen i rörelsemängdsmoment per tidsenhet blir därförtrögheten multiplicerat med vinkelaccelerationen ( d
dt

(Jω) = Jω̇).Kemiska och biologiska system
• Koncentrationsbalans (se Exempel 2.1, (2.2)) [ mg/l/s]







Ändring avkoncentration
per tidsenhet






=

[ In�ödande massa

per volyms och tidsenhet

]

−
[ Ut�ödande massa

per volyms och tidsenhet

]

+(2.8)
+







Koncentrationsförändring
per tidsenhet

p g a reaktioner





Energi�öde
• Energibalans [J/s]







Ändring avupplagrad energi

per tidsenhet






=

[

Inkommande

effekt

]

−
[Utgående

effekt

] (2.9)där storheten e�ekt alltså avser energiutveckling/energiförbrukning per tidsen-het.2.2.1 Konstitutiva relationerDet räcker inte att förstå vilken balansekvation som skall användas i ett prak-tiskt modelleringsfall. Beroende på hur problemformuleringen är ställd, vilkavariabler som kan mätas och vad man vill modellera måste i olika grad så kal-lade konstitutiva relationer användas. Dessa relaterar storheter av olika slag, tex �öden med krafter och spänning med ström. Nedan ges ett fåtal exempel påsådana relationer. I Avsnitt 2.2.2 samt i räkneövningarna kommer ytterligareexempel tas upp. 12



• Friktionsmotstånd vid viskös friktion. Friktionskraften F (t) [N] kan oftaantas vara proportionell mot föremålets hastighet v(t) [m/s] (translatoriskasystem) eller vinkelhastighet ω(t) [rad/s] (roterande system). Man får då:
F (t) = kv(t) (translatorisk) alternativt F (t) = kω(t) (roterande). Sammatyp av samband gäller för motståndskraften vid viskös dämpning.

• Elektromekanisk momentöverföring. Det drivande momentet Td(t) [Nm]från en elektrisk motor kan antas vara proportionellt mot strömmen i(t)[A] genommotorn, det vill säga Td(t) = kmi(t) där km är en motorkonstant.
• Ohms lag beskriver samband mellan spänning, u(t) [V], och ström, i(t)[A], över ett elektriskt motstånd R. Det gäller att

u(t) = Ri(t)Motsvarande samband �nns för andra elektriska komponenter, t ex spolaroch kondensatorer. Se exempel 2.4.
• För ut�öde från en tank med fritt utfall gäller enligt Bernoullis lag attvätske�ödet ur tanken Q(t) [m3/s] är proportionellt mot kvadratroten avvätskehöjden, h(t) [m], ovanför utfallet det vill säga

Q(t) = k
√

h(t)Observera att även proportionalitetskonstanterna i relationerna ovan har enhe-ter, det gäller ju att enheten i vänsterledet måste vara samma som enheten ihögerledet. Här har dessa utelämnats för enkelhets skull.2.2.2 Några praktiska exempelFör att illustrera hur fysikaliska modeller kan ställas upp utgående från balans-ekvationer och konstitutiva relationer följer här ytterligare några exempel. Föratt göra exemplen nedan så tydliga som möjligt anges explicit vilka variablersom är tidsvarierande.Exempel 2.2. Fjäder-massa systemPositionen y(t) och hastigheten v(t) för en massa upphängd med en visköstdämpad fjäder enligt �gur 2.2 bestäms enligt Newtons 1:a lag (translatorisk rö-relse) av balansekvationen (2.6).Massan med vikten m och rörelsemängd mv(t) påverkas av en yttre drivandekraft Fd(t). Fjädern genererar en motkraft (belastande) i form av fjäderkraftensom är proportionell mot hur mycket fjädern är utdragen från viloläget, det13



PSfrag replacements
Fd(t) y(t)

m

kb

Figur 2.2: Schematisk bild av fjädersystemet.vill säga y(t). Dämparen i fjädern genererar i sin tur en motkraft som är pro-portionell mot hastigheten, v(t). Fjäderkraften kan alltså skrivas som ky(t) ochdämpkraften som bv(t) där k och b är konstanter som beror av fjäderns ochdämparens egenskaper. Balansekvationen resulterar därför i sambandet
mv̇(t) = Fd(t) − bv(t) − ky(t)där ändringen av rörelsemängd per tidsenhet representeras av tidsderivatan

d
dt

(mv) = mv̇ under antagandet att massan är konstant. För att få uttrycketpå en mer samlad form kan man sedan utnyttja att hastigheten är tidsderivatanav positionen, det vill säga v(t) = ẏ(t) och få
mÿ(t) + bẏ(t) + ky(t) = Fd(t) (2.10)Vi har då en di�erentialekvation som beskriver hur massans position förändrasmed tiden då systemet påverkas av en yttre kraft. Med den terminologi som an-vändes i Kapitel 1 kan vi se positionen y som systemets utsignal, och den yttrekraften Fd som en insignal. �Exempel 2.3. Rotation med stel axelI detta exempel antar vi att en last (massa) med tröghetsmoment J skall roteras,se �gur 2.3. Vinkelläget för rotationen betecknas θ(t) [rad] och vinkelhastighetenPSfrag replacements Td(t)

θ(t), ω(t)

B

J

Figur 2.3: Roterande last driven med en momentgenererande motor.
ω(t) [rad/s] och dess rörelsemängdsmoment är därför Jω(t). Rotationen antasske via en stel axel som påverkas av ett drivande moment Td(t), vilket typisktkan genereras av en likströmsmotor. Också ett belastande moment genereras av14



att lasten utsätts för viskös friktion under rotationsrörelsen. Detta belastandemoment är proportionellt mot föremålets vinkelhastighet, och vi kan skriva detsom Bω där B är någon proportionalitetskonstant. Enligt balansekvationen (2.7)för roterande massa fås nu
Jω̇(t) = Td(t) − Bω(t)Om vi utnyttjar att θ̇(t) = ω(t) kan uttrycket formuleras om som
Jθ̈(t) + Bθ̇(t) = Td(t) (2.11)och vi har därmed en di�erentialekvation som beskriver hur vinkelläget θ berorav det drivande momentet Td från motorn.En modi�ering av uttrycket (2.11) uppkommer då lasten dessutom är inspändi en vägg via en vek (fjädrande) axel. Den motkraft som alstras av inspänningenär proportionell mot massans vinkelläge i förhållande till den fasta inspänningen.Man erhåller då:

Jθ̈(t) + Bθ̇(t) + Kθ(t) = Td(t) (2.12)
�Exempel 2.4. En enkel elektrisk kretsBetrakta den elektriska kretsen i �gur 2.4 med drivspänning u(t) genom vilkendet �yter en ström i(t).

+

−

PSfrag replacements
u(t)

i(t)

L R

CFigur 2.4: Schematisk bild av den elektriska kretsen.En sådan krets kallas för en resonanskrets, och består av en spole med in-duktans L, en kondensator med kapacitans C och ett motstånd med resistans
R. Man kan enkelt uttryckt säga att spolens induktans är ett mått på motstån-det mot strömförändringar genom densamma, och kondensatorns kapacitans ärett mått på dennas förmåga att lagra elektrisk laddning. För motståndet vet viatt spänningen över detsamma med Ohms lag kan skrivas som ur(t) = Ri(t).Beteckningen i för ström gör att vi betecknar tidsderivatan med di

dt
. Liknandekonstitutiva samband �nns för spolen och kondensatorn. Spänningen över spolenkan skrivas som

ul(t) = L
di(t)

dt15



och spänningen över kondensatorn som
uc(t) =

1

C

∫ t

0

i(τ)dτ (2.13)Vi vill nu undersöka hur spänningen över kondensatorn (vi antar att uc(0) = 0)påverkas av den drivande spänningen. Från balansekvationen (2.5) vet vi attsumman av alla delspänningar då man går runt kretsen skall vara 0. Man erhåller(då drivande och belastande spänningar räknas med olika tecken) att
ur(t) + ul(t) + uc(t) − u(t) = 0vilket med uttrycken ovan insatta kan formuleras som

L
di(t)

dt
+ Ri(t) +

1

C

∫ t

0

i(τ)dτ = u(t) (2.14)Man kan sedan se från ekvation (2.13) att i(t) = Cu̇c(t).Substituerar man in detta i ekvation (2.14) fås följande ekvation som beskri-ver hur spänningen över kondensatorn beror av kretsens drivande spänning
LCüc(t) + RCu̇c(t) + uc(t) = u(t) (2.15)

�Exempel 2.5. En tank med fritt utfallEn tank med fritt utfall (utlopp) avbildas i �gur 2.5.
PSfrag replacements Qin

Qut

h(t)

a

A

Figur 2.5: En tank med fritt utfall.Vätskehöjden h(t) [m] mäts från utfallet till vätskeytan och vätskans hastig-het i utloppet är v [m/s]. Tankens respektive utloppets areor betecknas A och
a [m2]. Vi antar också att vi kan fylla på tanken med ett �öde Qin [m3/s]. Omman antar att lufttrycket på vätskeytan är detsamma som vid ut�ödet och att16



vätskehastigheten i tanken är mycket mindre än vätskehastigheten vid utloppetgäller enligt den s k Bernoullis lag (genom principen för energikonservering) att
ρgh =

ρv2

2vilket medför att ut�ödet av vatten Qut [m3] som är vattenhastigheten multi-plicerat med utloppets tvärsnittsarea kan skrivas (Jämför med den konstitutivarelation som gavs i Avsnitt 2.2.1)
Qut = av = a

√

2ghdär g [m/s2] är tyngdaccelerationen. I analogi med (2.1) gäller att förändringenav vätskevolymen i tanken per tidsenhet är lika med in�ödet Qin subtraheratmed ut�ödet Qut och vi får
dV

dt
=

d(Ah(t))

dt
= Qin − a

√

2g
√

h(t)vilket, eftersom tankens tvärsnittsarea är konstant, kan skrivas
dh(t)

dt
= −a

√
2g

A

√

h(t) +
Qin

A
= f(Qin, h(t)) (2.16)som ju är en första ordningens di�erentialekvation vilken är olinjär med avseen-de på vätskehöjden h.De �esta verkliga system är olinjära till sin natur. Ett angreppsätt för attkunna analysera och på ett enkelt sätt arbeta med olinjära modeller är att ge-nom en första ordningens Taylorutveckling approximera den olinjära modellen,i detta fall (2.16), med en linjär modell. Vi kommer senare i kursen gå in mer idetalj på en generell arbetsgång för detta, men visar ändå översiktligt här vadslutresultatet blir.Antag att vi har ett konstant in�öde Qin,0 och låt h0 vara den vätskehöjdsom fås i tanken då det konstanta in�ödet varat under mycket lång (oändlig) tid.Punkten (Qin,0, h0) kan då sägas vara en stationär jämviktspunkt till systemet.Genom Taylorutveckling fås en linjär modell som gäller i en närhet av punkten(Qin,0, h0) och som relaterar avvikelsen ∆h från jämviktshöjden till avvikelsen

∆Q från jämviktsin�ödet enligt
∆h(t)

dt
= −Qin,0

2Ah0

∆h(t) +
∆Q

A
(2.17)

�17



Exempel 2.6. En enkel biologisk reaktorI detta exempel skall en enkel modell för en biologisk reaktor ställas upp. Dennatyp av modell används ofta för att beskriva biologiska processer inom vattenre-ning (t ex biologisk kväverening). Reaktorn består av en totalomblandad tankmed volym V [m3], se �gur 2.6. Genom tanken �ödar vätska med �ödet Q

 qut qut

PSfrag replacements
Sin

Xin S

S

X
X

VFigur 2.6: Schematisk bild av bioreaktorn.[m3/s]. I den inkommande vätskan är koncentrationen av biomassa (vanligtvisbakterier) Xin [mg/l] och koncentrationen av ett substrat Sin [mg/l]. Biomasshal-ten i tanken benämns X(t) och substrathalten S(t). I tanken antas biomassantillväxa genom att tillgodogöra sig energi från substratet. Tillväxthastigheten(reaktionshastigheten) för biomassan betecknas RX(t). Då biomassan tillväxeråtgår en viss mängd substrat per tidsenhet. Mängden substrat som åtgår pertidsenhet är proportionell mot biomassans tillväxthastighet, och reaktionshastig-heten för substratet blir därför − 1
Y

RX(t). Konstanten Y kallas utbyteskonstant.Att proportionalitetskonstanten skrivs på formen 1
Y
kan kännas förvirrande menär konvention inom modellering av bioreaktorer. Utnyttjas nu balansekvationen(2.8) kan di�erentialekvationerna för biomassa respektive substrat skrivas

Ẋ(t) = RX(t) +
Q

V
(Xin − X(t)) (2.18)

Ṡ(t) = − 1

Y
RX(t) +

Q

V
(Sin − S(t)) (2.19)Ett vanligt sätt att beskriva hur tillväxthastigheten RX(t) beror av substrat-och biomasshalter är att använda så kallade Monodfunktioner (mer om såda-na kommer att dyka upp i beräkningslaborationerna). I detta fall får man då

RX(t) = µmax
S(t)

KS+S(t)
X(t) där µmax och KS är konstanter. Sätter vi in dettauttryck i (2.18)-(2.19) fås

Ẋ(t) = µmax
S(t)

KS + S(t)
X(t) +

Q

V
(Xin − X(t)) (2.20)

Ṡ(t) = − 1

Y
µmax

S(t)

KS + S(t)
X(t) +

Q

V
(Sin − S(t)) (2.21)som är ett system av första ordningens olinjära di�erentialekvationer, det villsäga derivatorna beror på ett olinjärt sätt av variablerna, S(t) och X(t). Vi kom-mer att återkomma till olinjära system i allmänhet och detta exempel senare i18



kompendiet. �Som synes har de konstitutiva sambanden behandlats mycket litet i dessaexempel. Syftet är inte att lära sig dessa utantill, utan snarare att givet en vissbalansekvation och de konstitutiva samband som gäller kunna ställa upp enklaremodeller. På räkneövningarna kommer �er exempel att gås igenom.Många system är betydligt mera komplexa än de exempel som redovistatsovan. För mera komlexa system är det ofta fördelaktigt att försöka dela uppsystemet i mindre delsystem och försöker ta fram modeller för respektive del-system. Som tidigare nämnt bestämmer syftet med modelleringen detaljnivånpå modellen och de approximationer och idealiseringar som görs. Speciellt föricke tekniska system kan man behöva använda sig av hypoteser och empiriskasamband. Man kan ha god hjälp av datorstöd för modellbygget.2.2.3 Analogier mellan några av systemtypernaSom insetts och påpekats i föregående text �nns många likheter mellan de di�e-rentialekvationer som kan ställas upp med balansekvationer. Vi skall här jämföranågra av de system som presenterats ovan. Till att börja med skall några andraordningens system (det vill säga system som beskrivs med di�erentialekvatio-ner som innehåller andraderivator) betraktas, nämligen 2.10, 2.12 och 2.14. Vimodi�erar också dessa uttryck något för att få dem på samma form.
• Translaterande rörelse

m
dv(t)

dt
+ bv(t) + k

∫ t

0

v(τ)dτ = Fd(t) (2.22)
• Roterande rörelse

J
dω(t)

dt
+ Bω(t) + K

∫ t

0

ω(τ)dτ = Td(t) (2.23)
• Elektrisk krets

L
di(t)

dt
+ Ri(t) +

1

C

∫ t

0

i(τ)dτ = u(t) (2.24)Som synes har de tre modellerna ovan en mycket likartad struktur, vilket deockså har gemensamt med många modeller för andra typer av system. I Tabell2.1 sammanfattas de tre modellerna och deras egenskaper.På samma sätt kan vi sammanfatta första ordningens �ödessystem från (2.3)och (2.17) (något modi�erade från grunduttrycken).19



Translation Rotation Elektrisk kretsIntensitet Kraft Fd Vridande moment Td Spänning uFlöde Hastighet v Vinkelhastighet ω Ström i
∫ (�öde)dt Läge y Vinkel θ Laddning qTröghet Massa m Tröghetsmoment J Induktans LDämpning Dämpning b Dämpning B Resistans RElasticitet Fjädring k Styvhet K 1/Kapacitans= 1

CTabell 2.1: Analogier mellan modellerna (2.22)-(2.24).
• Tankreaktor

V
dc(t)

dt
+ (Q + kV )c = Qcin (2.25)

• Tank med fritt ut�öde
A

∆h(t)

dt
+

Qin,0

2h0
∆h(t) = ∆Q (2.26)Analogierna mellan dessa system visas i Tabell 2.2.Tankreaktor Tank med fritt utfallIntensitet Koncentration c Vätskehöjd ∆hFlöde Partikel�öde Qc Flöde ∆QUpplagring Volym V Area ATidskonstant 2V0/Qin,0 V/(Q + kV )Tabell 2.2: Analogier mellan modellerna (2.25)-(2.17). Tidskonstanten är ettmått på systemets reaktionstid som vi skall diskutera mer ingående senare.

2.2.4 Några tidsdiskreta systemMed ett tidsdiskret system menar vi ett system där utsignalen vid en viss tid-punkt beror av nuvarande och äldre värden på insignal och störning från vissadiskreta tidpunkter. Lite mer formellt kan man säga att en tidsdiskret signalär en uppräkningsbar sekvens. Ett tidsdiskret system är ett system som verkarpå en tidsdiskret insignal och producerar en tidsdiskret utsignal. Ofta användstidsdiskreta modeller (di�erensekvationer) som approximationer av tidskontinu-erliga system (jämför t ex Eulers metod inom numerisk analys). Notera att föratt kunna simulera en modell av ett dynamiskt system i en dator måste model-len ekvationer lösas i tidsdiskreta tidpunkter.20



Om man t ex vill konstruera en modell direkt från uppmätta data är det juuteslutande så att man har tillgång till data i diskret tid med vissa tidsintervallmellan mätningarna (det �nns en väl utvecklad teori för tillvägagångssättet viddenna typ av modellering). För en del fall, t ex inom ekonomi och lagerhåll-ning, faller det sig dock naturligt att direkt ställa upp tidsdiskreta dynamiskamodeller. Nedan tas fyra exempel upp.Exempel 2.7. En nationalekonomisk modellInom nationalekonomi används många matematiska modeller av varierandekomplexitet. Vissa av dessa modeller syftar till att beskriva länders bruttona-tionalprodukt (BNP), och vi skall här titta på en sådan. Vi inför beteckningen
y(k) för bruttonationalprodukten år k. De variabler som ingår i begreppet BNPär konsumtionen c(k) under året, investeringar i(k) som gjorts under året samtstatens utgifter under året g(k). De�nitionsmässigt gäller att

y(k) = c(k) + i(k) + g(k) (2.27)Självklart �nns det ett intresse för att på ett enkelt sätt kunna förutsäga (pre-diktera) BNP ett antal år framåt i tiden. För att göra detta kan man utnyttjaatt det förutom (2.27) �nns andra mer implicita samband mellan variablerna.I verkligheten är dessa samband komplicerade och det går inte att som i fö-regående avsnitt utnyttja bestämda naturlagar. Det går dock att göra en delförenklande antaganden. Ett exempel på sådana är följande:1. Konsumtionen i år antas vara proportionell mot BNP föregående år
c(k) = ay(k − 1) (2.28)2. Investeringarna kan antas vara proportionella mot ökningstakten i kon-sumtionen

i(k) = b(c(k) − c(k − 1)) (2.29)Ekvationerna (2.27)-(2.29) beskriver nu en modell för det ekonomiska systemet.Man kan naturligtvis ifrågasätta exaktheten hos denna modell, men de bådaantagandena känns åtminstone principiellt rimliga. Som redan sagts är vi in-tresserade av att modellera BNP (y(k)), och det faller sig då naturligt att väljadenna som utsignal. Som insignal väljer vi statens utgifter år k, g(k), vilketinnebär att vi ser denna som statens möjlighet att påverka BNP. Man kan nueliminera variablerna c(k) och i(k) i (2.27) genom att använda (2.28) och (2.29)vilket slutgiltigen ger di�erensekvationen
y(k) = (a + ab)y(k − 1) − aby(k − 2) + g(k) (2.30)Denna modell kan nu användas för att prediktera BNP givet att man kännertill statens utgifter för året. Denna prediktion kan sedan i sin tur användas för21



att förutsäga BNP året därefter givet att man på något vis kan gissa hur storastatens utgifter kommer att vara. Det bör nämnas att prediktionen (på grund avmodellfel) naturligtvis blir osäkrare ju längre fram i tiden man vill prediktera,precis som för väderprognoser. Ett vanligare sätt att skriva di�erensekvationersom (2.30) är att samla ut- och insignaltermer på varsin sida, och man får då
y(k) − (a + ab)y(k − 1) + aby(k − 2) = g(k) (2.31)

�Exempel 2.8. En modell för lagerhållningEftersom det är kostsamt att för a�ärsidkare och industri att hålla artiklar ilager är det viktigt att på något sätt kunna hålla få artiklar i lager, samtidigtsom artiklarna i lagret inte får ta slut. Då man skall kontrollera detta förlopp kanman utgå från matematiska modeller över sitt lager. Nedan skall vi presenteraen mycket enkel sådan. Låt y(k) vara antalet artiklar i lager vid tiden (dagen)
k. Vi låter vidare u(k) vara en beställning av varor till lagret vid tiden (dagen)
k. Vi antar också att den beställda varan levereras till lagret två tidsenheter(dagar) senare. Ett enkelt samband som beskriver detta förlopp blir då

y(k) = y(k − 1) + u(k − 2) (2.32)Naturligtvis behövs också en term som beskriver det dagliga uttaget ur lagret.Denna term döper vi till v(k). Detta är ett typiskt exempel på en term som inteden lageransvarige kan påverka, och det är därför naturligt att se denna somen störsignal. På samma sätt är ju beställningen till lagret (u(k)) något somden lageransvarige själv bestämmer, vilket med vår terminologi gör den till enlämplig insignal. Inför vi störtermen v(k) (uttagen) i (2.32) får vi slutligen
y(t) = y(k − 1) + u(k − 2) − v(k) (2.33)

�Exempel 2.9. Digital signalbehandlingEn mycket vanlig exempel på tidsdiskreta system är de algoritmer som användsför digital signalbehandling. Ett typiskt exempel är man har en tidsdiskret signaldär man vill framhäva och/eller undertrycka vissa egenskaper. T ex kan signaleninnehålla slumpmässiga störningar som man vill reducera. Man talar ofta omdigitala �lter, som helt enkelt är ett tidsdiskret system som används för attbehandla en tidsdiskret signal.Ett exempel på ett digitalt �lter är att beräkna ett glidande medelvärdebaserat på N stycken mätningar. Om vi betecknar medelvärdet vid tiden k medy(k) kan vi skriva det tidsdiskreta systemet (digitala �ltret) som
y(k) =

1

N

p=N−1
∑

p=0

u(k − p) (2.34)22



där u betecknar den tidsdiskreta signal som �ltreras. Ju större N väljs ju e�ekti-vare kommer slumpmässiga störningar att �ltreras. Dock minskar förmågan attsnabbt följa �verkliga� förändringar i signalen u då N ökar.Ett mera allmänt (linjärt och tidsinvariant) digitalt �lter kan skrivas
M

∑

m=0

amy(k − m) =

p=N
∑

p=0

bku(k − p) (2.35)Uppgiften är nu att designa koe�cienterna {am}M
m=0, {bp}N

p=0 så att �ltret fårlämpliga egenskaper. Det �nns en mängd olika metoder för att göra detta.Exempel 2.10. Tidsdiskreta stokastiska processerDet är mycket vanligt att en tidsserie har en slumpmässig variation (eller intekan beskrivas på något annat sätt). Detta kan t ex gälla naturföreteelser (väder-variatioer, havsvågor), tekniska system (störningar i elnätet), och ekonomiskasystem (börskursens utveckling).För att beskrivning slumpmässiga förlopp hos en signal används normalttidsdiskreta modeller (den matematiska beskrivningen blir väsentligen mycketenklare jämfört med om kontinuerliga modeller används). Ett standardredskapär att för att beskriva ett slumpmässigt förlopp är stokastiska processer. Teorinför stokastiska processer är ganska komplex och här ska vi bara exempli�erakopplingen till tidsdiskreta system.Ett exempel på en stokastisk process är följande di�erensekvation
y(k) = ay(k − 1) + e(k) (2.36)där e(k) är en sekvens av okorrelerade slumpmässiga variabler med medelvärdenoll och varians λ. En sådan sekvens kallas vitt brus. Matematiskt kan egenska-perna för vitt brus uttryckas: E{e(t)} = 0, E{e2(t)} = λ, och E{e(t)e(j)} = 0för t 6= j. Med olika värden på a kan olika slumpmässiga förlopp genereras, tex om a är nära ett blir kommer två närliggande värden av y att ha en starkpositiv korrelation emedan om a är nära -1 erhålls en negativ korrelation (om

y(k) är positiv är det en stor sannolikhet att y(k + 1) är negativ). Den stokas-tiska process som beskrivs av (2.36) kallas en autoreggresive process av ordning1 eller kort AR(1) process. En generalisering ges av AR(N) processen som kanskrivas
y(k) =

p=N
∑

p=1

apy(k − p) + e(k) (2.37)Det är värt att notera att det är mycket sällan som värdet på a kan bestäm-mas med fysikalisk modellering utan man är normalt hänvisad till �empiriskmodellering� se vidare Kap 8 23



Exempel 2.11. En modell för lagerhållning - fortsättningDet är naturligt att anta att uttagen v(k) från lagren är slumpmässiga. Dock böruttagen ha en viss korreleration, ett stort uttag idag medför en stor sannolikhetför ett stort uttag i morgon. Ett exempel på en sådan modell är
v(k) = −(e(k) + 0.9e(k − 1)) (2.38)där e(k) är vitt brus (minustecknet påverkar inte resultatet, utan införs bara föratt slippa ett minustecken i formeln nedan). Detta ger en stokastisk lagermodellenligt

y(t) = y(k − 1) + u(k − 2) + e(k) + 0.9e(k − 1) (2.39)Det är naturligt att variablerna mäts i förhållande till en normalnivå. �2.3 Några de�nitioner runt begreppet system.Att sätta sig in i en ny terminologi tar alltid lite tid. Inom systemtekniken �nnsen uppsjö av begrepp och de�nitioner. Vi skall här ta upp några sådana ochförsöka förklara dem på ett intuitivt sätt.Ett system med en in- och en utsignal kan allmänt uttryckas på formen
F (t,

dny(t)

dtn
, . . . , y(t),

dnu(t)

dtn
, . . . , u(t)) = 0Om systemet är tidsinvariant försvinner det explicita beroendet av tiden t ochekvationen reduceras till

F (
dny(t)

dtn
, . . . , y(t),

dnu(t)

dtn
, . . . , u(t)) = 0För ett tidskontinuerligt system som är tidsinvariant gäller att om y(t) är denutsignalen som svarar mot en insignal u(t) så gäller att om insignal är u(t− to)så är utsignalen y(t− to).En di�erentialekvation sägs vara linjär om derivatan av högst ordning avutsignalen kan skrivas som en linjär funktion av lägre ordningens derivator samtinsignalen och derivator av denna. Den allmänna formen för ett linjärt, tidsin-variant system (ett så kallat LTI-system) ges av

dny(t)

dtn
+ a1

dn−1y(t)

dtn−1
+ . . . + any(t) = b0

dmu(t)

dtm
+ b1

dm−1u(t)

dtm−1
+ . . . + bmu(t)(2.40)Teorin för LTI-system är mycket väl utvecklad och det underlättar analysenväsentligt om man kan skriva/approximera �sitt� system som ett LTI-system. Tex gäller då superpositionsprincipen. Om

u(t) = c1u1(t) + c2u2(t) (2.41)24



så blir utsignalen
y(t) = c1y1(t) + c2y2(t) (2.42)där yk(t) är utsignalen då insignalen är uk(t).Ett tidsdiskret LTI-system kan skrivas som

y(k)+a1y(k−1)+. . .+any(k−n) = b0u(k)+b1u(k−1)+ . . .+bnu(k−n) (2.43)Alla de system vi tagit upp i detta kapitel är linjära, utom tankexemplet iExempel 2.5 och bioreaktorn i Exempel 2.6. I tankexemplet beror ju t ex högstaordningens derivata av vätskehöjden på kvadratroten av vätskehöjden.Om ett system är kausalt beror utsignalen vid en tidpunkt y(t) endast på
u(t) och äldre värden på insignalen, det vill säga inte av framtida insignalvärden.Alla verkliga system är kausala.Med en jämviktspunkt menar vi en punkt där systemet be�nner sig i vila, detvill säga där alla derivator av in- och utsignal som ingår i systembeskrivningenär noll. En sådan punkt kallas ofta stationär punkt.2.4 Stabilitetsbegreppet: inledande diskussionEttmycket viktigt begrepp då man studerar med di�erential- och di�erensekva-tioner är stabilitet. Stabilitet, som kan de�nieras på olika sätt, är i allmänhet inteen systemegenskap, utan en egenskap hos en lösningen till di�erentialekvation.Att påvisa stabilitet för en allmän di�erentialekvation är generellt sett svårt.Vi ska här begränsa diskussionen till LTI-system. En naturlig de�nition påstabilitet är att ett system är stabilt om en begränsad insignal ger en begränsadutsignal. Ett system är insignal-utsignalstabilt1 om det �nns en konstant Kså att

|u(t)| ≤ M ⇒ |y(t)| ≤ KMför alla t.För LTI-system är det mycket enkelt att genomföra en stabilitetsanalys, tackvare att stabilitet här sammanfaller med en viss systemegenskap. Detta skall vititta närmare på i Kapitel 3. I Kapitel 7 skall vi ta upp något om stabilitetsa-nalyser för olinjära system.1Eng: BIBO stability = Bounded-Input Bounded-Output stability.25



Ett annat vanligt begrepp är asymptotisk stabilitet. Ett dynamiskt sy-stem är asymptotiskt stabilt om y(t) → 0 när t → ∞ för alla begynnelsetill-stånd när u = 0. För linjära system gäller att ett asymptotiskt stabilt systemär insignal-utsignalstabilt.
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Kapitel 3Tidskontinuerliga LTI-systemSyftet med detta kapitel är att sätta in Laplace-transformen i ett systemtek-niskt sammanhang. Skälet till att använda Laplace-transformen är att analysoch lösning av di�erentialekvationer underlättas väsentligt. Dessutom ger denett kompakt sätt att beskriva di�erentialekvationer. Vi kommer att i stor ut-sträckning använda oss av de exempel som presenterats i Kapitel 2. Man börbetona att teorin med överföringsfunktioner och den analys som bygger på dettabegrepp endast är tillämpbar på linjära tidsinvarianta system (LTI-system). Vibörjar med att repetera några grundläggande räkneregler för Laplacetransfor-mer.
• Superposition. Laplacetransformen kan ses som en linjär operator och där-för gäller superpositionsprincipen för linjära system. Matematiskt kan viskriva detta som

L{a1y1(t) + a2y2(t)} = a1Y1(s) + a2Y2(s)

• Derivering. Det gäller att L{dy
dt
} = sY (s) − y(0). För högre ordningensderivator gäller att

L{y(k)} = skY (s) − sk−1y(0) − sk−2y(1)(0) − . . . − y(k−1)(0)Ofta kan man anta att det system man arbetar med är i vila vid ana-lysens/experimentets början (som vanligtvis de�neras som t = 0) vilketinnebär att begynnelsevärdena för y och alla dess derivator är noll. Ef-tersom systemet är linjärt är det inte heller någon begränsning att antaatt y(0) = 0, vi kan betrakta y som avvikelser från en arbetspunkt. Dessaantaganden ger att
L{y(k)} = skY (s)

• Integration. För en integration i tidsplanet gäller i transformdomänen att
L{

∫ t

0

y(τ)dτ} =
1

s
Y (s)27



• Faltning. En multiplikation i transformdomänen svarar mot en faltning itidsdomänen dvs
L−1{F (s)G(s)} =

∫ t

0

f(τ)g(t − τ)dτVi skall nu sätta in dessa begrepp i sitt systemtekniska sammanhang.3.1 Överföringsfunktioner för tidskontinuerliga sy-stemVi utgår från den allmänna linjära (tidsinvarianta) di�erentialekvationen
dny(t)

dtn
+ a1

dn−1y(t)

dtn−1
+ . . . + any(t) = b0

dmu(t)

dtm
+ b1

dm−1u(t)

dtm−1
+ . . . + bmu(t)(3.1)där vi kräver att m ≤ n (förklaringen till detta krav kommer senare i kapitlet).Om man förutsätter att systemet är i vila vid t = 0 (y och u och alla derasderivator har begynnelsevärdet 0) blir Laplacetransformen av (3.1)

(sn + a1s
n−1 + . . . + an)Y (s) = (b0s

m + b1s
m−1 + . . . + bm)U(s) (3.2)där Y (s) och U(s) är Laplacetransformerna av signalerna y(t) och u(t).Systemets överföringsfunktion G(s) fås nu genom att bilda kvoten mellan

Y (s) och U(s) som
G(s) =

Y (s)

U(s)
=

b0s
m + b1s

m−1 + . . . + bm

sn + a1sn−1 + . . . + an
(3.3)Det är också vanligt att formulera (3.3) enligt Y (s) = G(s)U(s), det vill säga vikan till en början se överföringsfunktionen som ett behändigt sätt att represente-ra och därefter lösa linjära di�erentialekvationer (jämför med tidigare kursdel).Särskilt till sin rätt kommer denna representation då G(s) representerar kom-plexa di�erentialekvationer som kan vara svåra att lösa direkt i tidsdomänenmen lätta om man tar vägen via Laplacetransformen. En annan mycket storfördel med att använda överföringsfunktionen som representation av ett linjärtsystem är att den gör det mycket enkelt att bygga ihop stora system av mångadelsystemkomponenter.
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Vi illustrerar begreppet överföringsfunktion med följande exempel:Exempel 3.1. Överföringsfunktion för fjäder-massasystemet i Exempel2.2Betrakta Exempel 2.2, där en massa m hängde i en fjäder och en dämpareunder inverkan av en yttre kraft Fd. Massans position löd då di�erentialekvatio-nen
mÿ(t) + bẏ(t) + ky(t) = Fd(t)eller något omformuleraẗ

y(t) +
b

m
ẏ(t) +

k

m
y(t) =

1

m
Fd(t)Laplacetransformerar vi uttrycket ovan (vi antar att systemet är i vila vid t =

0) och bildar överföringsfunktionen från kraften Fd (insignal) till positionen y(utsignal) fås i detta fall
G(s) =

Y (s)

Fd(s)
=

1/m

s2 + (b/m)s + k/meller på den vanligare formen
Y (s) =

1/m

s2 + (b/m)s + k/m
Fd(s) (3.4)Känner vi alltså Fd(t) och dess Laplacetransform Fd(s) kan vi enkelt via en ta-bell över inversa Laplacetransformer bestämma positionen y(t) som L−1(Y (s)).

� På samma sätt kan man ta fram överföringsfunktionerna för alla de linjärasystem som presenterades i Kapitel 2.3.1.1 Impulssvar och stegsvarI detta avsnitt skall lösningen av linjära di�erentialekvationer för några speci-ella val av insignaler undersökas. Från transformteorin vi att en multiplikation iLaplacedomänen representerar en faltning i tidsdomänen. Om vi alltså har detmultiplikativa sambandet
Y (s) = G(s)U(s) (3.5)i Laplacedomänen kan utsignalen i tidsdomänen skrivas som en faltning (noteraatt multiplikation i Laplacedomänen svarar mot faltning i tidsdomänen)

y(t) =

∫ t

0

g(τ)u(t− τ)dτ (3.6)29



där g(t) = L−1(G(s)), det vill säga den inversa Laplacetransformen till överfö-ringsfunktionen. Denna brukar ofta benämnas viktfunktion eftersom g(τ) angerhur mycket insignalen u(t−τ) skall viktas i bestämningen av utsignalen y(t) vidtidpunkten t.En annan benämning på viktfunktionen g(t) är impulsfunktionssvar ellernågot kortare impulssvar. Vi tänker oss då att vi väljer insignalen som en Dirac-puls u(t) = δ(t), och får då
y(t) =

∫ t

0

g(τ)δ(t − τ)dτ = g(t) (3.7)eftersom insignalen är 0 utom då τ = t och arean under impulsen är 1. Utsignalen
y(t) är alltså lika med den inversa Laplacetransformen g(t) till överföringsfunk-tionen G(s) vilket motiverar benämningarna ovan.Det är naturligtvis omöjligt att i verkligheten generera en insignal som ären ideal Dirac-puls eftersom denna har oändlig amplitud. Vad man i praktikenfår göra är att på lämpligt sätt approximera den ideala impulsen. Vi ska senarese hur impulssvaret praktiskt kan bestämmas genom ett enkelt experiment. Vidanalytiska beräkningar är det ofta betydligt enklare att använda den ideala im-pulsen.Systemets stegsvar är på samma sätt utsignalens respons då insignalen u(t)är ett (Heaviside-)steg. Ett steg är ju som vi vet i tidsdomänen lika med 0 då
t <0 (det vill säga då systemet är i vila) och har värdet A då t ≥ 0. Dess Lapla-cetransform är vidare U(s) = A

s
. Om A=1 kallar man steget för ett enhetssteg.Antag nu att vi har ett enhetssteg som insignal. Från (3.6) ser vi direkt att

y(t) =

∫ t

0

g(τ)dτ (3.8)eftersom u(t) =1 i hela tidsintervallet 0≤ τ ≤ t. Väljer man att titta på det helai Laplacedomänen så får man från (3.5) att Y (s) = G(s)1
s
och därmed att

y(t) = L−1(G(s)
1

s
) (3.9)och eftersom 1

s
i Laplacedomänen motsvarar en integration i tidsdomänen (lik-som en faktor s motsvarar en derivering) fås stegsvaret enligt tidigare som

y(t) =
∫ t

0
g(τ)dτ .Nedan skall vi undersöka impuls och stegsvar för ett par av systemen frånKapitel 2. 30



Exempel 3.2. Impuls och stegsvar för servosystemet (Exempel 2.3)I Exempel 2.3 ställdes di�erentialekvationen för ett system där en massa rot-erades med en motor via en stel axel. Om vi antar att massans tröghetsmoment
J =1 kg m2/rad och den viskösa friktionskoe�cienten B =1 kg m2/s/rad fåsenligt (2.11)

θ̈(t) + θ̇(t) = Td(t)och genom Laplacetransformering fås överföringsfunktionen från det drivandemomentet Td till vinkelläget θ som
G(s) =

θ(s)

Td(s)
=

1

s(s + 1)det vill säga
θ(s) = G(s)Td(s) =

1

s(s + 1)
Td(s)Först antar vi att det drivande momentet Td från motorn är en impuls. Dågäller enligt (3.7) att

θ(t) = g(t) = L−1(G(s)) = L−1(
1

s(s + 1)
)

= 1 − e−t (3.10)I �gur 3.1 visas detta impulssvar, och resultatet känns intuitivt fysikaliskt rim-ligt. Man kan jämföra att lägga på en impuls med att kortvarigt slå på motornoch under ett kort tidsintervall generera ett vridande moment. I ett sådant fallbör ju lasten kortvarigt rotera, för att sedan stanna i något nytt vinkelläge. Det-ta är ju precis vad som ses i �guren.Betraktar vi nu stegsvaret vet vi att detta ges av
θ(t) = L−1(

G(s)

s
) = L−1(

1

s(s + 1)

1

s
)

=

[Partialbråks-uppdelning ]

= L−1(
1

s2
− 1

s(s + 1)
) = L−1(

1

s2
) − L−1(

1

s(s + 1)
) =

= t − (1 − e−t) (3.11)vilket också är fysikaliskt rimligt. Steget motsvaras ju av att vi låter motorngenerera ett konstant moment, det vill säga motorn är påslagen hela tiden.Massan bör ju då hela tiden rotera runt sin axel, och vinkelläget därmed öka.Detta motsvaras ju här av att lösningen innehåller en ren t-term, och därmedgår mot oändligheten med tiden. De första 10 sekunderna av stegsvaret �nnsplottade i �gur 3.2.
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Figur 3.1: Impulssvar för systemet med roterande massa.
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Figur 3.2: Stegsvar för systemet med roterande massa.Exempel 3.3. Impuls och stegsvar för fjäder-massasystemet i exempel3.1Antag nu att massan för vikten i fjäder-massasystemet är m =1 kg. Fjäder-konstanten k =1 kg/s2 (vilket är samma enhet som N/m, det vill säga den kraftfjädern svarar med per meter den är utdragen) och dämpningskonstanten b =0.5kg/s. Sätter vi in dessa konstanters värde i (3.4) fås sambandet
Y (s) =

1

s2 + 0.5s + 1
Fd(s) (3.12)32



Antar vi nu att dragkraften Fd(t) är en impuls fås enligt resonemanget ovan medhjälp av en Laplacetransformtabell att
y(t) = g(t) = L−1(G(s)) = L−1(

1

s2 + 0.5s + 1
)

=
1√

0.9375
e−0.25t sin(

√
0.9375t) (3.13)Detta impulssvar visas i �gur 3.3. Resultatet känns intuitivt rimligt för dettasystem; om man lägger på en kortvarig kraftimpuls bör massan lämna sitt jäm-viktsläge (y =0) men så småningom, eventuellt via oscillationer, återgå dit närinverkan av impulsen avtagit.
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JämviktsnivåFigur 3.3: Impulssvar för fjäder-massasystemet.På samma sätt kan man med hjälp av tabellen räkna ut stegsvaret som
y(t) = L−1(

G(s)

s
) = L−1(

1

s2 + 0.5s + 1

1

s
) (3.14)vilket dock ger upphov till en del räkningar som vi hoppar över här. Stegsvaret�nns dock att beskåda i �gur 3.4. Även detta resultat känns intuitivt rimligt,lägger man på en konstant dragkraft bör ju massan lämna sitt jämviktsläge ochdessutom förbli utdragen. �Man kan fråga sig vad vitsen är med att undersöka systemets respons för såenkla insignaler som impulser och steg. Ett svar på frågan är att det är lätt attutifrån dessa responser särskilja vissa egenskaper hos systemen. Vad avgör t exhur mycket impulssvaret för fjäder-massasystemet oscillerar innan det återgår33



0 5 10 15 20 25
0

0.5

1

1.5

tid [s]

P
os

iti
on

 y
(t

) 
[m

]

Slutlig nivå för stegsvaret

Figur 3.4: Stegsvar för fjäder-massasystemet.till jämviktsläget, och vad avgör hur snabbt man når slutvärdet för stegsvaret?Svaret ligger naturligtvis i systemets struktur och de olika parametrarnas värden.Utifrån exemplen ovan kan man också inse behovet av ett generellt ramverk föratt beskriva och analysera egenskaper hos dynamiska system, och det är ocksåvad nästa avsnitt skall handla om.3.1.2 Poler, nollställen och stabilitet för tidskontinuerligaLTI-systemAntag att vi har ett tidskontinuerligt LTI-system med överföringsfunktionen
G(s) =

B(s)

A(s)
=

b0s
m + b1s

m−1 + . . . + bm

sn + a1sn−1 + . . . + anSystemets poler de�nieras då som nollställena till överföringsfunktionensnämnarpolynom, det vill säga rötterna till
sn + a1s

n−1 + . . . + an = 0som också kallas den karakteristiska ekvationen. Som vi snart skall diskutera harpolernas lägen stor betydelse för det dynamiska systemets uppförande.Nollställena för ett system ges på samma sätt av nollställena till överförings-funktionens täljarpolynom, det vill säga rötterna till
b0s

m + b1s
m−1 + . . . + bm = 0Vi kommer framledes inte att diskutera betydelsen av nollställen särskilt mycket.34



För att illustrera begreppen poler och nollställen tittar vi på ett enkelt ex-empelExempel 3.4. Poler och nollställen för systemet med massa som rot-erar på stel axel (Exempel 3.2)I Exempel 3.2 konstaterades att servosystemet för ett visst val av parametrarhar överföringsfunktionen
G(s) =

1

s(s + 1)Systemets poler ges alltså av ekvationen s(s+1) =0, det vill säga polerna är
s =0 och s = −1. Eftersom vi inte har något polynom i täljaren har systemetinga nollställen. �I Avsnitt 2.4 diskuterades kort stabilitetsbegreppet. Vi skall här undersökaunder vilka villkor ett tidskontinuerligt LTI-system uppfyller de olika de�nitio-nerna. Man kan visa (detta görs i reglerteknikkursen) att följande gäller gäller:Ett system är insignal-utsignalstabilt om alla poler har strikt ne-gativ realdel.Ett system där alla poler har strikt negativ realdel är också asymptotisktstabilt dvs y(t) → 0 när t → ∞ för alla begynnelsetillstånd när u = 0.Härnäst skall vi utföra en stabilitetsanalys för systemen i Exempel 3.2 ochExempel 3.3.Exempel 3.5. Stabilitetsanalys för servosystemet i Exempel 3.2Vi har visat att servosystemet med överföringsfunktionen G(s) 1

s(s+1)
har en poli s =0 och en i s =-1. Eftersom en av polernas realdel är noll medan den andrahar en strikt negativ realdel är systemet ej insignal-utsignalstabilt.Att systemet inte är insignal-utsignalstabilt kan vi lätt se i Figur 3.2. Här har vien konstant begränsad insignal (u =1), men systemets utsignal växer hela tidendå t ökar. Detta är precis det vi beskrivit tidigare, eftersom vi antar att motornhär driver med ett konstant moment kommer massan hela tiden att fortsättarotera, och vinkeln kommer därmed att öka. �Exempel 3.6. Stabilitetsanalys för fjäder-massasystemet i Exempel 3.3Vi har konstaterat att vårt system där en massa var upphängd i en fjäder ochen dämpare för ett visst val av parametrar hade överföringsfunktionen

G(s) =
1

s2 + 0.5s + 135



och den karakteristiska ekvationen ges därför av uttrycket s2 +0.5s+1=0. Löserman denna ekvation fås polerna
s = −1

4
± i

√
15

4och systemet är därmed insignal-utsignalstabilt eftersom vi har ett komplexkon-jugerat polpar med strikt negativ realdel (observera att komplexa poler alltid ärkomplexkonjugerade).Jämför vi nu resultatet från stabilitetsanalysen med systemets stegsvar i Fi-gur 3.4) ser vi att de väl överensstämmer. För en konstant begränsad insignal(dragkraft) erhålls en begränsad utsignal (position). �3.1.3 Samband mellan polläge och respons i tidsplanetI föregående avsnitt har vi diskuterat vad som händer då ett system inte är sta-bilt. Frågan är nu hur polernas läge i det komplexa talplanet påverkar responseni tidsplanet för ett stabilt system. Vi skall till att börja med studera ett enkeltexempel.Exempel 3.7. Samband mellan polläge och stegsvar för ett första ord-ningens systemAntag att vi har ett första ordningens system givet som
Y (s) =

a

s + a
U(s)där a är någon parameter. Låt säga att vi låter a anta värdena 1, 2 och 3 vilketmotsvarar att systemets pol kommer att ligga i -1, -2 respektive -3. I �gur 3.5�nns stegsvaret för de tre fallen plottade.Ur �guren kan man utläsa att stegsvaret blir snabbare ju längre från origopolen ligger. Man ser också att systemets stegsvar inte är oscillativt för någotval av systempol. Nämnas kan också att om man väljer a<0 fås en pol i högerhalvplan och lösningen går mot oändligheten. �Från detta exempel kan man dra slutsatsen att ju längre från origo ettsystems poler ligger, desto snabbare är systemets respons, vilket också är engenerell sanning. Det är också generellt sant att responsen från ett system medrent reella negativa poler inte uppvisar några oscillationer. Vi skall härnäst tittapå ett system med samma struktur som vårt fjäder-massasystem, det vill sägaett system med komplexkonjugerade poler.36
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Figur 3.5: Stegsvar för systemet a
s+a

för olika värden på a.Exempel 3.8. Samband mellan polläge och stegsvar för ett enkelt and-ra ordningens systemVi utgår från systemet
Y (s) =

b

s2 + 2s + b
U(s)där b är någon parameter. Vi väljer nu b =1, 2, 4, 10 vilket motsvarar attsystemets poler hamnar i s =-1, s =-1±i, s =-1±√

3i respektive s =-1±3i.Stegsvaren för de fyra fallen �nns plottade i �gur 3.6.
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för olika värden på b.Som i det förra exemplet ses att snabbheten i responsen ökar då avståndetmellan polen och origo i det komplexa talplanet ökar. Den andra intressanta37



observation man kan göra är att oscillationerna i stegsvaret ökar då polens ima-ginärdel blir större relativt realdelen. �Vi skall nedan sammanfatta vad vi sett i de båda exemplen ovan i mer ge-nerella ordalag.
• Responsen på insignalen för ett stabilt system är snabbare ju längre frånorigo systemets poler ligger.
• Ett system med rent reella poler är inte oscillativt. Ett första ordningenssystem är därför aldrig oscillativt.
• Ju större polernas komplexa del är i förhållande till den reella delen, destomer oscillativt beter sig systemet.Genom att studera ett stegsvar eller impulssvar för ett system kan man alltsådra vissa slutsatser om systemets ordning och vilken typ av poler det har, ettviktigt steg då det gäller att klassi�cera systemet. I kursen Reglerteknik kommerresonemangen ovan att framställas på ett mer formellt sätt.3.1.4 Ytterligare några räkneregler och de�nitionerDet tidigare visade räknereglerna för Laplacetransformer återkommer ofta vidanalyser av LTI-system, vi skall här ta upp ytterligare några viktiga räkneregler:
• Slutvärdesteoremet. Denna sats används för att studera ett systems statiska(stationära) egenskaper, det vill säga vad systemets utsignal konvergerarmot då t → ∞. För en signal y(t) gäller att

lim
t→∞

y(t) = lim
s→0

sY (s)En viktig förutsättning för att slutvärdesteoremet skall gälla är att gräns-värdet y(∞) verkligen existerar, vilket gäller då y(t) konvergerar mot ettkonstant värde. Slutvärdet får endast användas för stabila system. Insig-nalen till systemen får heller inte vara sådan att utsignalen y oscillerarodämpat eller divergerar. Observera särskilt att slutvärdesteoremet integäller då sinussignaler används som insignal till ett linjärt system.
• Begynnelsevärdesteoremet. Då Laplacetransformen för en signal är givenkan begynnelsevärdesteoremet användas för att bestämma signalens värdedå t → 0+ enligt

lim
t→0+

y(t) = lim
s→∞

sY (s)vilket är betydligt enklare än att bestämma y(t) för en godtycklig tid t ochsedan speciellt bestämma y(0). Observera att namnet begynnelsevärdeste-orem är missvisande då teoremet inte säger vad som händer då t = 0 utan38



då t → 0+. Det är alltså inte begynnelsevillkoret i di�erentialekvationenman kan få fram, utan om y(t) uppträder på ett diskontinuerligt vis då
t → 0+. T ex kan man undersöka om y(t) gör en stegförändring i t = 0.

• Fördröjningssatsen. Många verkliga system innehåller tidsfördröjningar,det vill säga systemet svarar först efter en viss tid. Detta gäller t ex mångasystem som innehåller någon form av transport. T ex i duschen tar deten viss tid från att termostaten ändras till att e�ekten av förändringennår duscharen. Antag att vi har ett system med en ren tidsfördröjning,
y(t) = u(t−Td), det vill säga Td är den tid som systemet fördröjer inverkanav insignalen. Då gäller att

Y (s) = e−sTdU(s)alltså är Laplacetransformen för en ren tidsfördröjning Td lika med e−sTd.Vi skall här illustrera slut- och begynnelsevärdesteoremet i ett exempel, näm-ligen fjäder-massasystemet.Exempel 3.9. Slut och begynnelsevärde för fjäder-massasystemet i Ex-empel 3.3I Exempel 3.3 konstaterades att fjäder-massasystemet för ett visst val av pa-rametrar i di�erentialekvationen med hjälp av överföringsfunktion kunde skrivassom
Y (s) =

1

s2 + 0.5s + 1
Fd(s)Om vi väljer insignalen som ett enhetssteg Fd(s) = 1

s
kan vi i Laplacedomänenuttrycka stegsvaret som

Y (s) =
1

s2 + 0.5s + 1

1

sAntag nu att vi är intresserade av att få fram det slutgiltiga (stationära)värdet på positionen y, det vill säga då den konstanta insignalen verkat underoändligt lång tid. Slutvärdesteoremet är då tillämpligt, och vi får att
lim
t→∞

y(t) = lim
s→0

sY (s) = lim
s→0

s
1

s2 + 0.5s + 1

1

s
=

= lim
s→0

1

s2 + 0.5s + 1
= 1Då enhetssteget verkat under lång (oändlig) tid bör alltså massans position vara1 meter från nollpunkten. I �gur 3.4 ser vi också att detta bör vara fallet, redanefter 25 sekunder har massan tydligt svängt in sig mot en position 1 meter frånnollpunkten. 39



Begynnelsevärdesteoremet ger nu
lim

t→0+
y(t) = lim

s→∞
sY (s) = lim

s→∞
s

1

s2 + 0.5s + 1

1

s
=

= lim
s→∞

1

s2 + 0.5s + 1
= 0vilket också överensstämmer med resultatet i �gur 3.4; stegsvaret gör inga hoppi början av förloppet. �Exempel 3.10. Ytterligare ett exempel på begynnelsevärdesteoremetVi skall nu betrakta ett fall där en diskontinuitet kan spåras med hjälp av detså kallade begynnelsevärdesteoremet. Vi betraktar di�erentialekvationen

y(t) + ẏ(t) = u̇(t) + 2u(t)där vi antar att y(0) = 0. Detta ger
Y (s) =

s + 2

s + 1
U(s) (3.15)Stegsvaret (då u(t) är ett enhetssteg vid t = 0) för detta system �nns återgiveti �gur 3.7. Vi ser direkt ur �guren att slutvärdet för y(t) är 2, vilket vi också
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Figur 3.7: Stegsvar för systemet givet av 3.15.kan veri�era på samma sätt som i det tidigare exemplet. Intressantare är det attbetrakta begynnelsevärdet för y(t). Detta verkar i �gur 3.7 vara lika med 1, trotsatt vi ju hade y(0) = 0. Detta kan förklaras med begynnelsevärdesteoremet. Vi40



får att
lim

t→0+
y(t) = lim

s→∞
sY (s) = lim

s→∞
s
s + 2

s + 1

1

s
=

= lim
s→∞

s + 2

s + 1
= 1Lösningen y(t) börjar alltså i 0, men hoppar omedelbart till 1 då t → 0+. Dennatyp av diskontinuiteter kan man alltså spåra med begynnelsevärdesteoremet. Ettexempel på där denna typ av hopp kan uppkomma är i elektriska kretsar. �Från exemplet ovan inses att stegsvaret bara kan göra ett "hoppöm m ≥ n.Storleken på hoppet ges av G(∞. Se även sista stycket i avsnitt 3.2.1 för endiskussion om modeller där m ≥ n.3.1.5 Klassi�cering av system utifrån respons i tidsplanetFör dynamiska system skiljer man på transienta och stationära egenskaper. Dåett system påverkas av en insignal sker först ett insvängningsförlopp, en s ktransient, innan övergång sker till det stationära tillståndet. Vid transientanalyslåter man i regel en impuls, ett steg eller en ramp tjäna som insignal. I diskussio-nen nedan skall vi i stort sett begränsa oss till fallet med ett steg som insignal tillett stabilt system (notera att de�nitionerna nedan inte beror av transformme-toderna och därmed gäller även för olinjära system). Ett typiskt stegsvar för ettstabilt system visas i �gur 3.8, och följande parametrar de�nierar där de tran-sienta egenskaperna. De�nitionerna nedan gäller även för impulssvar för stabilasystem som t ex servosystemet i Exempel 2.3.

• Stigtiden tr är den tid det tar för utsignalen att gå från 10% till 90% avslutvärdet.
• Insvängningstiden t5% är den tid då utsignalen y(t) har svängt in innanförområdet 0.95y(∞) < y(t) < 1.05y(∞). Utsignalen måste alltså stannainom detta område efter tiden t5%.
• Tidskonstanten för ett system, T63% är den tid då utsignalen y(t) nått 63%av slutvärdet.
• Maximal relativ översläng M de�nieras för positiva y som

M =
maxt(y(t)) − y(∞)

y(∞)41
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Figur 3.8: Stegsvar med specici�kationsparametrar för ett stabilt system.Ovan har vi diskuterat parametrar för att speci�cera ett systems transientaegenskaper. Ett fundamentalt begrepp som de�nierar ett systems statiska (sta-tionära) egenskaper är dess statiska förstärkning. Då insignalen är en konstant
u0 och utsignalen svänger in mot en konstant nivå y(∞) = lim

t→∞
y(t), de�nierasden statiska förstärkningen som

K =
y(∞)

u0
(3.16)För att denna de�nition ska vara meningsfull måste systemet vara insignal-utsignal stabilt, eftersom gränsvärdet y(∞) då existerar vid konstant insignal.Detta medför i sin tur att slutvärdesteoremet får användas. Då insignalen ärett steg med nivån u0 (konstant signal för t > 0) får vi att utsignalen för ettdynamiskt system Y (s) = G(s)U(s) konvergerar mot

y(∞) = lim
t→∞

y(t) = lim
s→0

sY (s) = lim
s→0

sG(s)
u0

s
= G(0)u0 (3.17)och den statiska förstärkningen för detta system blir därför

K =
y(∞)

u0
= G(0) (3.18)Tolkningen av begreppet statisk förstärkning ses enklast från (3.16) och är heltenkelt hur mycket en konstant insignal förstärks av systemet då alla transienteravklingat. 42



Antag att vi har ett tidskontinuerligt LTI-system med överföringsfunktionen
G(s) =

B(s)

A(s)
=

b0s
m + b1s

m−1 + . . . + bm

sn + a1sn−1 + . . . + anOm systemet är insignal-utsignalstabilt ges den statiska förstärkningen av
K = G(0) =

bm

an
(3.19)3.2 FrekvensbeskrivningSom nämnts tidigare är en viktig egenskap hos linjära system att superpositions-principen gäller, det vill säga att en linjärkombination av insignaler leder till enutsignal som är samma linjärkombination av motsvarande utsignaler.En mycket användbar basfunktion för insignaler är de trigonometriska funk-tionerna. Från teorin om Fourierserier vet vi att varje periodisk funktion kanskrivas som en (möjligen oändlig) summa av sinus- och cosinusfunktioner. Omvi kan beskriva hur ett systems utsignal ser ut då en godtycklig sinusfunktion ärdess insignal så vet vi lite drastiskt uttryckt genom att superpositionsprincipengäller hur utsignalen ser ut för en godtycklig periodisk insignal.Den formella bakgrund som beskrivits ovan behöver man sällan arbeta med.Det viktiga i sammanhanget är att periodiska insignaler kan uppfattas som sum-mor av sinus- och cosinusfunktioner. Man analyserar systemets egenskaper dådet utsätts för en oscillerande insignal med en speci�k vinkelfrekvens1 ω [rad/s].Genom att undersöka dessa egenskaper för ett stort vinkelfrekvensintervall kanman få reda på systemets förmåga att hantera signaler i olika frekvensområ-den. Detta är ett ingenjörsmässigt mycket tilltalande synsätt som har mångatillämpningsområden. Inom t ex processindustrin arbetar man ofta med systemsom påverkas av periodiska störningar, och genom att tillämpa frekvensanalyspå systemet från störning till utsignal kan störningens inverkan kartläggas ochminimeras.3.2.1 FrekvensfunktionenMot bakgrund av det som sagts ovan är vi alltså särskilt intresserade av attberäkna utsignalen från ett linjärt system då insignalen är en sinusfunktion.Betrakta därför ett linjärt stabilt system

Y (s) = G(s)U(s) (3.20)1Vi kommer överlag att använda frekvens för att beteckna vinkelfrekvens. Notera samban-det f = ω/(2π) [Hz.] 43



där viktfunktionen g(t) = L−1{G(s)}. Vi antar att insignalen till systemet är
u(t) = A sin ωt. Denna insignal kan vi med hjälp av komplexa tal skriva om som

u(t) = A Im (cos ωt + i sin ωt) = A Im eiωtoch vi antar vidare att denna insignal påverkat systemet sedan t = −∞. Tilläm-par man nu faltningssatsen på systemmodellen (3.20) innebär detta att
y(t) =

∫ ∞

0

g(τ)u(t− τ)dτ = Im

∫ ∞

0

g(τ)Aeiω(t−τ)dτ =

= A Im

∫ ∞

0

g(τ)e−iωτdτeiωt (3.21)De�nitionen av G(s) som Laplacetransformen av g(t), det vill säga
G(s) =

∫ ∞

0

g(τ)e−stdτmedför att den sista integralen i (3.21) är den komplexa funktionen G(iω). Omvi nu betecknar argumentet för det komplexa talet G(iω) som arg(G(iω)) ochdess belopp som |G(iω)| kan uttrycket (3.21) med hjälp av den polära formenför komplexa tal skrivas om som
y(t) = A Im (G(iω)eiωt) = A Im (|G(iω)|ei arg(G(iω))eiωt) =

= A|G(iω)|Im ei(ωt+arg(G(iω))) = A|G(iω)| sin(ωt + arg(G(iω))) (3.22)Vi har här alltså visat att då insignalen till ett linjärt system G(s) är en sinussig-nal u(t) = A sin ωt, så blir även systemets utsignal (efter lång tid) en sinussignalenligt
y(t) = A|G(iω)| sin(ωt + arg(G(iω))) (3.23)det vill säga utsignalens amplitud är förstärkt med en faktor |G(iω)| och utsig-nalen är fasförskjuten arg(G(iω)) radianer i förhållande till insignalen. Eftersomfunktionen G(iω) för en given frekvens ω bestämmer utsignalens beteende, kallasdenna funktion för frekvensfunktion. Argumentet de�nieras som positivt utgåen-de moturs från positiva reella axeln. I de �esta fall erhålls ett negativt argumenthelt enkelt på grund av att utsignalen ligger efter insignalen i fas. Vi skall illu-strera frekvensfunktionenmed ett par exempel:Exempel 3.11. Sinussvar för ett första ordningens system.Betrakta det första ordningens systemet

Y (s) = G(s)U(s) =
s + 1

s + 2
U(s)44



Om vi nu antar att att insignalen u(t) till systemet är en sinussignal med amp-litud A och frekvens ω, det vill säga u(t) = A sin(ωt) kan vi enligt teorin ovanskriva utsignalen som
y(t) = A|G(iω)| sin(ωt + arg(G(iω)))det vill säga insignalens amplitud förstärks en faktor |G(iω)|, och utsignalenfasförskjuts arg(G(iω) radianer i förhållande till insignalen.Att bestämma |G(iω)| och arg(G(iω) rent praktiskt är inte svårt om man harordning på de komplexa talen. |G(iω)| och arg(G(iω) är ju helt enkelt beloppetoch fasen för det komplexa talet G(iω). I detta fall fås alltså
|G(iω)| = |s + 1

s + 2
|s=iω =

|iω + 1|
|iω + 2| =

=

√
ω2 + 1√
ω2 + 4

=

√

ω2 + 1

ω2 + 4Argumentet fås vidare som
arg(G(iω)) = arg(

s + 1

s + 2
)|s=iω = arg(

iω + 1

iω + 2
) =

= arg(iω + 1) − arg(iω + 2) = arctanω − arctan
ω

2och utsignalen y(t) blir därmed
y(t) = A

√

w2 + 1

ω2 + 4
sin(ωt + arctanω − arctan

ω

2
)

�Exempel 3.12. Sinussvar för en tidsfördröjningBetrakta överföringsfunktionen för en tidsfördröjning, G(s) = e−sT . Antag attinsignalen till detta system är u(t) = sin ωt. Utsignalen ges då av
y(t) = |G(iω)| sin(ωt + arg(G(iω)))där

|G(iω)| = |e−iωT | = 1och
arg(G(iω)) = (e−iωT ) = −ωTVi kan alltså skriva

y(t) = sin(ωt− ωT )En ren tidsfördröjning påverkar alltså inte utsignalens belopp utan fasför-skjuter den bara −wT radianer i förhållande till insignalen. �45



Exempel 3.13. Sinussvar för RLC-kretsen i Exempel 2.4I Exempel 2.4 visade vi att spänningen uc över en kondensator i en så kalladRLC-krets kunde beskrivas genom di�erentialekvationen
LCüc(t) + RCu̇c(t) + uc(t) = u(t) (3.24)där u är den drivande spänningen i kretsen, uc är spänningen över kondensatornoch R, L och C är parametrar förknippade med de olika elektriska komponen-terna i kretsen. Om vi väljer parametrarna i di�erentialekvationen som L = 1,

R = 2 och C = 1 kan sambandet mellan insignal u och utsignal uc i Laplacedo-mänen uttryckas som
Uc(s) = G(s)U(s) =

1

s2 + 2s + 1
U(s) =

1

(s + 1)(s + 1)
U(s)Vi vill nu titta på sinussvaret för detta samband dels analytiskt, dels via simu-leringar då insignalen är en sinussignal med godtycklig frekvens ω. Vi antar idetta fall att den drivande spänningen är en sinussignal med amplitud 1 enligt

u(t) = sin ωt. Vi vet då att utsignalen, det vill säga spänningen över konden-satorn också kommer att vara en sinussignal och enligt (3.23) kunna skrivassom
uc(t) = |G(iω)| sin(ωt + arg(G(iω)))där |G(iω)| är utsignalens amplitud och arg(G(iω)) anger dess fasförskjutning iförhållande till insignalen. I detta fall har vi att
|G(iω)| = | 1

(iω + 1)(iω + 1)
| =

1

ω2 + 1och
arg(G(iω)) = arg(

1

(iω + 1)(iω + 1)
) = − arctan(ω) − arctan(ω) = −2 arctan(ω)vilket ger att

uc(t) =
1

ω2 + 1
sin(ωt − 2 arctan(ω)) (3.25)Observera här att för en överföringsfunktion som är uppdelad i första ordning-ens faktorer gäller att dess belopp är lika med produkten av faktorernas belopp.Argumentet för överföringsfunktionerna är lika med summan av argumenten.Om man har en överföringsfunktion som inte är på faktoriserad form kan mansjälv faktorisera den, vilket är att rekommendera, eller också själv hålla reda påi vilken kvadrant man be�nner sig för att argumentet skall bli korrekt. Obser-vera också att vinkelfrekvensen ω enligt konvention har enheten rad/s och attfasförskjutningen därför har enheten radianer.46



I �gur 3.9 och 3.10 har systemets in- och utsignal simulerats för insignalerna
u(t) = sin t och u(t) = sin 2t. I �gur 3.9 (ω = 1) ser man att utsignalens amplitudär hälften av insignalens, och att utsignalen ligger -π/2 radianer efter insignaleni fas. Detta är också vad man får ur uttrycket (3.25), det vill säga |G(iω)| = 1

2och arg(G(iω)) = −π/2. Vi ser på samma sätt att det teoretiska uttrycket (3.25)stämmer även för ω = 2.
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Figur 3.9: Spänningen uc(t) över kondensatorn i RLC-kretsen då u(t) = sin t.
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Vi såg i exemplet ovan att förstärkningen avtar och fasförskjutningen ökardå ω → ∞. För alla system med �er poler än nollställen gäller
lim

ω→∞
|G(iω)| → 0Detta är en egenskap som gäller för alla verkliga system så för en modell bördet alltid gälla att m < n i (3.1). Dock kan man ha en modell som är praktisktanvändbar inom ett visst frekvensintervall och inom detta intervall kan m = neller (mera sällan) m > n. Dock måste man då vara medveten om att det �bara�är en modell som gäller inom ett visst frekvensområdet (man kan lätt visa attom m > n så gäller lim

ω→∞
|G(iω)| → ∞ vilket inte kan gälla för något verkligtsystem)3.2.2 BodediagramEtt vanligt sätt att gra�skt presentera frekvensfunktionen G(iω) är i ett så kallatBodediagram. I ett Bodediagram plottas beloppskurvan (kallas också amplitud-kurvan) |G(iω)| och argumentet arg(G(iω)) mot logaritmen av vinkelfrekven-sen. I regel ritas bodediagram i dag med hjälp av programvaruverktyg, t exMATLAB. Ofta anges beloppet i en decibelskala (dB) där värdet i dB ges av

20 log10 |G(iω)|.I �gur 3.11 visas bodediagrammet för RLC-kretsen i Exempel 3.13.
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Figur 3.12: Bodediagram för tidsfördröjningen i Exempel 3.12. Notera att ska-lorna här inte valts logaritmiska.3.2.3 Bodediagram och stegsvarVi ska i detta avsnitt illustrera några samband mellan stegsvaret för ett systemoch motsvarande bodediagram. Vi börjar med en de�nition:Bandbredden ωB för ett system är den frekvens där förstärkningen sjun-kit med en faktor 1√
2

= −3dB jämfört med den statiska förstärkningen
|G(0)|. För bandbredden gäller alltså

|G(iωB)|
|G(0)| =

1√
2

(3.26)Vi börjar med att studera följande två system
G1(s) =

9

s2 + 9s + 9
; G2(s) =

100

s2 + 20s + 100Systemet G1 har en dubbelpol i -3 och G2 har en dubbelpol i -10. I �gur 3.13visas stegsvar och bodediagram (endast beloppskurvan) för de två systemen.System G1 har en bandbredd på ca 2 rad/s och G2 drygt 6 rad/s. Vi ser från�guren att ju snabbare stegsvar ett system har desto större bandbredd har det.
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G3(s) =

9

s2 + 0.6s + 9
; G4(s) =

100
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50



0 1 2 3 4 5 6
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

System: sys4
Time (sec): 3.32
Amplitude: 0.999

Step Response

Time (sec)

Am
pli

tu
de

10
0

10
1

10
2

−60

−50

−40

−30

−20

−10

0

10

20

M
ag

nit
ud

e 
(d

B)

Bode Diagram

Frequency  (rad/sec)

G3

G4

G3

G4

Figur 3.14: Stegsvar och bodediagram för G3 och G4.
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

Step Response

Time (sec)

A
m

pl
itu

de

10
0

10
1

−20

−15

−10

−5

0

5

10

15

20

25

30

M
ag

ni
tu

de
 (

dB
)

Bode Diagram

Frequency  (rad/sec)

G5

G6

G5

G6

Figur 3.15: Stegsvar och bodediagram för G5 och G6.51



52



Kapitel 4Tidsdiskreta LTI-systemI detta kapitel behandlas tidsdiskreta LTI system. Vi börjar med att repeteranågra grundläggande räkneregler för Z-transformen.
• De�nition. För en sekvens av tal y(0), y(1), y(2), ... de�nieras Z-transformensom

Y (z) =

∞
∑

k=0

y(k)z−k (4.1)Notera den nära kopplingen till den tidsdiskreta fouriertransformen, er-sätts z med eiω erhålls fouriertransformen.
• Superposition. Superpositionsprincipen gäller helt analogt med det tids-kontinuerliga fallet.
• Tidsskift. En skiftning i tid av en signal n tidssteg (notera att n kan varapositiv eller negativ) ger

Z[(y(k − n)] = z−nY (z) (4.2)
• Summering. En integration i kontinuerlig tid har sin motsvarighet i ensummering i diskret tid, och det gäller att

Z
[ ∞
∑

k=0

y(k)

]

=
z

z − 1
Y (z)

• Slutvärdesteoremet. Precis som i det tidskontinuerliga fallet används dettaför att studera ett systems statiska (stationära) egenskaper, det vill sägavad systemets utsignal konvergerar mot då k → ∞. För en tidsdiskretsignal y(k) gäller att
lim
k→∞

y(k) = lim
z→1

(z − 1)Y (z)53



Slutvärdesteoremet gäller under samma förutsättningar i diskret tid som ikontinuerlig tid, det vill säga det får endast användas då man vet att y(k)konvergerar mot ett konstant värde.
• Begynnelsevärdesteoremet. Då z-transformen för en signal är given kansignalens värde för t = 0+ beräknas enligt

y(0) = lim
z→∞

Y (z)4.1 Överföringsfunktioner för tidsdiskreta systemEtt allmänt kausalt tidsdiskret LTI system (jmf (3.6)) kan skrivas som
y(k) =

∞
∑

n=0

h(n)u(k − n) (4.3)Sekvensen h(n), n = 0, 1, 2, , , anger hur olika värden på insignalen viktas för attgenerera utsignalen. Vanliga namn på h(n) är impulssvar, pulssvar och vikts-funktion.Att systemet är kausalt betyder att utsignalen inte beror av framtida värdenpå insignalen, dvs y(k) beror inte på u(s) där s > k. Observera att tidsinter-vallet mellan värdena i sekvenserna normalt är konstant. I framställningen hartidsintervallet mellan värdena normerats till en tidsenhet. Z-transformering av4.3 ger uttrycket
Y (z) =

∞
∑

n=0

h(n)z−nU(z)vilket ger överföringsfunktionen för systemet
H(z) =

Y (z)

U(z)
=

∞
∑

n=0

h(n)z−n (4.4)Systembeskrivningen 4.3 är ofta användbar i teoretiska härledningar. Ettmera naturligt sätt att beskriva ett linjärt samband mellan insignal- och utsig-nalsekvens i diskret tid är att ange en di�erensekvation.
y(k)+a1y(k−1)+. . .+any(k−n) = b0u(k)+b1u(k−1)+ . . .+bnu(k−n) (4.5)eller om man skiftar båda leden n tidssteg framåt

y(k+n)+a1y(k+n−1)+. . .+any(k) = b0u(k+n)+b1u(k+n−1)+ . . .+bnu(k)Om vi som tidigare förutsätter att systemet är i vila och z-transformerar får viuttrycket
(zn + a1z

n−1 + . . . + an)Y (z) = (b0z
n + b1z

n−1 + . . . + bn)U(z)54



och överföringsfunktionen H(z) kan bildas som kvoten mellan Y (z) och U(z)enligt
H(z) =

Y (z)

U(z)
=

b0z
n + b1z

n−1 + . . . + bn

zn + a1zn−1 + . . . + an

(4.6)och det gäller att
Y (z) = H(z)U(z) =

b0z
n + b1z

n−1 + . . . + bn

zn + a1zn−1 + . . . + an

U(z) (4.7)Notera likheten med överföringsfunktioner för kontinuerliga system (Avsnitt3.1). Det är dock betydligt enklare att beskriva ett system med tidsfördröjning.Antag att vi har en tidsfördröjning i systemet på p steg. Det är då bara att sätt
bo = b1 = ...bp = 0 i (4.5) alternativt h(0) = h(1) = ...h(p) = 0 (4.3).Exempel 4.1. Överföringsfunktion för lagermodellen i Exempel 2.8I Exempel 2.8 (2.33) visade vi att antalet artiklar i ett lager bestämdes avdi�erensekvationen

y(k) = y(k − 1) + u(k − 2) − v(k) (4.8)där y(k) är lagernivån dag k, u(k) är den beställning som görs till lagret dag
k och v(k) är uttaget ur lagret dag k. Om vi för ett ögonblick bortser frånstörningen v fås sambandet mellan y och u som

y(k) = y(k − 1) + u(k − 2)vilket om vi skiftar ekvationen två tidssteg framåt kan skrivas som
y(k + 2) − y(k + 1) = u(k)och z-transformerat fås

(z2 − z)Y (z) = U(z) (4.9)Vi kan därmed skriva sambandet med överföringsfunktion enligt
Y (z) = H(z)U(z) =

1

z2 − z
U(z) (4.10)På samma sätt fås överföringsfunktionen från störningen v till utsignalen y som

Y (z) = F (z)V (z) = − z2

z2 − z
V (z) (4.11)och det slutgiltiga uttrycket för Y (z) fås enligt superpositionsprincipen då vikombinerar (4.10) och(4.11) som

Y (z) = H(z)U(z) + F (z)V (z) =
1

z2 − z
U(z) − z2

z2 − z
V (z) (4.12)
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4.1.1 Användning av förskjutningsoperatornEn alternativ representation av tidsdiskret system kan fås med hjälp av för-skjutningsoperatorn(kallas också skiftoperatorn) q som för en allmän tidsdiskretsignal x(k) de�nieras av
qx(k) = x(k + 1)Bakåtskiftoperatorn de�nieras analogt

q−1x(k) = x(k − 1)Med hjälp av q-operatorn kan (4.5) skrivas
(1 + a1q

−1 + . . . + anq
−n)y(k) = (b0 + b1q

−1 + . . . + bnuq−n)u(k)Vi kan nu de�niera överföringsoperatorn
H(q) =

b0 + b1q
−1 + . . . + bnq−n

1 + a1q−1 + . . . + anq−n
=

b0q
n + b1q

n−1 + . . . + bn

qn + a1qn−1 + . . . + an
(4.13)I räkningar fyller q-formalismen samma funktion som z-transformen och detär snarare en smaksak vilket representation som används. En liten fördel medq-operatorn är att insignal-utsignal sambandet ges i tidsplanet dvs

y(k) = H(q)u(k)4.1.2 Klassi�cering av system utifrån respons i tidsplanetI Avsnitt 3.1.5 de�nierade vi ett antal parametrar för att klassi�cera ett systemstransienta egenskaper. Dessa parametrar gäller naturligtvis även i diskret tideftersom man vid de�nitionen utgick direkt från responsen i tidsplanet, och inteanvände sig av transformerna.Även begreppet statisk förstärkning har förstås samma innebörd, men ef-tersom slutvärdesteoremet ser annorlunda ut i diskret tid måste räkningarnamodi�eras något. Analogt med det tidskontinuerliga fallet antar vi att insig-nalen är en konstant sekvens med värdet u0 och utsignalen svänger in mot enkonstant nivå y(∞) = lim
t→∞

y(k). Precis som tidigare de�nieras den statiskaförstärkningen som
K =

y(∞)

u0

(4.14)om systemet är asymptotiskt stabilt, eftersom gränsvärdet y(∞) då existerar vidkonstant insignal. Detta medför i sin tur att slutvärdesteoremet får användas.Då insignalen är ett steg med nivån u0 (konstant signal för t > 0) får vi att56



utsignalen för ett tidsdiskret dynamiskt system Y (z) = H(z)U(z) konvergerarmot
y(∞) = lim

k→∞
y(k) = lim

z→1
(z − 1)Y (z) = lim

z→1
(z − 1)H(z)

u0z

z − 1
= H(1)u0 (4.15)och den statiska förstärkningen för detta system blir därför

K =
y(∞)

u0

= H(1) (4.16)Tolkningen av begreppet statisk förstärkning är densamma som i kontinuerligtid, det vill säga hur mycket en konstant insignal förstärks av systemet till ut-signalen då alla transienter avklingat.4.1.3 Puls och stegsvar för tidsdiskreta systemI detta avsnitt skall puls- och stegsvar för tidsdiskreta system gås igenom ochillustreras med några exempel. Vi kommer att se att arbetsgången och resulta-ten är mycket likartade vad vi sett tidigare i det tidskontinuerliga fallet.Vi låter i det första fallet insignalen vara en s k enhetspuls (notera skillnadenmot impuls) så att
u(k) =

{

1 k = 0

0 k 6= 0vilken har z-transformen
U(z) = 1För systemet Y (z) = H(z)U(z) gäller då att z-transformen av systemetspulssvar kan skrivas

Y (z) = H(z) (4.17)och därmed är alltså systemets pulssvar
y(k) = h(k), k ≥ 0där h(k) är den inversa z-transformen till överföringsfunktionen H(z). Skillna-den mot det kontinuerliga fallet är att h(k) är en tidsberoende sekvens och inteen funktion, annars är resultatet i grunden detsamma.I fallet då u(k) är ett steg gäller att
u(k) =

{

1, k ≥ 0

0, annars57



och man får då direkt ifrån (4.3 att
y(k) =

k
∑

n=0

h(n) (4.18)vilket är analogt med det kontinuerliga fallet.Vi illustrerar begreppen ovan med ett exempel.Exempel 4.2. Puls- och stegsvar för ett enkelt tidsdiskret systemVi utgår från di�erensekvationen
y(k + 1) = αy(k) + u(k)där vi de�nierar k som tiden i sekunder. Detta uttryck kan efter z-transformationskrivas som

Y (z) = H(z)U(z) =
1

z − α
U(z)Om vi nu väljer u som en enhetspuls fås alltså

Y (z) = H(z)och därmed
y(k) = Z−1(H(z)) =

{

0 k = 0

αk−1 k = 1, 2, 3.....Från (4.18) erhålls stegsvaret enligt
y(k) =

k
∑

n=0

h(n) =

{

0 k = 0
∑k

n=1 αn−1 k = 1, 2, 3.....vilket man också får om man använder den inversa z-transformen, dvs
y(k) = Z−1(H(z)U(z)) = Z−1(

1

z − α

z

z − 1
)Vi kan också beräkna slutvärdet på stegsvaret enligt

lim
k→∞

y(k) = lim
z→1

(z − 1)Y (z) = lim
z→1

(z − 1)H(z)
z

z − 1
= H(1) =

1

1 − αPulssvaret �nns till beskådan i �gur 4.1 och stegsvaret i �gur 4.2. Veri�eragärna via handräkningar att formeln (4.18) stämmer.
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Figur 4.1: Pulssvar för det tidsdiskreta systemet i Exempel 4.2 med α = 0.5.
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Figur 4.2: Stegsvar för det tidsdiskreta systemet i Exempel 4.2 med α = 0.5.4.1.4 Poler, nollställen och stabilitet för tidsdiskreta LTI-systemAntag nu att vi har ett tidsdiskret LTI-system med överföringsfunktionen
H(z) =

B(z)

A(z)
=

b0z
n−1 + b1z

n−2 + . . . + bn−1

zn + a1zn−1 + . . . + anSystemets poler de�nieras då analogt med det tidskontinuerliga fallet somnollställena till överföringsfunktionens nämnarpolynom, det vill säga rötterna59



till
zn + a1z

n−1 + . . . + an = 0Analogt med det tidskontinuerliga fallet kallas även detta uttryck för karakte-ristisk ekvation, och är betydelsefullt för systemets uppträdande.Nollställena för ett tidsdiskret LTI-system ges på samma sätt av nollställenatill överföringsfunktionens täljarpolynom, det vill säga rötterna till
b0z

n−1 + b1z
n−2 + . . . + bn−1 = 0Vi skall nu ge två stabilitetsvillkor för tidsdiskreta LTI-system:

• Ett system är insignal-utsignalstabilt om alla systemets po-ler (rötter till den karakteristiska ekvationen) λi ligger striktinnanför enhetscirkeln i det komplexa talplanet (det vill sägaalla poler har belopp mindre än 1).Det är lätt att visa följande resultat:
• Ett system är insignal-utsignalstabilt om viktfunktionen

h(k) uppfyller
∞

∑

n=0

|h(n)| < ∞ (4.19)4.1.5 Samband mellan polläge och respons i tidsplanetVi skall nedan behandla hur polernas läge i det komplexa talplanet påverkarresponsen i tidsplanet för ett tidsdiskret system. Vi utgår från ett enkelt exempel.Exempel 4.3. Ett enkelt exempel på samband mellan polläge och re-spons i tidsplanetBetrakta ett första ordningens tidsdiskret system som beskrivs av di�erens-ekvationen
y(k + 1) = γy(k) + (1 − γ)u(k) (4.20)vilket med hjälp av överföringsfunktion kan skrivas som
Y (z) = H(z)U(z) =

1 − γ

z − γ
U(z)och systemet har alltså en pol i z = γ.60



Om vi vill använda ett enhetssteg som insignal så gäller att u(k) = 1, k ≥ 0,och di�erensekvationen (4.20) reduceras till
y(k + 1) = γy(k) + (1 − γ), k ≥ 0 (4.21)Om vi vidare antar att y(0) = 0 kan via rekursion stegsvaret skrivas som

y(k) = (1 − γ)
k−1
∑

n=0

γn (4.22)och systemet är alltså stabilt om ∑k−1
n=0 γn konvergerar mot något ändligt värdedå k → ∞, vilket gäller om |γ| < 1. Det värde summan konvergerar mot är då

1
1−γ

. Här har vi alltså för detta exempel veri�erat stabilitetsde�nitionen.Stegsvaret för systemet för några olika värden på γ visas i �gur 4.3. Man seratt stegsvaret är snabbare ju närmare origo polen ligger.
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�Vi har i exemplet ovan visat att ett systems respons blir snabbare ju närmareorigo polerna ligger. Oscillationer i ett systemet utsignal uppkommer liksom idet kontinuerliga fallet då poler är komplexvärda. Dock kan ett system med rentreella poler också vara oscillativt om de reella polerna ligger i vänstra halvplanet.61



4.2 FrekvensbeskrivningVi ska nu studera vad som händer med utsignalen till systemet (4.3) då insignalenär en tidsdiskret sinussignal (för enkelhets skull sätter vi amplituden till ett):
u(k) = sin(ωk)I analysen är det bekvämt att skriva sinussignalen som u(k) = Im eiωk. System-beskrivningen (4.3) ger då

y(k) =

∞
∑

n=0

h(n)Im eiω(k−n) = Im eiωk

∞
∑

n=0

h(n)e−iωn = Im eiωkH(eiω)

= Im eiωk|H(eiω)|ei arg(H(eiω)) = |H(eiω)| sin(ωk + arg(H(eiω))) (4.23)Det tidsdiskreta systemets frekvensfunktion erhålls då z ersätts med eiω i
H(z) Vi har samma tolkning som i det tidskontinuerliga fallet det vill sägaatt utsignalens amplitud är förstärkt med en faktor |H(eiω)| och fasförskjuten
arg(H(eiω)) radianer i förhållande till insignalen. På grund av symmetriskäl be-höver man endast studera H(eiω) för 0 ≤ ω ≥ π.Vi har i analysen av de tidsdiskreta systemen antagit att tiden mellan tvåtidsdiskreta värden (t ex y(k) och y(k + 1)) är (normerat till) en tidsenhet. Omvi istället har en �verklig� tid mellan två närliggande värden på Ts [s] erhållsrätt frekvensaxel om H(eiωTs) studeras för 0 ≤ ω ≥ π/h.Vi illustrerar frekvensfunktionen för tidsdiskreta system med ett exempelExempel 4.4. Frekvensfunktionen för ett första ordningens systemÖverföringsfunktionen för exemplet i avsnitt ges av

H(z) =
1 − γ

z − γvilket ger frekvensfunktionen
H(eiω) =

1 − γ

eiω − γ
=

1 − γ

cos(ω) + i sin(ω) − γEnkla räkningar ger
|H(eiω)| =

1 − γ
√

1 + γ2 − 2 ∗ γ ∗ cos(ω)and
arg(H(eiω)) = − arctan(

sin(ω)

cos(ω) − γ
)62
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�4.3 Digitala �lterI många fall är det naturligt att beskriva önskade egenskaper hos ett (digitalt)�lter i frekvensplanet. Några typiska exempel:

• Den intressanta signalen har obetydlig energi över frekvensen ω1 [rad/s].Störningarna och brus har högre frekvenser.
• Mätningarna störs av en signal med frekvensen ω2 [rad/s] (det kan t exvara störningar från nätfrekvensen).
• För att kontrollera att inga resonanser uppkommer behöver frekvensenfrekvensen ω3 [rad/s] övervakas.Ovanstående exempel leder till formuleringar där man vill att vissa frekvenseri en signal ska passera genom �ltret medan andra ska stoppas. Det �nns fyraklassiska typer av frekvensselektiva �lter:63



1. Lågpass�lter. Låga frekvenser i signalen ska passera och höga frekvens-komponenter ska ska spärras. Ett exempel på ett enkelt lågpass�lter visasi �gur (4.4) där vi ser att systemets förstärkning minskar med ökad fre-kvens. Ett idealt lågpass�lter har förstärkning 1 för alla frekvenser upp tillen viss gränsfrekvens ωg och förstärkning noll för frekvenser över ωg. Ettsådant �lter kan inte realiseras med ett kausalt �lter utan en approxima-tion måste göras.2. Högpass�lter. Höga frekvenser i signalen ska passera och låga frekvenserska spärras.3. Bandpass�lter. Signalens frekvenser inom ett visst frekvensområde ska pas-sera medan övriga ska spärras.4. Bandspärr�lter. Frekvenser inom ett visst frekvensområde ska spärras.För att designa digitala �lter �nns bra datorstöd. En standardmetod i Matlabär funktionen butter som tar fram �lterkoe�cienter för ett s.k. �Butterworth�l-ter�.
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Kapitel 5Sampling av tidskontinuerligasignalerI detta kapitel ska vi titta lite mera på tidsdiskreta signaler och system ochstudera sampling av en tidskontinuerlig signal, problemet med att sampla förlångsamt samt en kort översikt av några enkla metoder för att approximerakontinuerliga LTI modeller.5.1 Sampling av tidskontinuerliga signalerAlla signaler som �nns lagrade i en dator eller i något annat digitalt mediaär tidsdiskreta (�digitala�). Det vanligaste sättet som en tidsdiskret signal upp-kommer är från sampling (mätningar vid tidsdiskreta tidpunkter) av en tids-kontinuerlig (�analog�) signal. Den enhet som utför själva samplingen kallas föranalog-till-digitalomvandlare (AD-omvandlare) och �nns t ex i ljudkortet på endator.Oftast utförs samplingen med jämn hastighet, vi kommer normalt att använ-da (vinkel) samplingsfrekvensen ωs [rad/s] men ibland anges samplingsfrekven-sen fs [Hz]. Samplingstiden ges av Ts = 1/fs = 2π/ωs.Vid sampling fås även ett kvantiseringsfel som beror på att AD-omvandlarenmåste omvandla nivån (amplituden) på den signal som samplas till ett binärttal. En vanlig AD-omvandlare har 16-bitars binär representation vilket gör attsignalen kan representeras med drygt 65000 förutbestämda nivåer. I många fallkan kvantiseringsfelet försummas vilket kommer att göras i denna text.Listan av tidskontinuerliga signaler som samplats kan göras nästan oändligtlång. Alla mätningar som lagrats i en dator (tryck, temperatur, pH, varvtal, �ö-de etc) representeras av en tidsdiskret signal som samplats från en kontinuerlig65



signal. Notera också att alla ljud�ler är samplingar av tidskontinuerliga ljudsig-naler. Ofta när man studerar grafer (plottar) av signaler kan man lätt missa attsignalen är tidsdiskret eftersom datorprogrammen ofta ritar heldragan kurvor,dvs interpolerar mellan datapunkterna.Även många dynamiska modeller är tidsdiskreta. Vi har tidigare sett att endel modeller är tidsdiskreta till sin natur. Om en modell av ett tidskontinuerligtsystem ska simuleras i en dator måste modellen först göras om (approximeras)till en tidsdiskret modell. Tidsdiskreta modeller är därför extremt vanliga - allasimuleringar baseras på sådana modeller.5.2 Shannons samplingsteoremValet av samlingsfrekvens är mycket viktigt vid all sampling av tidskontinuer-liga signaler. Det är lätt att inse att om samplingsfrekvensen väljs för långsamkommer mycket av informationen i den tidskontinuerliga signalen att försvinna.Å andra sidan, ju högre samplingsfrekvens är ju mer data måste sparas per tids-enhet.Det är viktigt att veta (inte minst vid sampling av audiosignaler) när entidskontinuerlig signal entydigt kan representeras av de samplade värdena. An-tag att en tidskontinuerlig signal y(t) har en Fouriertransform som är noll för
ω ≥ ωo. Signalen har alltså ingen signalenergi för (vinkel) frekvenser större än
ωo. Låt y(k) vara samplade värden med samplingsfrekvensen ωs [rad/s] av dentidskontinuerliga signalen. Vi har följande fundamentala resultat:

• Om ωs > 2ωo bestäms den tidskontinuerliga signalen enty-digt av de samplade värdena y(k) (dvs ingen informationförloras vid samplingen).Den tidskontinuerliga signalen kan beräknas från
y(t) =

n=∞
∑

n=−∞
g(t, n)y(n)där

g(t, n) =
sin(0.5ωst − πn)

0.5ωst − πnNotera att rekonstruktionen kräver både gamla och framtida data, den äralltså icke-kausal. Uttrycket för rekonstruktionen kan se ganska krånglig ut menkan tolkas naturligare i frekvensdomänen. Rekonstruktionen svarar mot ett ide-alt lågpass�lter som har förstärkningen 1 för ω < ωs/2 och förstärkning noll för66



ω > ωs/2.I praktiken görs någon form av approximation av g(t, n). En enkel approxima-tion är att skicka den samplade signalen till en digital-till-analog (D/A) omvand-lare och från denna till ett (tidskontinuerligt) lågpass�lter. D/A-omvandlarenhåller utsignalen styckvis konstant med den tidsdiskreta signalen värde. Det ef-terföljande lågpass�ltret �mjukar upp�� denna signal. Om samplingsfrekvensenväljs högre än den teoretiska gränsen minskar felen i de approximationer mangör i rekonstruktionen.För en given samplingsfrekvens ws, de�neras Nyquistfrekvensen ωN = ωs/2.Nyquistfrekvensen är alltså den maximala bandbredd (dvs högsta frekvens därdet �nns signalenergi) en signal får ha för att ingen information ska gå förloradvid samplingen.Exempel 5.1. Rekonstruktion av ljudCD-skivan1. Eftersom hörbart ljud har ett frekvensområde upp till ca 20kHz (vi använder här �vanlig� frekvens och inte vinkelfrekvens) säger Shannonssamplingsteorem att vi måste sampla åtminstone med 40 kHz för att kunnaåterskapa den analoga signalen från en CD-skiva. Samplingsfrekvensen på van-liga CD skivor är 44 Khz dvs strax över den teoretiska nivån. Det kan tilläggasatt en CD-skiva innehåller en hel del extra kodning av signalen t ex så att smårepor på skivan inte ska förstöra ljudet.I takt med att nya ljudspelare utvecklats (�Mp3-spelare�) har också kompri-mering av ljuddata blivit vanligt. Standardtekniken mp3 minskar �lstorleken ca10 ggr. Denna komprimering är �förstörande� dvs den okodade signalen kan inteexakt återskapas. Det är en stor utmaning att ta fram kodningstekniker som gerså hög komprimering som möjligt men som �låter bra�. Det �nns också förlustfrikodning, dvs där originaldata exakt kan återskapas. Ett vanligt format för ljudär FLAC (Free Lossless Audio Codec). I vissa fall krävs förlustfri kodning, t exnär man vill komprimera �ler på hårddsiken!Avslutningsvis kan nämnas att det även �nns många tekniker för bildkom-primering. T ex JPEG (Joint Potographic Expert Group) där olika komprime-ringsförluster kan ställas in. Notera att en digital bild kan tolkas som en tvådi-mensionell tidsdiskret signal. �1Den första CD-spelaren för hemmabruk släpptes 198267



5.3 FrekvensvikningÄven om man att inte ska rekonstruera den tidskontinuerliga signalen från samp-lade värden �nns det ett mycket viktigt skäl till att inte sampla för långsamt -informationen förvanskas! Ett exempel får illustrera problemet.Exempel 5.2. Sampling av sinussignalerAntag att sinussignalen
y1(t) = sin(ω1t)samplas med samplingsfrekvensen ωs vilket mostvarar en samplingstid Ts =

2π/ωs. Detta ger en samplad signal
y1(k) = sin(ω1k2π/ωs)Betrakta nu en sampling av signalen
y2(t) = sin((ω1 + ωs)t)där samplingen görs med samma frekvens. Den samplade signalen ges av

y2(k) = sin((ω1 + ωs)k2π/ωs) = sin(2πω1k/ωs + k2π) = sin(ω1k2π/ωs) = y1(k).De två samplade signalerna är identiska! Det �nns ingen möjlighet att ut-ifrån de samplade värdena avgöra om samplingen har gjorts på signalen y1(t)eller y2(t).I �gur 5.1 illustreras detta problem. Två sinussignaler med frekvensenerna 0.1rad/s och 0.9 rad/s samplas med (vinkel) samplingsfrekvensen ωs = 0.8 rad/s.De samplade värdena blir identiska. Man kan uttrycka det som att den signalenmed frekvensen 0.9 rad/s viks in vid samplingen och uppträder som om den varen signal med frekvensen 0.1Hz.
�Det visar sig att om de �nns signalenergi i den kontinuerliga signalen överNyquistfrekvensen så kommer den tidsdiskreta signalens spektrum att förvans-kas. Om den kontinuerliga signalen har Fouriertransformen Fk(ω) så har densamplade signalen Fouriertranformen

Fs(ω) =
1

Ts

∞
∑

n=−∞
Fk(ω + nωs)Ett sätt att garantera att samplingsteoremet är uppfyllt är att lågpass�lte-rar signalen (med ett tidskontinuerligt �lter) som tar bort all signalenergi överNyquistfrekvensen. Ett sådant �lter kallas antiviknings�lter.68
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Figur 5.1: Problemet att sampla för långsamt.5.4 Approximering av tidskontinuerliga linjära mo-dellerFör att simulera en tidskontinuerlig modell måste modellen diskretiseras. Det�nns många metoder att göra detta på och detaljer lärs ut i kurser i beräknings-vetenskap. Vi ska här endast beskriva en metod nämligen den så kallade �Eulerbakåt�. När man ska approximera en di�erentialekvation till en di�erensekvationbehöver derivatorna approximeras genom någon form av di�erensbildning. FörEuler bakåt utnyttjas följande approximation:
dx

dt
≈ x(k) − x(k − 1)

Tsdär Ts är samplingstiden (steglängden). Valet av steglängd bestämmer hur nog-grann approximationen blir. Genom att utnyttjas laplacetransformen och z-transformen kan vi skriva detta som
sX(s) ≈ 1 − z−1

Ts
X(z) =

z − 1

zTs
X(z)Ett enkelt sätt att diskritisera en kontinuerlig överföringsfunktion G(s) är såledesatt ersätta s i G(s) med

s∗ =
z − 1

zTs69



och vi får då den tidsdiskreta överföringsfunktionen som
H(z) = G(s∗)Vi illustrera metoden med ett enkelt exempelExempel 5.3. Diskretisering av en kontinuerlig överföringsfunktionAntag att överföringsfunktionen

G(s) =
a

s2 + bs + cska diskritiseras med Euler bakåt. Vi får då
H(z) = G(s∗) =

a

( z−1
zTs

)2 + bz−1
zTs

+ csom enkelt kan skrivas på formen
H(z) =

a1z
2

z2 + b1z + c1

�

70



Kapitel 6Tillståndsmodeller för LTI-system
6.1 Tillståndsmodeller för tidskontinuerliga systemI Kapitel 2 representerades dynamiska system via transformmetoder av över-föringsfunktioner. I detta kapitel skall vi gå igenom ett annat vanligt sätt attrepresentera system, nämligen med s k tillståndsmodeller. Denna typ av modellerbygger på att en högre ordningens di�erentialekvation kan beskrivas med ett an-tal kopplade första ordningens di�erentialekvationer. Denna notation har vissafördelar, bl a kan även olinjära system modelleras på detta sätt (se nästa kapitel)och man erhåller dessutom kompakta beskrivningar av systemet. Det �nns �eratillfällen då det är smidigare att använda sig av denna typ av modellbeskrivning-ar. Ofta blir system med �era in och utsignaler lättare att hantera, och mycketav analysen av envariabla system underlättas också. Tillståndsrepresentationenär dessutom lämplig att använda för numerisk lösning av di�erentialekvationer,bl a kommer initialvärden in på ett naturligt sätt. För att visa vad som menasmed tillståndsmodeller börjar vi med ett enkelt exempel:Exempel 6.1. Tillståndsmodell för servosystemet i Exempel 2.3I Exempel 2.3 i Kapitel 2 presenterades en di�erentialekvation som beskrevrotation av en massa på stel axel (ett s k servosystem). Di�erentialekvationenvar

Jθ̈(t) + Bθ̇(t) = Td(t) (6.1)där θ är lastens vinkelläge (utsignalen) och Td det drivande momentet från lik-strömsmotorn (insignalen).Vi visade vidare i Exempel 3.2 att systemet med överföringsfunktion kanskrivas som
θ(s) = G(s)Td(s) =

1/J

s(s + B/J)
Td(s)Ett annat sätt att representera systemet (6.1) är att skriva om det på till-ståndsform, dvs som ett system av första ordningens di�erentialekvationer. Om71



vi sätter x1(t) = θ(t) och x2(t) = θ̇(t) gäller uppenbarligen relationen ẋ1(t) =
θ̇(t) = x2(t). Ekvationen (6.1) kan vidare med dessa de�nitioner skrivas om som

ẋ2(t) = θ̈(t) = −B

J
θ̇(t) +

1

J
Td(t) = −B

J
x2(t) +

1

J
Td(t)Sammanfattar vi detta kan vi alltså skriva om insignal-utsignalsambandet somges av di�erentialekvationen (6.1) som ett kopplat system av första ordningensdi�erentialekvationer enligṫ

x1(t) = x2(t)

ẋ2(t) = −B

J
x2(t) +

1

J
Td(t)

θ(t) = x1(t)eller i en mer komprimerad form med hjälp av matriser och vektorer som
[

ẋ1(t)
ẋ2(t)

]

=

[

0 1
0 −B

J

] [

x1(t)
x2(t)

]

+

[

0
1
J

]

Td(t)

θ(t) =
[

1 0
]

[

x1(t)
x2(t)

]

�6.1.1 Allmän tillståndsbeskrivning för fallet m < nVi skall i detta avsnitt visa hur tillståndsmodeller kan skrivas på ett mer generelltsätt. Vi utgår från den allmänna linjära (tidsinvarianta) di�erentialekvationen
dny(t)

dtn
+ a1

dn−1y(t)

dtn−1
+ . . . + any(t) = b0

dmu(t)

dtm
+ b1

dm−1u(t)

dtm−1
+ . . . + bmu(t)(6.2)där vi antar att m < n. En tillståndsmodell för denna di�erentialekvation kanskrivas som

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) (6.3)där A är en n× n matris, B är en n× 1 kolonnvektor och C är en 1× n radvek-tor. Vektorn x = [x1 x2 . . . xn]T kallas systemets tillståndsvektor och de enskildavariabler x1, x2, . . . xn som ingår i den kallas tillståndsvariabler. Bakgrundentill benämningen tillstånd kommer sig av att tillståndsvektorn x vid tiden tinnehåller all den information om systemets tillstånd som behövs för att förut-säga systemets uppträdande (lösa 6.4) om man vet värdet på framtida insignaler.Vi kommer i fortsättningen ofta att utlämna argumentet t i tillståndsbeskriv-ningen och t ex skriva x istället för x(t).72



6.1.2 Allmän tillståndsbeskrivning för fallet m = n *Om vi i (6.2) har m = n måste vi utvidga tillståndsmodell med en direkttermenligt
ẋ = Ax + Bu

y = Cx + Du (6.4)där D är en skalär. Vi hänvisar till kursen Reglerteknik för en detaljerad beskriv-ning av detta fall. I denna kurs kommer vi fortsättningsvis bara att behandlafallet m < n.6.1.3 Att sätta upp tillståndsbeskrivningarVi såg i Exempel 6.1 hur vi kunde ställa upp ett servosystem på tillståndsformom vi valde tillståndsvariablerna som vinkelläget θ och vinkelhastigheten θ̇. Attvälja fysikaliska variabler som tillstånd faller sig naturligt, men låter sig intealltid göras. Det �nns systematiserade sätt att direkt utgående från en di�eren-tialekvation eller överföringsfunktion ställa upp en tillståndsmodell för ett linjärtsystem utan att bekymra sig om innebörden av tillståndsvariablerna. Detta kom-mer att behandlas i kursen Reglerteknik. I detta avsnitt nöjer vi oss med attutgå från de fysikaliska variablerna samt att titta på några enkla specialfall. Detär svårt att ge några generella regler för hur man skall gå tillväga, detta eftersomen tillståndsrepresentation inte är unik. Det �nns faktiskt ett oändligt antal till-ståndsmodeller som ger samma insignal- utsignalsamband (det vill säga högreordningens di�erentialekvation eller överföringsfunktion). Överföringsfunktioneneller en högre ordningens di�erentialekvation är alltså alltid unik givet initialvär-den, men man kan välja tillståndsvariabler på oändligt många sätt och därmedrepresentera ett system med ett oändligt antal tillståndsmodeller.Förfarandet låter sig bäst beskrivas genom ett antal exempel.Exempel 6.2. Tillståndsmodell för fjäder-massasystemetVi har visat att ett system där en massa hängde i en fjäder och en dämparelöd under di�erentialekvationen
mÿ(t) + bẏ(t) + ky(t) = Fd(t) (6.5)där y är massans avstånd till viloläget (utsignal) och Fd är en yttre dragkraft(insignal).I Exempel 3.1 visades i princip vidare att systemet i Laplacedomänen kundeskrivas

Y (s) =
1/m

s2 + (b/m)s + k/m
Fd(s) (6.6)73



Vi har här en andra ordningens di�erentialekvation, och kommer därmedatt behöva ett system med två första ordningens di�erentialekvationer för attrepresentera (6.5) (för en n:te ordningens di�erentialekvation behövs n tillstånd).Vi sätter x1(t) = y(t) och x2(t) = ẏ(t). Från detta erhåller vi direkt relationen
ẋ1 = x2 (6.7)Substituerar vi in våra de�nitioner av tillstånden i (6.5) erhåller vi sedan

ẋ2 = ÿ = − k

m
y − b

m
ẏ +

1

m
Fd(t) = − k

m
x1 −

b

m
x2 +

1

m
Fd(t) (6.8)Enligt de�nitionen av tillstånden har vi också att

y = x1 (6.9)och vi har därmed relaterat insignalen till utsignalen via en tillståndsmodell.Sammanfattar vi nu (6.7)-(6.9) på standardformen (6.4) får vi alltså tillståndsmo-dellen
[

ẋ1(t)
ẋ2(t)

]

=

[

0 1
− k

m
− b

m

] [

x1(t)
x2(t)

]

+

[

0
1
m

]

Fd(t)

y(t) =
[

1 0
]

[

x1(t)
x2(t)

]

�Rent allmänt är det faktiskt så att system utan nollställen går att behandlapå detta enkla sätt. Utgår man från di�erentialekvationen
dny

dtn
+ a1

dn−1y

dtn−1
+ . . . . . + any = bu (6.10)som med Laplacetransform kan uttryckas enligt

Y (s) =
b

sn + a1sn−1 + . . . . + an

U(s)kan man sätta x1 = y, x2 = dy
dt
, xn = dn−1y

dtn−1 och därigenom erhålla att ẋ1 = x2,
ẋn−1 = xn. Uttrycket för derivatan av den sista tillståndsvariabeln ẋn fås sedangenom substitution i (6.10) som

ẋn = −anx1 − . . . − a1xn + bu74



och man får på standardformen
ẋ =





















0 1 0 . . . . . . 0

0 0
. . . 0 . . . 0... ... . . . . . . . . . ...... ... . . . . . . . . . 0

0 . . . . . . . . . 0 1
−an . . . . . . . . . . . . −a1





















x +





















0.........
0
b





















u (6.11)
y =

[

1 0 . . . . . . . . . 0
]

x (6.12)Det är något svårare att härleda en tillståndsform om di�erentialekvationen manutgår ifrån innehåller derivator även av insignalen, det vill säga om systemet harnollställen.Ett annat fall då det är enkelt att ställa upp en tillståndsrepresentation är dåett systems överföringsfunktion går att skriva som en summa av första ordning-ens system utan nollställen. Systemmatrisen A i standardbeskrivningen (6.4)kan då väljas som diagonal, vilket är mycket tilltalande eftersom detta gör denenkel att använda för beräkningar. T ex kan systemet av di�erentialekvationerenkelt lösas analytiskt. Vi skall illustrera med ett exempel.Exempel 6.3. DiagonalformenVi tar som ett numeriskt exempel ett system med överföringsfunktionen
G(s) =

4s2 + 16s + 14

s3 + 6s2 + 11s + 6Nämnaren kan skrivas som (s + 1)(s + 2)(s + 3) och partialbråksuppdelning ger
G(s) =

1

s + 1
+

2

s + 2
+

1

s + 3och in- utsignalsambandet beskrivs alltså av
Y (s) = (

1

s + 1
+

2

s + 2
+

1

s + 3
)U(s)Om vi nu inför tillståndsvariabler enligt

X1(s) =
1

s + 1
U(s), d v s ẋ1 = −x1 + u

X2(s) =
1

s + 2
U(s), d v s ẋ2 = −2x2 + u

X3(s) =
1

s + 3
U(s), d v s ẋ3 = −3x3 + u75



och har därmed att
y = x1 + 2x2 + x3Sammanfattar man systemet på tillståndsform kan man alltså skriva

ẋ =





−1 0 0
0 −2 0
0 0 −3



x +





1
1
1



u

y =
[

1 2 1
]

xAnmärkning. Notera att valet av tillstånden inte är entydigt. Vi kan t exvälja följande tillstånd (där tillståndet x2 är ändrat jämfört med ovan)
X1(s) =

1

s + 1
U(s), d v s ẋ1 = −x1 + u

X2(s) =
2

s + 2
U(s), d v s ẋ2 = −2x2 + 2u

X3(s) =
1

s + 3
U(s), d v s ẋ3 = −3x3 + uvilket ger

y = x1 + x2 + x3

�6.1.4 Exempel på tillståndsbeskrivning för fallet m < nVi skall i detta avsnitt ge ett exempel (utan härledning) på en tillståndsbeskriv-ning för ett system med överföringsfunktion (där gradtalet för täljaren är lägreän gradtalet för nämnaren)
G(s) =

b1s
n−1 + . . . .bn−1s + bn

sn + a1sn−1 + . . . . + anDetta system kan beskrivas på tillståndsform
ẋ =



















−a1 1 0 . . . . . . 0
−a2 0 1 . . . . . . 0... ... . . . . . . . . . ...... ... . . . . . . . . . 0
−an−1 0 . . . . . . 0 1
−an 0 . . . . . . . . . 0



















x +





















b1.........
bn−1

bn





















u (6.13)
y =

[

1 0 . . . . . . . . . 0
]

x (6.14)76



6.1.5 Att gå från tillståndsrepresentation till överförings-funktionAntag nu att vi har ett system givet på tillståndsform enligt
ẋ = Ax + Bu (6.15)
y = Cx (6.16)och att vi utgående från detta vill bestämma systemets överföringsfunktion från

u till y. Laplacetransformerar man (6.15) fås om begynnelsevärdena är noll
sX(s) = AX(s) + BU(s)där X(s) och U(s) är Laplacetransformerna av u(t) och x(t). Vi kan omformuleradetta uttryck som
(sI − A)X(s) = BU(s)där I är enhetsmatrisen. Genom att multiplicera båda sidor i detta uttryck medinversen till matrisen sI − A fås därmed

X(s) = (sI − A)−1BU(s) (6.17)Om vi nu Laplacetransformerar (6.16) och sätter in (6.17) fås då
Y (s) = C(sI − A)−1BU(s)och överföringsfunktionen är alltså

G(s) = C(sI − A)−1BNär man arbetar med uttryck där matriser ingår måste man alltid vara noga meddimensionerna på de ingående variablerna. Observera att division med matriserär en ode�nierad räkneoperation som saknar mening (ABSOLUT förbjudet).Att multiplicera med matrisinverser är däremot en tillåten operation.Exempel 6.4. Ett numeriskt exempelLåt systemet vara
ẋ =

[

1 2
1 3

]

x +

[

1
0

]

u

y =
[

2 1
]

xMan får då
G(s) =

[

2 1
]

[

s − 1 −2
−1 s − 3

]−1 [

1
0

]

=
[

2 1
] 1

s2 − 4s + 1

[

s − 3 2
1 s − 1

] [

1
0

]

=

=
2s − 5

s2 − 4s + 1 77



Observera att nämnaren i detta uttryck är lika med det(sI−A). Systemets polerär alltså lika med egenvärdena till matrisen A. �Rent allmänt gäller att inversen av en matris, säg H , kan skrivas som
H−1 =

1

det H
H∗där H∗ är den så kallade adjunktmatrisen till H . Hur denna matris ser ut ärinte intressant för tillfället. Med denna notation kan man skriva

G(s) =
C(sI − A)∗B

det(sI − A)
(6.18)Om inga förkortningar sker mellan täljare och nämnare i (6.18) är alltså

det(sI − A) överföringsfunktionens nämnarpolynom (kar. ekv.), och systemetspoler är alltså lika med egenvärdena till matrisen A. Vi sammanfattar nedanresultaten i detta avsnitt:Överföringsfunktionen för systemet
ẋ = Ax + Bu

y = Cxär
G(s) = C(sI − A)−1BOm ingen förkortning sker då detta uttryck evalueras är systemets polerlika med egenvärdena till matrisen A.
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6.2 Tillståndsbeskrivningar för tidsdiskreta LTI-system6.2.1 Inledande exempelAntag att vi har följande tidsdiskreta modell:
y(k) = y(k − 1) + u(k − 2)Vi inför nu följande tillståndsvariabler

x1(k) = y(k)

x2(k) = u(k − 1)vilket ger
[

x1(k + 1)
x2(k + 1)

]

=

[

1 1
0 0

] [

x1(k)
x2(k)

]

+

[

0
1

]

u(k)

y(k) =
[

1 0
]

[

x1(k)
x2(k)

]Vi ser här att vi fått en tillståndsbeskriving i diskret tid, som i detta fall bestårav två första ordningens di�erensekvationer.6.2.2 Allmän beskrivningTillståndsbeskrivningar för tidsdiskreta LTI-system följer samma principer somför kontinuerliga system, med den skillnaden att man här skriver om en högreordningens di�erensekvation som ett system av första ordningens di�erensekva-tioner, jämför exemplet ovan. En tidsdiskret tillståndsbeskrivning har därförformen
x(k + 1) = Fx(k) + Gu(k) (6.19)

y(k) = Hdx(k)Precis som för det tidskontinuerliga fallet �nns det oändligt många sätt attskriva en tillståndsform för ett tidsdiskret system. En allmän linjär di�eren-sekvation
y(k) + a1y(k − 1) + . . . + any(k − n) = b1u(k − 1) + . . . + bnu(k − n) (6.20)79



kan till exempel skrivas på följande tillståndsform
x(k + 1 =



















−a1 1 0 . . . . . . 0
−a2 0 1 . . . . . . 0... ... . . . . . . . . . ...... ... . . . . . . . . . 0
−an−1 0 . . . . . . 0 1
−an 0 . . . . . . . . . 0



















x(k) +





















b1.........
bn−1

bn





















u(k) (6.21)
y(k) =

[

1 0 . . . . . . . . . 0
]

x(k) (6.22)En härledning av ovanstående tillståndsform ligger utanför ramen för dennakurs.6.2.3 Från tillståndsbeskrivning till överföringsfunktionHelt analogt med tidigare resonemang har vi följande resultatÖverföringsfunktionen för det tidsdiskreta systemet
x(k + 1) = Fx(k) + Gu(k)

y(k) = Hdx(k)är
H(z) = Hd(zI − F )−1GOm ingen förkortning sker då detta uttryck evalueras är systemets polerlika med egenvärdena till matrisen F .6.2.4 Diskretisering av tidskontinuerliga tillståndsmodel-lerOm vi approximerar derivatan för tillståndsvektorn x(t) i (6.15) enligt
ẋ(t) ≈ x(k + 1) − x(k)

Tsdär Ts är samplingstiden erhålls direkt en tidsdiskret tillståndsmodell på formen(6.19) med F = ATs + I, G = BTs, och Hd = C. Således är det mycket enkeltatt diskretisera tillståndsmodeller! Andra typer av derivata-approximationer kangöras på liknande sätt. Omman har en insignal som är styckvis konstant kan manexakt räkna ut den tidsdiskreta tillståndsmodellen (dvs inga approximationerbehöver göras). Vi tar dock inte upp detaljerna för detta här.80



6.2.5 Lösning av tillståndsekvationerDet är mycket enkelt att ta fram lösningen för x(k) givet ett känt begynnelse-värde x(0) och en känd insignal u. Från (6.19) får vi
x(k) = Fx(k − 1) + Gu(k − 1) = F (Fx(k − 2) + Gu(k − 2)) + Gu(k − 1)

= F 2x(k − 2) + FGu(k − 2) + Gu(k − 1)

... = F kx(0) + F k−1Gu(0) + . . . + FGu(k − 2) + Gu(k − 1)

= F kx(0) +

k
∑

n=1

F k−nGu(n − 1)Notera att om matrisen F är diagonal är F k mycket enkel att räkna ut.
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Kapitel 7Något om olinjära system
Teorin med överföringsfunktioner (Kapitel 3 och 4) som vi hittills gått igenomgäller tyvärr bara för linjära system. De allra �esta verkliga system är olinjära,och vi måste alltså använda andra verktyg för att analysera och förstå beteendethos dessa. Det mesta av den stabilitetsanalys som genomfördes i Kapitel 3 blirbetydligt svårare, och vi måste utnyttja mer generella metoder. Det stabilitets-villkor vi kommer att använda i detta kapitel (även om det inte sägs explicitöverallt) är asymptotisk stabilitet. Vi ger här en de�nition för system på till-ståndsform:Antag att ett olinjärt system har en jämviktspunkt (stationär punkt)

xo. Jämviktspunkten är asymptotiskt stabil om alla lösningar som star-tar tillräckligt nära jämviktspunkten konvergerar mot jämviktspunkten.Mera formellt (dock något förenklat) gäller att en jämviktspunkt xo ärasymptotiskt stabil om det existerar ett δ sådan att om begynnelsevär-det x(0) uppfyller |x(0) − xo| < δ medför detta att |x(t) − xo| → 0 då
t → ∞.Jämviktslösningen säges vara globalt asymptotiskt stabil om konvergensmot jämviktspunkten gäller för alla begynnelsevärden.I detta kapitel skall vi gå igenom två olika tillvägagångssätt för att genomfö-ra en stabilitetsanalys för lösningar till olinjära kontinuerliga system. Det förstasättet bygger på att den olinjära modellen approximeras med en linjär modell(linjärisering) runt en jämviktspunkt, och vi använder sedan linjär teori för ana-lysen. Det säger sig självt att denna analys endast blir giltig där vår approxima-tiva modell gäller, det vill säga i närheten av jämviktspunkten. Det andra sättet(överkurs) är mer generellt och utnyttjar s k Lyapunovfunktioner för att påvisastabilitet för det olinjära systemet. 83



7.1 Linjärisering av olinjära systemAntag att vi har ett olinjärt system som beskrivs av
ẋ(t) = f(x(t), u(t)) (7.1)
y(t) = h(x(t)) (7.2)det vill säga en olinjär tillståndsmodell. Här är alltså x(t) = [x1(t), . . . , xn(t)]Toch f(x(t), u(t)) = [f1(x(t), u(t)), . . . , fn(x(t), u(t))]. Vi vill nu approximera den-na olinjära modell med en linjär tillståndsmodell runt någon jämviktspunkt somvi betecknar {x0, u0}. u0 är alltså den konstanta insignal som stationärt genere-rar tillståndet x0. Motsvarande utsignal kallar vi y0. De stationära värdena x0och y0 kan för givet u0 beräknas ur

0 = f(x0, u0) (7.3)
y0 = h(x0) (7.4)Ett vanligt sätt att genomföra linjäriseringen är att approximera det olinjärasystemet med dess 1:a ordningens Taylorserie, utvecklad runt punkten {x0, u0}.Då man har en skalär funktion (motsvarande fallet med ett tillstånd) motsvarardetta att det olinjära systemet approximeras med sin tangent i varje punkt. Föratt illustrera förfarandet tar vi ett enkelt exempel.Exempel 7.1. Linjärisering av en enkel olinjär funktionAntag att vi har funktionen y = f(x) = x2 (alltså en statisk olinjäritet)som (av någon anledning) skall approximeras med en linjär funktion i punkten

{x0, y0}. Om vi Taylorutvecklar funktionen runt denna punkt (och slopar högreordningens termer) erhålls:
∆x = x − x0

∆y = y − y0

∆y =
df(x)

dx

∣

∣

∣

∣

x=x0

∆x,

∆y = 2x0∆x ⇒
y = 2x0x − 2x2

0 + y0 (7.5)där (7.5) alltså är tangenten till funktionen y = x2 i punkten {x0, y0}. Föratt illustrera detta numeriskt säger vi nu att vi vill approximera y = x2 i enomgivning till en punkt på kurvan, nämligen {x0, y0} = {3, 9}. Enligt (7.5) ärdå
y = 6x − 984



vår eftersökta approximation. Kurvorna y = x2 samt y = 6x− 9 �nns plottade i�gur 7.1. Vi ser där att den räta linjen sammanfaller väl med parabeln i en näraomgivning till linjäriseringspunkten. Längre bort från denna punkt är dock intesamstämmigheten lika stor och man bör där välja ett annat {x0, y0}.
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Figur 7.1: Illustration av funktionen y = x2 och den approximation som fås avfunktionen med kurvans tangent via en 1:a ordningens Taylorutveckling, det villsäga linjen y = 6x − 9 då {x0, y0} = {3, 9}.
�På samma sätt som man approximerar en statisk olinjäritet som funktioneni exemplet ovan kan man linjärisera det dynamiska olinjära systemet i (7.1)-(7.2). Motsvarande linjära approximation runt jämviktspunkten {x0, u0, y0} kanskrivas på den vanliga linjära tillståndsformen enligt

∆ẋ = A∆x + B∆u (7.6)
∆y = C∆x (7.7)där ∆x = x−x0, ∆u = u−u0 och ∆y = y−y0. I härledningen utnyttjas att denkonstanta insignalen u0 stationärt ger jämviktspunkten x0. Systemmatrisernafås som (observera att x är en vektor och f en vektorvärd funktion):

A =







∂f1

∂x1
. . . ∂f1

∂xn... . . . ...
∂fn

∂x1
. . . ∂fn

∂xn







∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x=x0
u=u0

, B =







∂f1

∂u...
∂fn

∂u







∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣x=x0
u=u0

(7.8)
C =

[

∂h
∂x1

. . . ∂h
∂xn

]
∣

∣

x=x0

(7.9)85



Vi kan alltså se koe�cienterna i en rad i matrisen A som lutningen med avseendepå respektive tillstånd i varje di�erentialekvation. Ekvivalent kan koe�cienter-na i matrisen B ses som lutningen med avseende på insignalen u i respektiveekvation.Då vi linjäriserat ett system enligt ovanstående kan vi använda den linjärateorin i Kapitel 4 för att göra t ex en stabilitetsanalys. Eftersom vår linjära ap-proximation endast kan antas beskriva det ursprungliga systemet någorlunda väli en närhet av punkten {x0, u0} blir naturligtvis stabilitetsanalysen meningsfullendast då man be�nner sig i närheten av denna punkt. Man kan dessutom ut-tala sig med säkerhet om stabilitet för det olinjära systemet då det linjäriseradesystemet inte har poler på imaginära axeln.Vi skall härnäst illustrera linjärisering av olinjära system med några exempel.Exempel 7.2. Linjärisering av tanken med fritt utfall, Exempel 2.5I Exempel 2.5 härledde vi en olinjär di�erentialekvation som beskrev hurvätskehöjden varierade i en tank enligt
dh(t)

dt
=

−a
√

2g

A

√

h(t) +
1

A
Qin(t) = f(h(t), Qin(t)) (7.10)där de tidsvarierande storheterna är vätskehöjden i tanken h(t) och in�ödet avvatten till tanken Qin(t). Di�erentialekvationen är alltså olinjär med avseendepå vätskehöjden h(t). Framöver slopar vi tidsindexet på dessa båda variabler föratt lätta upp notationen.Antag nu att vi vill linjärisera systemet i (7.10). Låt Qin,0 vara ett konstantvätske�öde som stationärt ger den konstanta vätskehöjden h0 i tanken. Dennastationära vätskehöjd kan vi bestämma genom att sätta vänsterledet till 0 i(7.10) och erhålla sambandet

a
√

2g
√

h0 = Qin,0 (7.11)som vi skall använda lite senare i exemplet.Om vi nu väljer vårt tillstånd som h(t) och linjäriserar systemet runt denstationära punkten {Qin,0, h0} så får vi alltså
d(h − h0)

dt
=

df(h, Qin)

dh

∣

∣

∣

∣ h=h0

Qin=Qin,0

(h − h0) +
df(h, Qin)

dQin

∣

∣

∣

∣ h=h0

Qin=Qin,0

(Qin − Qin,0) =

=
−a

√
2g

2A
√

h

∣

∣

∣

∣ h=h0

Qin=Qin,0

(h − h0) +
1

A
(Qin − Qin,0) =

=
−a

√
2g

2A
√

h0

(h − h0) +
1

A
(Qin − Qin,0) (7.12)86



och vi har därmed en ekvation som är linjär i h och Qin. Om vi nu för att förenklabeteckningarna en smula inför notationen ∆h = h−h0 samt ∆Qin = Qin−Qin,0kan (7.12) skrivas
d

dt
∆h =

−a
√

2g

2A
√

h0

∆h +
1

A
∆Qin (7.13)Från (7.11) vet vi vidare att (a

√
2g) = Qin,0/

√
h0. Inför vi detta uttryck för denstationära vätskehöjden i (7.13) för att eliminera a och g fås slutligen att

d

dt
∆h =

−Qin,0

2Ah0
∆h +

1

A
∆Qinvilket är det linjäriserade uttrycket för tanken såsom det presenterades i (2.17).

�Exempel 7.3. Linjärisering av bioreaktorn i Exempel 2.6I Exempel 2.6 infördes en olinjär modell som beskrev en biologisk reaktor.Modellen formulerades i (2.20)-(2.21) som
Ẋ(t) = µmax

S(t)

KS + S(t)
X(t) +

Q

V
(Xin − X(t)) (7.14)

Ṡ(t) = − 1

Y
µmax

S(t)

KS + S(t)
X(t) +

Q

V
(Sin(t) − S(t)) (7.15)där X är koncentrationen av biomassa (bakterier). Biomassan livnär sig på ettsubstrat vars koncentration i tanken är S. I (7.14)-(7.15) gör vi det rimligaantagandet att vi kan bestämma halten av substrat i den inkommande vätskanoch denna blir därför en lämplig insignal. Biomasshalten i in�ödet kan antas varalika med noll, det vill säga Xin = 0. De variabler som kan antas tidsvarierandeär alltså X, S och Sin, övriga variabler kan antas konstanta. För att förenklalite för oss själva följer vi notationen i (7.1) och sätter x1 = X, x2 = S och

u = Sin. Vi slopar vidare tidsindexet på dessa variabler i räkningarna framöver.Ekvationerna (7.14)-(7.15) kan då omformuleras enligt:
ẋ1 = µmax

x2

KS + x2
x1 −

Q

V
x1 (7.16)

ẋ2 = − 1

Y
µmax

x2

KS + x2
x1 −

Q

V
x2 +

Q

V
u (7.17)87



Givet detta kan vi alltså formulera systemet på standardformen enligt
ẋ = f(x, u)

x =

[

x1

x2

]

, f(x, u) =

[

f1(x, u)
f2(x, u)

] (7.18)
[

f1(x, u)
f2(x, u)

]

=

[

µmax
x2

KS+x2
x1 − Q

V
x1

− 1
Y

µmax
x2

KS+x2
x1 − Q

V
x2 + Q

V
u

] (7.19)Om vi nu väljer en konstant insignal u0 kommer detta stationärt att resulterai konstanta värden även på tillstånden, säg x0 =
[

x1,0 x2,0

]T . Dessa värdenkan man enkelt räkna ut genom att sätta (7.16) och (7.17) till noll. Det visarsig då att vi får två olika jämviktspunkter, den ena är dock trivial eftersomden ger att x1,0 = 0. Detta motsvarar att all biomassa stationärt dör ut, ochär ointressant i detta fall. Den andra, mer intressanta jämviktspunkten ges av
x0 =

[

Y (u0 − QKS/(µmaxV − Q)), QKS/(µmaxV − Q))
]T .Då vi linjäriserar systemet (7.18) behöver vi räkna ut ett antal derivatorför att få fram systemmatriserna enligt (7.8). För att få fram koe�cienterna imatrisen A behövs (n är i detta fall 2)

a11 =
∂f1(x, u)

∂x1
= µmax

x2

KS + x2
− Q

V

∣

∣

∣

∣x=x0
u=u0

= µmax
x2,0

KS + x2,0
− Q

V

a12 =
∂f1(x, u)

∂x2
= µmax

KS

(KS + x2)2
x1

∣

∣

∣

∣x=x0
u=u0

= µmax
KS

(KS + x2,0)2
x1,0

a21 =
∂f2(x, u)

∂x1
= − 1

Y
µmax

x2

KS + x2

∣

∣

∣

∣x=x0
u=u0

= − 1

Y
µmax

x2,0

KS + x2,0

a22 =
∂f2(x, u)

∂x2
= − 1

Y
µmax

KS

(KS + x2)2
x1 −

Q

V

∣

∣

∣

∣x=x0
u=u0

= − 1

Y
µmax

KS

(KS + x2,0)2
x1,0 −

Q

VPå samma sätt fås koe�cienterna i vektorn B som
∂f1(x, u)

∂u

∣

∣

∣

∣x=x0
u=u0

= 0,
df2(x, u)

du

∣

∣

∣

∣x=x0
u=u0

=
Q

VEgentligen hade vi inte behövt genomföra räkningarna för B-matrisen eftersomdi�erentialekvationen är linjär m a p u.Den linjära modell vi nu fått fram kan alltså användas för en förenklad stabi-litetsanalys av systemet på samma sätt som i kapitel 4. Man undersöker då omegenvärdena till matrisen A (dvs systemets poler, rötterna till det(sI −A) = 0 )har strikt negativ realdel, och i så fall är lösningen stabil i en närhet av {x0, u0}.Precis som i det linjära fallet avgör också egenvärdena hur snabbt lösningen går88



mot jämviktspunkten. Ju mer negativ egenvärdenas realdel är, desto snabbareär systemet.
�7.2 FasporträttSom nämnts i föregående avsnitt kan den linjära approximationen av ett olinjärtsystem ge information om stabilitet i området nära en jämviktspunkt. Förutominformation om stabilitet kan man också dra vissa slutsatser om uppförandetnära en jämviktspunkt. Vi skall titta närmare på detta i specialfallet med ettsystem med två tillståndsvariabler, eftersom man relativt enkelt kan representeradetta gra�skt. Man ritar då den ena tillståndsvariabeln mot den andra. Den plotman då erhåller kallas fasporträtt, och kurvorna brukar kallas banor. Vi skallbörja med att kort ta upp fasporträtt för linjära system (se även kursen i ODE).7.2.1 Fasporträtt för linjära systemAntag att vi har ett andra ordningens linjärt system (utan insignal) på till-ståndsform enligt

ẋ = Ax (7.20)Från kapitlen 3 och 4 vet vi att egenvärdena till matrisen A har stor betydelseför systemets uppträdande. Det är faktiskt även så att egenvektorerna har enviss betydelse. Egenvektorerna för detta andra ordningens system representerarde banor som lösningar till (7.20) kommer att röra sig längs in mot alternativtbort från jämviktspunkten i tillståndsplanet. Då egenvektorn hör till ett egen-värde med strikt negativ realdel (stabilt) kommer lösningar att asymptotisktröra sig in mot jämviktspunkten längs denna bana. Om den däremot hör tillett egenvärde med positiv realdel kommer lösningen röra sig bort från jämvikts-punkten längs banan. Då egenvärdena är komplexvärda fås lite mer avanceraderörelsemönster. Vi sammanfattar nedan de olika typer av jämviktspunkter somkan inträ�a för linjära system.
• Två reella olika negativa egenvärdenDå systemmatrisen A i (7.20) har två reella egenvärden λ1 och λ2 somuppfyller λ1 < λ2 < 0 fås en jämviktspunkt som är en så kallad stabiltvåtangentnod. Om v1 och v2 är motsvarande egenvektorer får vi banor somrör sig in mot jämviktspunkten utmed räta linjer v1 och v2. Eftersom v1 ärkopplad till det snabbare egenvärdet går lösningar längs denna snabbaremot jämviktspunkten. Man brukar därför tala om en snabb och en långsam89



egenvektor. De banor som inte går längs egenvektorerna kan skrivas somtidsvariabla linjärkombinationer av dessa och får då formen:
x(t) = c1e

λ1tv1 + c2e
λ2tv2 (7.21)

• Två reella positiva egenvärdenBanorna ser här i princip ut som i föregående fall men eftersom egenvär-dena är positiva kommer lösningarna växa mot oändligheten, det vill sägabanorna är riktade bort från jämviktspunkten. En sådan jämviktspunktkallas instabil tvåtangentnod.
• Två reella egenvärden med olika teckenAntag nu att egenvärdena är reella och har olika tecken, det vill säga

λ1 < 0 < λ2med motsvarande egenvektorer v1 och v2. Eftersom λ1 är negativ kommerbanor längs v1 att närma sig jämviktspunkten och vi kan kalla v1 för denstabila egenvektorn. Längs v2 kommer banor att avlägsna sig från jäm-viktspunkten. En komponent i (7.21) går alltså mot 0 och den andra motoändligheten. Denna typ av jämviktspunkt kallas för sadelpunkt.
• Sammanfallande egenvärdenOm egenvärdena sammanfaller, det vill säga λ1 = λ2 kan man få två olikafall beroende på antalet linjärt oberoende egenvektorer. Om det bara �nnsen egenvektor talar man om en entangentnod som kan vara stabil ellerinstabil beroende på om egenvärdet är negativt eller positivt. Finns dettvå oberoende egenvektorer fås en så kallad stjärnnod, det vill säga allaräta linjer som går genom jämviktspunkten blir banor.
• Komplexa egenvärdenSäg nu att vi har ett system med komplexa egenvärden, det vill säga

λ = σ ± iωI detta fall blir banorna spiraler. Om σ < 0 fås ett s k stabilt fokus därlösningen rör sig i en spiral in mot jämviktspunkten. Om σ > 0 rör siglösningen bort från jämviktspunkten instabilt fokus. Skulle σ = 0 så rörsig banorna i ellipser runt origo och jämviktspunkten är då ett centrum.7.3 Fasporträtt för olinjära system7.3.1 Fasporträtt nära jämviktspunktOm vi nu återgår till de olinjära systemen så vet vi ju att dessa kan approximerasmed ett system av linjära di�erentialekvationer enligt (7.6) nära en jämvikts-punkt. Det är därför naturligt att tillämpa den den linjära fasporträttsanalysen90



från förra avsnittet på det linjäriserade systemet nära en jämviktspunkten. Ef-tersom skillnaden mellan det olinjära systemet och den linjära approximationenär liten nära jämviktspunkten kan man förvänta sig att det olinjära systemet därfår samma utseende på fasporträttet som den linjära approximationen. Detta ärsant i många fall, och man kan visa att följande gäller:
• Om det linjäriserade systemet har en tvåtangentnod, entangentnod, fokuseller sadelpunkt så har det olinjära systemet väsentligen samma fasporträttnära jämviktspunkten.
• Om det linjäriserade systemet har ett centrum så kan det olinjära systemetha karaktären av centrum såväl som fokus vid jämviktspunkten.
• Om det linjäriserade systemet har en stjärnnod, kan det olinjära systemetha en rad olika utseenden vid jämviktspunkten.7.3.2 Fasporträtt långt från jämviktspunkterDet kan också vara intressant att få en uppfattning om det olinjära systemetsbanor långt från en jämviktspunkt. Betrakta ett andra ordningens system

ẋ1 = f1(x1, x2)

ẋ2 = f2(x1, x2)och bilda sedan kvoten mellan derivatorna enligt
ẋ2

ẋ1

=
dx2

dt
/
dx1

dt
=

dx2

dx1Genom att bilda denna kvot fås en di�erentialekvation där det explicita bero-endet av t eliminerats, det vill säga
dx2

dx1
=

f2(x1, x2)

f1(x1, x2)
(7.22)Ibland kan denna ekvation lösas explicit och vi har då ett exakt uttryck förhur tillståndsvariablerna beror av varandra, det vill säga ett uttryck som exaktbeskriver hela fasporträttet. Oftast är dock uttrycket så pass besvärligt att dettainte går, och man kan bara använda (7.22) för att få en uppfattning om banornaslutning i tillståndsplanet. Speciellt är banorna vågräta där

f2(x1, x2) = 0och lodräta där
f1(x1, x2) = 091



Genom att studera gränsvärdena
lim

x1→±∞

f2(x1, x2)

f1(x1, x2)
, lim

x2→±∞

f2(x1, x2)

f1(x1, x2)får man enkelt en uppfattning om banornas lutning långt ute i fasplanet, detvill säga för stora x1 och x2.Vi skall nu avsluta diskussionen om fasporträtt med ett mer omfattande ex-empel.Exempel 7.4. Ett populationsdynamiskt exempelI ett enkelt ekosystem �nns två slags �skar. Den ena arten lever på algermedan den andra arten lever på den första. Om vi låter x1 beteckna mängden (iantal tusen individer) algätande �skar och x2 mängden (i antal tusen individer)rov�skar så gäller att
ẋ1 = 2x1 −

x1x2

1 + 1/6x1
− 0.2x2

1 (7.23)
ẋ2 = −3x2 +

x1x2

1 + 1/6x1
(7.24)Vi skall strax göra en fasporträttsanalys, men låt oss först försöka tolka (7.23)och (7.24).Den första termen i (7.23) beskriver en exponentiell tillväxt, det vill sägaman antar att det �nns obegränsad tillgång på alger så att den växtätandepopulationen kan växa exponentiellt. Om vi inte hade några rov�skar i systemetskulle dessa �skar alltså tillväxa enligt

ẋ1 = 2x1Tillgången på alger är dock begränsad, och därför inträder en mättning enligt
ẋ1 = 2x1 − 0.2x2

1Om dessutom rov�sken x2 �nns i dammen kommer algätarna att bli uppätna itakten
x1x2

1 + 1/6x1vilket är den tredje termen i ekvationen (med negativt tecken). Första ekvatio-nen är därmed förklarad. 92



I den andra ekvationen motsvarar den första termen −3x2 att rov�skar dör.Den andra termen (samma som i 7.23 men nu med positivt tecken)
x1x2

1 + 1/6x1ger en tillväxt av rov�skar som dock mättas då x1 → ∞.Det bör nämnas att de olika numeriska parametervärdena i dessa di�erentia-lekvationer valts högst godtyckligt, och man kan lika gärna tänka sig andra val.Efter denna lilla introduktion känner vi oss mogna att skissa fasporträttetför systemet. En lämplig början är att ta fram de stationära punkterna. Om vibörjar med att betrakta (7.24) får vi stationärt (det vill säga då ẋ2=0) att
ẋ2 = 0 ⇒ 0 = −3x2 +

x1x2

1 + 1/6x1
⇒

0 = −3x2(1 + 1/6x1) + x1x2 =
1

2
(x1 − 6)x2Vi får här alltså två fall, dels kan x1 =6 eller x2 =0. Den första di�erentialekva-tionen (7.23) sätts nu till noll för båda dessa fall:

• x2 = 0 och ẋ1 = 0 ⇒

0 = 2x1 − 0.2x2
1 = 0.2(10 − x1)x1Denna ekvation har två lösningar, x1 = 0 och x1 = 10. Fallet x2 = 0 geralltså upphov till två jämviktspunkter.

• x1 = 6 och ẋ1 = 0 ⇒

0 = 2 · 6 − 6x2

1 + 1/6 · 6 − 0.2 · 62vilket har lösningen x2 = 1.6.Sammanfattar vi resultaten ovan så har vi alltså tre jämviktspunkter, nämligen
x0 =

{

x1,0 = 0

x2,0 = 0
,

{

x1,0 = 10

x2,0 = 0
,

{

x1,0 = 6

x2,0 = 1.6
(7.25)Vi skall nu ta fram den linjära approximationen för avvikelsen från jämvikts-punkten ∆ẋ = A∆x för vårt system. A ges som vanligt ur (7.6) och vi kanskriva

A =
df(x)

dx

∣

∣

∣

∣

x=x0

=

[

2 − 0.4x1 − x2/(1 + x1/6)2 −x1(1 + x1/6)
x2/(1 + x1/6)2 −3 + x1(1 + x1/6)

]
∣

∣

∣

∣

x=x0(7.26)93



Var och en av de tre jämviktspunkterna i (7.25) skall nu sättas in i matrisen
A i (7.26), och vi skall genom att studera egenvärden och egenvektorer till dennaavgöra vilken typ av jämviktspunkt det rör sig om.Jämviktspunkt I
x1,0 = x2,0 = 0 ger

A =

[

2 0
0 −3

]Denna matris har egenvärden i λ1 = 2 och λ1 = −3, och vi har alltså tvåreella egenvärden med olika tecken. Detta medför att punkten x1,0 = x2,0 = 0är en sadelpunkt, och det olinjära systemet kommer att ha samma principiellauppförande. Egenvektorerna till A är v1 =
[

1 0
]T och v2 =

[

0 1
]T , det villsäga x1- och x2-axlarna. v2 svarar mot det stabila egenvärdet λ2 och lösningenkommer alltså att föras mot jämviktspunkten origo via banor längs x2-axeln. Påsamma sätt förs lösningar bort från jämviktspunkten längs egenvektorn svarandemot det instabila egenvärdet (x1-axeln). Det principiella fasporträttet för dettalinjära system �nns återgivet i �gur 7.2. Observera att vi i denna principskisstagit med även negativa värden på x1 och x2 trots att dessa i verkligheten ärorimliga.
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Figur 7.2: Fasporträtt för det linjäriserade system som erhålls i jämviktspunktenorigo.Jämviktspunkt II
x1,0 = 10, x2,0 = 0 ger

A =

[

−2 −3.75
0 0.75

]Denna systemmatris har egenvärdena λ1 = −2 och λ1 = 0.75, vilket medföratt även denna punkt är en sadelpunkt, och därmed att det olinjära syste-met kommer att ha samma principiella uppförande. Egenvektorerna är v1 =
[

1 0
] (det vill säga x1-axeln) svarande mot det stabila egenvärdet λ1 och94



v2 ≈
[

0.80 −0.59
] svarande mot det instabila egenvärdet λ2. Vi erhåller därförfasporträttet i �gur 7.3 för det linjäriserade systemet svarande mot x1,0 = 10,

x2,0 = 0.
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Figur 7.3: Fasporträtt för det linjäriserade system som erhålls i jämviktspunkten
x1,0 = 10, x2,0 = 0.Jämviktspunkt III
x1,0 = 6, x2,0 = 1.6 ger

A =

[

−0.8 −3
0.4 0

]Egenvärdena blir nu λ1,2 = −0.4 ± 1.02i. Eftersom vi har komplexa egenvärdenmed en negativ realdel är jämviktspunkten för det linjäriserade systemet ettstabilt fokus, och det olinjära systemet kommer därmed att uppvisa sammaegenskaper. Det stabila fokuset för det linjära systemet �nns redovisat i �gur7.4.
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Figur 7.4: Fasporträtt för det linjäriserade system som erhålls i jämviktspunkten
x1,0 = 6, x2,0 = 1.6. 95



Nu återstår endast att sätta samman de tre fasdiagrammen till ett. Vi harhär plottat fasporträttet för det verkliga olinjära systemet (se �gur 7.5), ochsambandet med våra linjära system bör framgå klart. Veri�era gärna vad somstår i Avsnitt 7.3.2 med hjälp av denna plot. Observera att vi endast tagit med
x1 och x2 större än 0, då endast sådana värden är rimliga för populationer. �

0 5 10 15
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

x
1

x 2

Figur 7.5: Fasporträttet för det verkliga, olinjära systemet.7.4 Lyapunovfunktioner *Vi skall nu på ett mycket förenklat sätt ta upp begreppet Lyapunovfunktioneroch visa hur dessa kan använda för att påvisa stabilitet, även där analysen förlinjäriserade system inte fungerar. Så är ju fallet t ex då ett eller �era egenvärdentill det linjäriserade systemet ligger på imaginära axeln. Teorin är också giltigäven då man inte be�nner sig i närheten av en stationär punkt. Analysen i dettaavsnitt är giltig för godtyckliga systemordningar.Betrakta ett system av di�erentialekvationer
ẋ(t) = f(x(t)) (7.27)med jämviktslösning x0. Jämviktslösningen x0 säges (analogt med de�nitioner-na i Kapitel 2) vara globalt asymptotiskt stabil om x(t) → x0, t → ∞ för allabegynnelsevärden x(0).Härnäst skall ett sätt att påvisa global asymptotisk stabilitet för en jäm-viktslösning till ett system på formen (7.27) gås igenom. Följande tillräckliga(men inte nödvändiga) villkor kan formuleras:96



En jämviktspunkt x0 till systemet ẋ = f(x) är globalt asympto-tiskt stabil om man kan �nna en funktion V (x) satis�erar
V (x0) = 0, V (x) > 0 för x 6= x0 (7.28)
V (x) → ∞, då |x| → ∞ (7.29)
dV (x)

dt
= Vx(x)ẋ = Vx(x)f(x) ≤ 0 (7.30)

Vx(x)f(x) < 0, x 6= x0 (7.31)där Vx(x) beräknas enligt
Vx(x) =

∂V (x)

∂x
= [

∂V (x)

∂x1
, . . . ,

∂V (x)

∂xn
]En tolkning av funktionen V är att den beskriver ett generaliserat avståndfrån lösningen till (7.27) vid en godtycklig tidpunkt, x(t), till jämviktspunkten

x0. Om detta avstånd avtar strikt med tiden kommer lösningen ju så småningomatt hamna i jämviktspunkten. Kraven (7.30) och (7.31) säger att tidsderivatanav avståndet mellan en lösning vid en godtycklig tidpunkt, x(t) och jämvikts-punkten x0 måste vara strikt negativ (utom i själva jämviktspunkten x0) föratt global asymptotisk stabilitet skall garanteras. Att denna derivata alltid ärnegativ innebär ju att avståndet hela tiden minskar då t ökar, och lösningenmåste därmed gå mot jämviktspunkten. Kraven (7.28) och (7.29) är nödvändigaför att V (x) skall vara ett generaliserat avstånd. Observera att om man intekan påvisa stabilitet med hjälp av den funktion man valt innebär inte dettaautomatiskt att systemet inte är asymptotiskt stabilt. Det kan också vara såatt den kandiderande Lyapunovfunktion man valt helt enkelt inte duger. En avde svåra sakerna med denna analys är att hitta en lämplig kandiderande Ly-apunovfunktion. Ofta uttrycker dock Lyapunovfunktionen den totala energin isystemet. Om man kan teckna ett uttryck för denna energi kan man därigenomerhålla en lämplig kandidat.Exempel 7.5. Stabilitetsanalys för ett enkelt olinjärt system.Låt systemet beskrivas av
[

ẋ1

ẋ2

]

=

[

x2 − x3
1

−x1 − x3
2

]Detta system har origo som jämviktspunkt, och om vi linjäriserar fås approxi-mationen
[

ẋ1

ẋ2

]

=

[

0 1
−1 0

] [

x1

x2

]97



och det linjära systemet har sina egenvärden i λ1,2 = ±i. Detta innebär attdet linjäriserade systemet är ett centrum, och att det olinjära systemet kan hakaraktären av antingen ett centrum eller ett fokus. För att få reda på vilketanvänder vi Lyapunov-teori!Som redan nämnts är ett problem att hitta lämpliga Lyapunovfunktioner.Ett sätt är att helt enkel prova sig fram. Vi ansätter här V (x) = x2
1 + x2

2 somen kandidat. Denna funktion är ju inget annat än kvadraten av avståndet tilljämviktspunkten (origo) och kan vara en lämplig början. Vi ser direkt att funk-tionen uppfyller kraven i (7.28) och (7.29). Då återstår att undersöka uttrycket
Vx(x)f(x). Vi har att

Vx(x) = [
∂V (x)

∂x1

∂V (x)

∂x2
] =

[

2x1 2x2

]vidare är
Vx(x)f(x) =

[

2x1 2x2

]

[

x2 − x3
1

−x1 − x3
2

]

= −2x4
1 − 2x4

2och därmed gäller att Vx(x)f(x) ≤ 0 vilket är kravet i (7.30), och den endapunkt där uttrycket är lika med 0 är i x0 (origo). Därför är alltså kravet (7.31),
Vx(x)f(x) < 0, x 6= x0, uppfyllt. Vi kan därmed dra slutsatsen att avståndet
V (x) mellan en lösning vid tidpunkten t, x(t), och jämviktspunkten x0 (origo)hela tiden krymper. Jämviktspunkten är därmed globalt asymptotiskt stabil ochdet gäller att x(t) → x0 då t → ∞. Jämviktspunkten måste därmed ha karak-tären av ett stabilt fokus. �Vi skall nu ta upp en utvidgning av stabilitetsvillkoren, och enklast görsdetta genom ytterligare ett exempel:Exempel 7.6. Ytterligare ett exempelLåt systemet ges av

ẋ1 = x2 (7.32)
ẋ2 = −x2 − x3

1 (7.33)med jämviktspunkten {0, 0}. Om funktionen V (x) = αx4
1 + x2

2 ansätts somkandiderande Lyapunovfunktion fås
Vx(x)f(x) = (4α − 2)x3

1x2 − 2x2
2Väljer vi nu α = 1/2 får vi alltså Vxf = −2x2

2 ≤ 0. Vi observerar att Vxf kanvara noll även då x1 6= 0. Villkoret (7.31) är därmed inte uppfyllt, och vi kaninte på grundval av vad vi lärt oss hittills uttala oss om stabiliteten. �98



Den svårighet som uppstod ovan då man ej får strikt olikhet i (7.31) är vanlig,men går att komma runt med följande alternativa tillräckliga stabilitetsvillkor:En jämviktspunkt x0 till systemet ẋ = f(x) är globalt asympto-tiskt stabil om man kan �nna en funktion V (x) som1. uppfyller (7.28)-(7.30) för alla värden på x2. har egenskapen att ingen lösning till di�erentialekvationen(utom x(t) = x0) löper helt i det område där Vx(x)f(x) = 0Vi skall nu återgå till Exempel 7.6 för att uttala oss enligt de nya villkoren.Exempel 7.7. Fortsättning av stabilitetsanalysen i Exempel 7.6I Exempel 7.6 erhöll vi att Vxf = −2x2
2 ≤ 0. Vi skall nu använda våra modi-�erade stabilitetsvillkor. Om en lösning skall löpa helt i området där Vxf = 0så måste x2 ≡ 0 för alla tidpunkter. Från (7.33) inses då att detta är uppfylltendast då x1 ≡ 0. Denna lösning är x(t) = x0 = {0, 0} och systemet är därmedglobalt asymptotiskt stabilt. �Vi har här endast diskuterat global asymptotisk stabilitet. Denna typ av sta-bilitet för en punkt uppkommer endast då ett system bara har en jämviktspunkt.Har man ett system med �era jämviktspunkter (som i Exempel 7.4) talar manom eventuell lokal asymptotisk stabilitet. Det gäller då att hitta en funktionsom uppfyller kraven för att vara en Lyapunovfunktion i ett område runt varjejämviktspunkt. Detta problem behandlas dock inte i denna kurs.
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Kapitel 8Empirisk modelleringI kapitel 2 diskuterades fysikalisk modellering, dvs hur man från basekvationerkan ta fram dynamiska modeller. Vi har också antagit att modellparametrarnai de dynamiska modellerna varit kända. Ofta är förstås så inte fallet och manmåste därför genomföra vissa experiment för att få fram värden på parametrarnai sin modell. Det är också vanligt att det inte går att ta fram vettiga basekva-tioner utan att man helt måste bygga sin modell från empiriska observationer.Denna teknik kallas black-box modellering (på svengelska).I detta avsnitt antar vi att in- och utsignalen från det system som vi villmodellera kan mätas. Vi kommer också att anta att vi kan påverka systemetgenom att göra ändringar i insignalen (u). Det �nns åtminstone tre fall då dettakan vara av intresse:
• Modellvalidering av �fysikaliska� modeller. Antag att en modell tagits frammed fysikalisk modellering. För att vi ska kunna lita på modellen bör manjämföra modellens beteende med det verkliga systemet. Genom att görasamma experiment på modellen som på systemet kan man testa att mo-dellen ger ett rimligt resultat. I princip måste alla modeller på något sättjämföras med data från det system (eller klass av system) som modellenavser beskriva för att man ska kunna lite på modellen. Vi vill dock poäng-tera att det i strikt mening inte går validera modeller, det man kan göraär att falsi�era eller icke falsi�era en modell. Inom systemtekniken ochangränsade områden innebär begreppet modellvalidering att man under-söker med hjälp av observationer från det verkliga systemet om modellenär tillräckligt bra för sitt syfte.
• Grey-box modellering. Antag att en modell tagits fram med fysikalisk mo-dellering men att ett antal parametervärden inte går att bestämma �teore-tiskt�. Givet mätdata från ett experiment, bör de okända parametrarna imodellen kunna optimeras på så sätt att man tar fram de parametrar som101



så väl som möjligt gör att modellen kan beskriva data från det verkliga ex-perimentet. Denna teknik kallas grey-box modellering, vi använder kunskapom systemet för att ta fram modellstrukturen (inklusive kända samband)och data för att skatta värden på okända modellparametrar. Här �nns ettpotentiellt problem, en modell med många parametrar kanske kan anpas-sas väl till be�ntliga mätdata trots att modellen inte är korrekt. Dettafenomen är känt som �over�tting�.
• Black-box modellering. Ibland kan man ha väldigt vaga förkunskaper omhur ett system ska modelleras (inklusive dess modellstruktur). Detta gäl-ler inte minst om systemet har stokastiska inslag. En möjlighet då är attskatta parametrar i generella modellstrukturer. Ett typiskt exempel äratt en linjär di�erensekvation (se ekvation (4.5)) ansätts och att model-lens parametrar anpassas så att modellens utsignal och systemets utsignal(den verkliga utsignalen) blir så lika som möjligt (typiskt används ettminstakvadratkriterium). Denna ansats är i många fall attraktiv för attmodellera komplexa system där få förkunskaper om de dynamiska sam-banden �nns. En modell tas helt enkelt fram baserat på endast mätningarfrån systemet! Det �nns dock en hel del möjliga problem: Vad händer ommätdata innehåller störningar och brus? Vilken modellstruktur och mo-dellordning ska väljas? Hur ska modellen valideras? Notera att problemetmed over�tting även uppkommer i black-box modelleringTekniken att använda mätdata för att kalibrera modeller kallas systemidenti-�ering eller empirisk modellering och är mycket väl utvecklad speciellt för linjärasystem. Vi ska nedan ge exempel på några enkla experiment som kan användasför att skatta modeller. Avslutningsvis visas några exempel på hur parametrar idynamiska modeller kan kalibreras med minstakvadratmetoden. Framställning-en är på intet sätt heltäckande utan ska snarare ses som några exempel från ettmycket omfattande område av metoder.

8.1 Icke-parametriska metoderVi beskriver här några metoder som inte direkt ger värden på parametrarna i enmodell utan istället ger en kurva eller diagram som resultat av ett experiment.Dessa typer av experiment är mycket vanliga och ger ofta värdefull basinforma-tion om ett system. 102



8.1.1 Impulssvar och stegsvarOm insignalen till ett tidskontinuerligt LTI system är en impuls (deltafunktion)ges utsignalen enligt (3.6) av
y(t) =

∫ t

0

g(τ)δ(t − τ)dτ = g(t) (8.1)där g(t) = L−1(G(s)), det vill säga den inversa Laplacetransformen till över-föringsfunktionen. Experimentellt kan g(t) bestämmas om insignalen u(t) ären kortvarig puls. Från impulssvaret kan vi få en översikt av systemdynami-ken. Finns någon tidsfördröjning? Ungefär hur snabbt är systemet? Har sy-stemet oscillationer? Kan vi från experimentet skatta en funktion som beskri-ver g(t) kan vi också beräkna systemets överföringsfunktion genom sambandet
G(s) = L(g(t)).Det kanske vanligaste experimentet för att få en känsla för dynamiken hosett system är att göra ett stegsvar. Detta görs genom att insignalen abruptändras från ett värde till ett annat, och utsignalens svar registreras. Detta kallasför ett stegsvarsexperiment. Från stegsvaret kan man få en uppskattning omtidsfördröjning, dominerande tidskonstant, eventuella oscillationer samt statiskförstärkning. Amplituden på stegsvaret är en viktig parameter, i princip gälleratt ju större amplitud desto lättare blir det att urskilja stegsvaret från störningaroch mätbrus. Å andra sidan störs processen mera med ökad amplitud och ickeönskvärda olinjära e�ekter kan förstärkas. Dessutom är det för verkliga systeminte alltid tillåtet att påverka systemet hur mycket som helst.8.1.2 FrekvensanalysEtt linjärt system är entydigt bestämt av sitt frekvenssvar G(iω). Från Kap 3.2vet vi att om insignalen till ett linjärt system med överföringsfunktion G(s) är

u(t) = uo sin(ωt)så blir utsignalen (då eventuella transienter har dött ut):
y(t) = yo sin(ωt + φ)där yo = uo|G(iω)| och φ = arg G(iω). Genom att använda en sinussignal sominsignal med en viss frekvens ω1 och amplitud uo och mäta upp utsignalensamplitud och fasvridning kan vi alltså bestämma |G(iω1)| och argG(iω1), dvsen punkt i ett bodediagram. Genom att upprepa detta förfarande för olika fre-kvenser kan man få en uppfattning om systemets frekvenssvar. Metoden kallasfrekvensanalys och är en mycket vanlig metod för att få reda på dynamiken förett okänt system. En nackdel är att man inte alltid får eller kan störa ett verkligtsystem genom att applicera en sinussignal. Dessutom, om man vill bestämmafrekvensfunktionen för många frekvenser kan experimentet ta lång tid.103



8.1.3 SpektralanalysFör ett linjärt dynamiskt system gäller att Y (s) = G(s)U(s), genom att ersätta smed iω får vi följande samband mellan in- och utsignalernas fouriertransformer:
Y (iω) = G(iω)U(iω)Om vi kunde bestämma signalernas fouriertransform skulle frekvensfunktionenkunna bestämmas som

G(iω) =
Y (iω)

U(iω)I praktiken har vi endast tillgång till ett ändligt antal samplade värden av in-och utsignalen vilket gör den tidsdiskreta fourierserien (TDF) används
YTDF (iω) =

N
∑

k=1

y(k)e−iωk

UTDF (iω) =
N

∑

k=1

u(k)e−iωkVi kan då forma skattningen
Ĝ(iω) =

YTDF (iω)

UTDF (iω)
(8.2)Typiskt gäller att om insignalen innehåller rena sinusfrekvenser kommer skatt-ningen av överföringsfunktionen att bli noggrann vid dessa frekvenser. För andrafrekvenser blir skattningen ganska brusig (��addrig�). För att minska �addrig-heten kan man (pss som i projektet i transformteori!) dela upp dataserien i ettantal segment och beräkna den tidsdiskreta fouriertranformen för varje segmentoch sen ta medelvärdet och använda i skattningen (8.2). Detta förfarande redu-cerar �addrigheten men till priset av en försämrad frekvensupplösning (dvs enökad svårighet att t ex särskilja två närliggande frekvenstoppar).8.2 Parameterskattning i linjära regressionsmo-dellerVi ska studera följande modellstruktur

ŷ(k) = ϕ1(k)θ1 + ϕ2(k)θ2 + . . . + ϕn(k)θn = ϕT (k)θ (8.3)där ŷ(k) är modellens utsignal ϕ(k) = [ϕ1 ϕ2 . . . ϕn]T är en n-dimensionellkolumnvektor med kända storheter �regressorvektorn�, och θ = [θ1 θ2 . . . θn]Tär en n-dimensionell kolumnvektor med okända parametrar. Matristransponat104



betecknas med T . Argumentet k = 1, 2, 3 . . . betecknar tidsindex.Det problem som ska studeras är att från ett antal mätningar från ett sy-stem skatta parametrarna i den okända parametervektorn θ. Grundiden är attanpassa parametrarna så att y − ŷ blir liten (normalt i minstakvadratmening).Modellparametrarna anpassas så att modellen kan ge en så bra prediktion avmätdatat som möjligt.8.2.1 Exempel på linjära regressionsmodellerVi ger här några exempel på modellstrukturer som kan skrivas på standardfor-men ŷ(k) = ϕ(k)T θ

• En polynomtrend:
ŷ(k) = ao + a1k + . . . + anknkan skrivas som ŷ(k) = ϕ(k)T θ with

ϕ(k) = (1 k . . . kn)T

θ = (ao a1 . . . an)T

• Summa av exponentialfunktioner:
ŷ(k) = b1e

−c1k + b2e
−c2k + . . . + bne−cnkAntag att c1, c2 . . . cn är kända. Vi har då

ϕ(k) = (e−c1k e−c2k . . . e−cnk)T

θ = (b1 b2 . . . bn)T

• FIR-modellen (Finite Impulse Response). FIR-modellen är det första ex-emplet på en dynamisk modell. Modellens prediktion av systemets utsig-nal betecknas som tidigare ŷ(k) Insignalen betecknas u(k). I FIR-modellenpredikteras utsignalen genom gamla värden på insignalen:
ŷ(k) = bou(k) + b1u(k − 1) + . . . + bnu(k − n)

⇒
ϕ(k) = (u(k) u(k − 1) . . . u(k − n))T

θ = (bo b1 . . . bn)TI modellen är bo, . . . bn de okända parametrarna. Det är enkelt att ut-vidga modellen till �era insignaler t ex för en modell med två insignaler(u1and u2) får vi:
ŷ(k) = b1,ou1(k) + b1,1u1(k − 1) + . . . + b1,nu1(k − n)

+b2,ou2(k) + b2,1u2(k − 1) + . . . + b2,nu2(k − n)105



• ARX-modellen (AutoRegressive model with an eXternal input). En na-turlig utvidgning av FIR modellen är att även ta med gamla värden påutsignalen i prediktionen. En ARX-modell kan skrivas
y(k) + a1y(k − 1) + a2y(k − 2) + . . . + anay(k − na)

= bou(k) + b1u(k − 1) + . . . + bnbu(k − nb) + e(k)Vi har alltså en generell linjär di�erensekvation där vi också lagt till enbrusterm e(k) som normalt antas vara vitt brus. Vi kan skriva om modellensom
y(k) = −a1y(k − 1) − a2y(k − 2) − . . . − anay(k − na)

+bou(k) + b1u(k − 1) + . . . + bnbu(k − nb) + e(k)Prediktorn för ARX-modellen fås genom att stryka brustermen e(k) dvs
ŷ(k) = −a1y(k − 1) − a2y(k − 2) − . . . − anay(k − na)

+bou(k) + b1u(k − 1) + . . . + bnbu(k − nb)

⇒
ϕ(k) = (−y(k − 1) − y(k − 2) . . . − y(k − na) u(k) u(k − 1) . . . u(k − nb))T

θ = (a1 a2 . . . ana bo b1 . . . bnb)
TDenna modellklass är den kanske mest använda för att skatta dynamiskamodeller.

• AR-modellen (AutoRegressive model). En modell för en stokastisk tidsseriekan enkelt fås genom att sätta u = 0 i ARX prediktorn. Detta ger (AR-prediktorn):
ŷ(k) = −a1y(k − 1) − a2y(k − 2) − . . . − anay(k − na)

⇒
ϕ(k) = (−y(k − 1) − y(k − 2) . . . − y(k − na))T

θ = (a1 a2 . . . ana)
TEn utvidgning av AR-modellen är ARMA-modellen som vi dock inte tarupp i denna översikt.
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8.3 MinstakvadratmetodenAntag att en dataserie {y(k), ϕ(k)}k=1,...,N från ett system har insamlats. Vihar alltså N sampel från systemet. Från mätningarna vill vi skatta (estimera)parametrarna i en linjär regressionsmodell. Problemet är alltså att skatta denokända parametervektorn θ givet mätningarna.8.3.1 FörlustfunktionenI minstakvadratmetoden används följande förlustfunktion (som ska minimerasmap θ):
V (θ) =

N
∑

k=1

(y(k) − ŷ(k))2 =
N

∑

k=1

(y(k) − ϕT (k)θ)2 (8.4)Vi kan införa prediktionsfelen ε(k) = y(k) − ŷ(k). Förlustfunktionen (8.4) kandå skrivas som
V (θ) =

N
∑

k=1

ε(k)2Kommentarer:
• Om den uppmätta utsignalen y(k) vore helt brusfri skulle det vara naturligtatt välja N = n, där n är antalet okända parametrar. I praktiken är dockutsignalen mer eller mindre påverkad av mätbrus vilket gör att valet N = nkan ge en mycket dålig skattning av θ!
• Det är vanligt att normalisera förlustfunktionen enligt

V (θ) =
1

N

N
∑

k=1

(y(k) − ŷ(k))2Detta kriterium ger samma skattning av θ som (8.4).8.3.2 MinstakvadratskattningenFör linjära regressionsmodeller �nns en analytisk lösning till (8.4) som vi pre-senterar i följande teorem.:Teorem 1. Antag att matrisen RN =
∑N

k=1 ϕ(k)ϕT (k) är inverterbar. Det θsom minimerar (8.4) ges av:
θ̂ = [

N
∑

k=1

ϕ(k)ϕT (k)]−1
N

∑

k=1

ϕ(k)y(k) (8.5)107



Bevis. Det �nns �era sätt att bevisa teoremet, ett sätt är att derivera kri-teriet map θ) och sätta derivatan till noll (noll-vektorn)
δV (θ)

δθ
= 2

N
∑

k=1

(y(k) − ϕT (k)θ)
−δϕT (k)θ

δθ
= −2

N
∑

k=1

(y(k) − ϕT (k)θ)ϕ(k)

= −2
N

∑

k=1

(ϕ(k)y(k) − ϕ(k)ϕT (k)θ)I sista uttrycket har vi satt ϕ(k) framför skalärerna y(k) och ϕT (k)θ. Vi sätternu uttrycket lika med noll-vektorn
δV (θ)

δθ
= 0vilket ger

N
∑

k=1

ϕ(k)y(k)) =

N
∑

k=1

ϕ(k)ϕT (k)θ̂Avslutningsvis löser vi ut θ̂ genom att multiplicera med inversen av RN frånvänster. Vi får då minstakvadratskattningen (8.5). 2Kommentarer:
• Notera att uttrycket (8.5) gäller för alla modeller som kan skrivas som enlinjär regressionsmodell. Det �nns i t ex Matlab goda numeriska metoderför att beräkna (8.5). Se nedan.
• För att beräkna minstakvadratskattningen (8.5) är det nödvändigt att RNär inverterbar. Situationer då RN är singulär eller nästan singulär kallasillakonditionerade problem. Dessa problem kräver speciella metoder sominte tas upp här.
• Vi kan skriva om minstakvadratskattningen (8.5) på normaliserad formenligt

θ̂ = [
1

N

N
∑

k=1

ϕ(k)ϕT (k)]−1 1

N

N
∑

k=1

ϕ(k)y(k))Detta ger samma skattning men är ofta bekvämare att analysera då antaletdata går mot oändligheten. 108



8.3.3 En matrisformuleringI detta avsnitt ges en matrisformulering av minstakvadratmetoden. Vi antar somtidigare att N mätningar av y(k) och ϕ(k) �nns tillgängliga, Vi kan skriva dettakompakt som:
Y =







y(1)...
y(N)







Φ =







ϕT (1)...
ϕT (N)





Modellutsignalen (prediktionen) från den linjära regressionsmodellen
ŷ(k) = ϕ(k)Tθ, k = 1, . . . , Nkan skrivas

Ŷ = Φθdär
Ŷ =







ŷ(1)...
ŷ(N)





Förlustfunktionen (8.4) kan nu skrivas som
V (θ) = (Y − Φθ)T (Y − Φθ)Det θ som minimerar V (θ) ges av:

θ̂ = [
N

∑

k=1

ϕ(k)ϕT (k)]−1
N

∑

k=1

ϕ(k)y(k)) = [ΦT Φ]−1ΦT Y (8.6)Den sista likheten följer av
N

∑

k=1

ϕ(k)ϕT (k) = [ϕ(1)...ϕ(N)]







ϕT (1)...
ϕT (N)






= ΦT Φoch

N
∑

k=1

ϕ(k)y(k)) = [ϕ(1)...ϕ(N)]







y(1)...
y(N)






= ΦT Y109



Kommentar:
• Minstakvadratlösningen i Matlab kan enkelt beräknas genom att lagradatamatrisen Φ i en variabel, t ex med namnet Phi och mätningarna avutsignalen i en vektor Y. Minstakvadratlösningen i Matlab ges då av>> theta_hat=Phi\Y
• I Appendix A ges (på engelska) ett alternativt bevis av minstakvadratme-toden baserat på matrisformuleringen ovan.8.3.4 Ett exempelDet enklaste exemplet på en linjär regressionsmodell är

ŷ(k) = mvilket betyder att en konstant (medelvärdet av signalen y) ska skattas. I dettafall fås ϕ(k) = 1 och θ = m (se (8.3)). Vi antar att N mätningar av utsignalen,
y(1), y(2) ... y(N) �nns. Minstakvadratskattningen ges då av

θ̂ = [
N

∑

k=1

ϕ(k)ϕT (k)]−1
N

∑

k=1

ϕ(k)y(k) = [
N

∑

k=1

1]−1
N

∑

k=1

1 · y(k) =
1

N

N
∑

k=1

y(k)som motsvarar det aritmetiska medelvärdet av mätningarna.8.4 AnalysVi har nu sett hur parametrarna i en linjär regressionsmodell kan skattas medminstakvadratmetoden. En viktig fråga är vilken noggrannhet de skattade pa-rametrarna har. För att kunna besvara det måste vi göra antaganden om hurdet verkliga systemet (som vi får y(k) ifrån) ser ut. I den analys som görs ne-dan behandlar vi bara fallet att regressionsvektorn antingen består av en kändfunktion (t ex tiden som i en polynommodell) eller värden på insignalen u(k).Det typiska exemplet för det senare fallet är FIR-modellen. Notera att analysennedan inte gäller för ARX- eller AR-modeller.8.4.1 System och brusantagandeVi antar följande:AntagandeA1.Data kommer från ett system givet av
y(k) = ϕT (k)θo + e(k) k = 1, . . . , N (8.7)110



där e(k) är en omätbar störning (se nedan). I matrisform får vi
Y = Φθo + e (8.8)med e = [e(1) . . . e(N)]T .Antagande A2.Störningen (�bruset�) e(k) antas vitt1 med varians λ.Antagande A3.Vi antar att E{ϕ(k)e(s)} = 0 för alla k och s. Detta betyder att regressionsvek-torn inte är påverkad av brustermen e(k). Detta innebär att analysen t ex integäller för ARX- eller AR-modeller. Se även ovan.Antagandet A3 förenklar analysen betydligt. Om A3 gäller har vi t ex att

E{ΦT Φe} = ΦT ΦE{e}.Teorem 2. Antag att A1-A3 här uppfyllda. Då gäller1. Minstakvadratskattningen θ̂ är en medelvärdesriktig (unbiased) skattningav θo d.v.s. E{θ̂} = θo.2. Osäkerheten i skattningen kan uttryckas mha följande kovariansmatris
P = cov θ̂ = E{(θ̂ − Eθ̂)(θ̂ − Eθ̂)T} = E{(θ̂ − θo)(θ̂ − θo)

T} = λ(ΦT Φ)−1(8.9)3. Brusvariansen λ kan skatts medelvärdesriktigt med
λ̂ =

1

N − n
V (θ̂) (8.10)där n är antalet parametrar (n = dim θ) och N antalet data.Bevis *.1. Väntevärdesriktighet:

E{θ̂} = E{[ΦT Φ]−1ΦT Y } = E{[ΦT Φ]−1ΦT Φθo+e} = θo+[ΦT Φ]−1ΦT ΦE{e} = θoNotera att A3 i tredje likheten.1Vitt brus e(k) är en sekvens av slumpmässiga variabler som är okorrelerade, har medel-värde noll och en konstant ändlig varians. Om e(k) är vitt brus gäller således E{e(k)} = 0,
E{e2(k)} = λ, och E{e(k)e(j)} = 0 då k och j är olika.111



2. Uttrycket för kovariansmatrisenVi noterar först att
θ̂ = [ΦT Φ]−1ΦT Y = [ΦT Φ]−1ΦT (Φθo + e) = [ΦT Φ]−1ΦT Φθo + [ΦT Φ]−1ΦT

e

= θo + [ΦT Φ]−1ΦT
evilket betyder att θ̂ − θo = [ΦT Φ]−1ΦT

e. Vi har också att E{θ̂} = θo.Kovariansmatrisen kan nu beräknas enligt
covθ̂ = E{(θ̂ − θo)(θ̂ − θo)

T} = E{[ΦT Φ]−1ΦT
e([ΦT Φ]−1ΦT

e)T}
= E{[ΦT Φ]−1ΦT

ee
TΦ[ΦT Φ]−1}Genom att utnyttja A3 behöver vi bara beräkna väntevärdet för E{eeT} =

E{[e(1); . . . e(N)]T [e(1); . . . e(N)]}. Eftersom bruset antas vara vitt blirdenna matris en diagonalmatris där alla diagonalelementen har värdet λ.Alltså är E{eeT} = λI där I betecknar enhetsmatrisen. Sammanfattnings-vis fås
covθ̂ = [ΦT Φ]−1ΦT λIΦ[ΦT Φ]−1 = λ[ΦT Φ]−1ΦT Φ[ΦT Φ]−1 = λ[ΦT Φ]−13. Utgår.

2Kommentarer:
• Notera att antagande A1 innebär att systemet som genererat data ochvår modell har samma struktur (ϕ(k) är densamma). Till exempel ommodellen är en linjär trend antar vi att det system som genererat dataserienockså är en linjär trend (men med en additiv term av vitt brus).
• Signalen e(k) in (8.7) representerar typiskt mätbrus (brus från givare)och/eller brus från systemet (t ex via omätbara störningar som påverkarsystemets utsignal)
• Kovariansmatrisen P kan skattas från mätdata. Detta kan göras med

P̂ = λ̂(ΦT Φ)−1där λ̂ fås från (8.10). Skattningen av P kan användas i uttrycken nedan(vilket görs i praktiken) Detta betyder att vi kan ge de skattade paramet-rarna ett �kvalitetsmått�.
• För den skattade parametern θ̂i (i = 1, 2, . . . n)) gäller att varθ̂(i) =

P (i, i). Variansfelet för varje skattad parameter fås alltså från diagonale-lementen i P . 112



• Om bruset e har en Gaussisk fördelning kommer även θ̂ att var Gaussisk
θ̂ ∈ N (θo, P )and

θ̂(i) − θo(i)
√

P (i, i)
∈ N (0, 1)Vi kan nu enkelt beräkna kon�densintervall som med viss sannolikhet (kon-�densnivå) anger ett intervall där skattningen �nns. Se statistikkursen fördetaljer.

• Det går att generalisera resultatet ovan för fallet att bruset är färgat (icke-vitt).8.4.2 Noggrannhet för en skattad första ordningens FIR-modellBetrakta följande modell
ŷ(k) = bu(k)som motsvarar ϕ(k) = u(k) och θ = b. Antag följande data är uppmätt,

y(1), u(1), ... y(N), u(N). Minstakvadratskattningen ges av
θ̂ = [

N
∑

k=1

ϕ(k)ϕT (k)]−1
N

∑

k=1

ϕ(k)y(k)

= [

N
∑

k=1

u2(k)]−1

N
∑

k=1

u(k)y(k) =
1

∑N
k=1 u2(k)

N
∑

k=1

u(k)y(k)Om nu villkoren i Theorem 2 är uppfyllda ges variansen för b̂ = θ̂ av
var(b̂) =

λ
∑N

k=1 u2(k)Variansfelet minskar om1. Antalet data N ökar,eller2. Insignalens energi (amplitud) ökar,eller3. Brusnivån λ minskar.Även för mera komplexa modeller påverkas skattningen kvalité av av ovanståendefaktorer. 113



8.4.3 Asymptotisk noggrannhet för FIR-modellerI vissa fall är antalet data N stort. Det förenklar ofta analysen att studera fallet
N → ∞. Vi kan skriva kovariansmatrisen (se Teorem 2) som

P = cov θ̂ = λ(ΦT Φ)−1 = λ[

N
∑

k=1

ϕ(k)ϕT (k)]−1 =
λ

N
[
1

N

N
∑

k=1

ϕ(k)ϕT (k)]−1(8.11)vilket ger
P → λ

N
[R]−1 =

λ

N
[E{ϕ(t)ϕT (t)}]−1 då N → ∞ (8.12)För en FIR modell är ϕ(k) = (u(k) u(k − 1) . . . u(k − n))T . Vi ser då attelementen i R = E{ϕ(k)ϕT (k)} kommer att innehålla olika kombinationer

E{u(k)u(k−τ)}, τ = 1, 2, . . . , n. Om E{u(k)} = 0, svarar detta mot kovarians-funktionen2 av u(k).8.5 Val av modellstruktur och modellordningEn mycket viktig fråga vid all typ av empirisk modellering är valet av modell-struktur (regressionsvektor) och modellordning (antal parametrar i modellen).Här ska vi bara ge några korta kommentarer (och lämna detaljer till kommandekurser).När det gäller val av modellstruktur �nns två möjligheter:1. Använd fysikalisk insikt dvs utnyttja eventuell kunskap om systemet föratt få ledtråd om modellstrukturen.2. Pröva olika modellstrukturer och välj den modellstruktur som �bäst� kanbeskriva datasetet.Vi behöver också bestämma modellordningen n=dim θ. Här behövs statistiskatester (ett �ertal tester �nns) kombinerat med sunt förnuft. Notera att det inteär en bra ide att försöka hitta den modellordning som minimerar förlustfunktio-nen (8.4). Detta eftersom förlustfunktionen minskar (eller i varje fall inte ökar)med ökad modellordning. Nedan ges två exempel på tester som kan användasför att bestämma modellordningen:2För en tidsdiskret stokastisk stationär (de statistiska egenskaper förändras inte över tiden)process w(k) med medelvärde Ew(k) = 0 ges kovariansfunktionen av
Rw(τ) = E{w(k + τ)w(k)} τ = 0, 1, 2...114



1. Utvärdera de olika modellerna för en ny dataserie som inte använts förkalibrering. Välj den modellordning (man kan naturligtvis också testa mo-dellstrukturer) som ger det lägsta prediktionsfelet på det �färska� datase-tet. Denna metodik kallas för korsvalidering och är en mycket vanlig ochtilltalande metod. Den enda nackdelen är att vi måste reservera en delav datasetet för modelljämförelsen och därmed kan vi inte använda alltillgänglig data för kalibreringen.2. Använd ett kriterium som stra�ar antalet parametrar i modellen. Ett ty-piskt kriterium kan se ut som
(1 +

2n

N
)

N
∑

k=1

ε(k)2Man försöker att hitta den modellordning n som minimerar kriteriet.Avslutningsvis vill vi nämna att empiriskt modellbygge i stora delar är en iterativprocess där en god programvara som stödjer alla faser i modelleringen är viktigt.En av de mest spridda programpaketen är System Identi�cation Toolbox (SITB)som används tillsammans med Matlab. Programpaketet består av en samlingmed m-�ler kopplat till ett gra�skt användargränssnitt.8.6 KommentarerDetta kapitel har gett en översikt av några olika metoder för att skatta dyna-miska system från mätdata �data driven modelling�). Vi har presenterat någ-ra vanliga icke-parametriska metoder samt minstakvadratskattning av linjäraregressionsmodeller (en parametrisk metod). Vi har även kort diskuterat detviktiga frågan att hitta en trovärdig modell (�modellvalidering�). Den metodiksom presenterats här ger en inblick i den mycket omfattande metodik och analyssom �nns inom empirisk modellering (systemidenti�ering).
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APPENDIX A8.7 Lite matrisalgebra och bevis av minstakvadrat-metodenNågra viktiga resultat
• För en symmetrisk matris P gäller att P = P T

• (AB)T = BT AT

• För en positive de�nit matris P (skrivs ofta som P > 0) gäller bland annat:� xT Px > 0 för alla x > 0.� Alla egenvärden till P är store än noll.� det P > 0Deriveringsregler då u är en kolumnvektor och P en matris:
d

du
uT Pu = 2uTP om P symmetrisk

d

du
zT Pu = zT P z = kolumnvektor

d

du
uT Pz = zT P TVi ger nedan en alternative härledning av minstakvadratskattningen där ma-trisalgebra används.Förlustfunktionen kan skrivas som

V (θ) = (Y − Φθ)T (Y − Φθ) = Y T Y − Y T Φθ − θT ΦT Y + θT ΦT ΦθGenom att använda räknereglerna ovan för derivering fås
dV (θ)

dθ
= −Y T Φ − Y T Φ + 2θT ΦT Φ = 2(θT ΦT Φ − Y T Φ)Vi sätter nu transponatet av gradienten till noll

dV (θ)

dθ
|T = 0Minstakvadratskattningen ges således av

θ̂ = [ΦT Φ]−1ΦT Y116



APPENDIX B8.8 Några grundläggande statistiska begrepp
• Fördelningsfunktion för den stokastiska variabeln (s.v.) X de�nieras enligt

FX(x) = P (X ≤ x), dvs sannolikheten att den s.v. X är mindre än ellerlika med talet x.
• Täthetsfunktion fX(x) = derivatan av fördelningsfunktionen. Vi har att

P (a < X ≤ b) =

∫ b

a

fX(k)dt

• Normalfördelning X ∈ N(m, λ) har täthetsfunktionen
fX(x) =

1√
2πλ

e−(x−m)2/(2λ)där m =medelvärdet och λ =variansen.
• Om fX,Y (x, y) = fX(x)fY (y) är de s.v. X och Y oberoende.
• Väntevärde (medelvärde): m = E{X} =

∫ ∞
−∞ xfX(x)dx. E är en linjäroperator: E{aX + b} = aE{X} + b.

• Varians3: V (X) = E{(X − m)2}. Vi har
V (X) = E{X2} − (E{X})2

V (aX + b) = a2V (X)

• Kovarians: Cov(X, Y ) = E{(X − mX)(Y − mY )}.
• Om Cov(X, Y ) = 0 är X och Y okorrelerade. Notera att oberoende medförokorrelerade (men inte tvärtom).

3Standardavvikelse är kvadratroten av variansen.117



APPENDIX C8.9 Något om parameterskattningar (punktskatt-ning)
• Om X1, . . .XN är oberoende och normalfördelade s.v. N(m, λ) så är föl-jande skattning av medelvärdet̂

m =
1

N

N
∑

i=1

Xinormalfördelad och väntevärdesriktig dvs E{m̂} = m. Skattningens vari-ans ges av V (m̂) = λ
N
.

• Låt θ̂(N) vara en skattning av den okända parametern θo givet N styckenobservationer. Följande de�nitioner är centrala:� Skattningens bias ges av b = E{θ̂(N)} − θo� Skattningens varians v = E{(θ̂(N) − E{θ̂(N)})2}� Medelkvadratfelet4 MSE= v + b2� Asymptotisk väntevärdesriktig: E{θ̂(N)} → θo då N → ∞.� Konsistens: E{(θ̂(N) − θo)
2} → 0 då N → ∞.

• Flerdimensionella s.v. Låt X = [X1, X2, . . . , Xn]T vara en n-dimensionells.v. Då ges väntevärdet av m = E{X} = [EX1, EX2, . . . , EXn]
T . Kova-rianvariansmatrisen de�nieras V (X) = E{(X − m)(X − m)T} vilket ären symmetrisk och positiv semide�nit n|n matris. Om Y = c + AX är

E{Y } = c + AE{X} och VY = AV (X)AT .En linjärkombination av en n-dimensionell normalfördelad s.v är ocksånormalfördelad.

4Engelska: MSE-Mean Squared Error 118
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