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Forord

Detta kompendium har utvecklats under 2008-2011 och ar avsett som en
del av kursmaterialet till kursen "Modellering av dynamiska system” som ges
pa STS- och ITprogrammet (period 24). En hel del av materialet dr baserat pa
kompendiet "Dynamiska system” skrivet av Par Samuelsson 2002.

Avsnitt markerade med * ar av overkurskarraktar.
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Kapitel 1

Inledning - nigra grundlaggande
begrepp

Systembegreppet anvidnds inom manga discipliner inklusive néstan all ingen-
jorsverksamhet. Ofta anvinds systembegreppet for att beskriva en grupp av
samverkande delar/komponenter som bildar en helhet och som pa nagot sétt
(geografiskt, fysiskt) ar separerade fran den 6vriga vérlden. Valet av system be-
ror helt pa vilket syfte man har, en viss problemstéallning leder till vilket system
man viljer att studera.

Inom systemtekniken (och angrénsande discipliner) anvéinds systembegrep-
pet i vid mening och ordet system anvinds for att beskriva den avgransade del
av verkligheten som man vill studera. Detta betyder att ett system kan anvindas
for att beteckna allt fran en enkel krets av elektriska komponenter till varldse-
konomin. Med den breda definitionen av system kan det mesta i var omgivning
sdgas vara system, t ex vignatet med fordon, Sveriges ekonomi, ett kirnkraft-
verk eller en pappersmaskin.

Typiska problemstallningar dar systembegreppet anvéinds flitigt &r nédr man
vill 6ka forstaelsen. Exempel pa vanliga fragestédllningar: Hur fungerar den har
elektriska kretsen? Hur kan virldsekonomin beskrivas? Ofta behdver man hitta
orsaken och losningen till ett problem. Exempel: Varfor stannar pappersmaski-
nen? Hur kan vi minska arbetslosheten? Hur kan vi minimera kderna i trafiken?.

Systemet (som typiskt valts utifran en given problemstéllning) kéinnetecknas
av olika egenskaper och beteenden som pa nagot siatt kan registreras, t ex med
en métgivare (sensor). Den variabel (eller de variabler) i systemet som vi pri-
mért vill studera (och pa nagot séitt kan méta) kallas f6r utsignal. Om man via
en extern variabel (eller flera) kan paverka systemets uppforande, och darmed
utsignalens vérde, brukar denna variabel kallas for insignal (eller styrsignal). Sy-
stemets beteende kan ocksa ofta bero av yttre variabler som inte gar att paverka.



Sadana variabler brukar ofta kallas storsignaler eller kort och gott storningar.
[ Figur [[LT] visas en schematisk bild av ett system. Det finns inget som hindrar
att systemet i bilden dr uppbyggt av samverkande delsystem. Notera att bade
systemet, detaljniva av systembeskrivingen och valet av systemgransen dvs vad
som inkluderas respektive exkluderas i beskrivningen, avgors av syftet (vilka
fragor vill vi ha besvarade) med studien.

v(t)

u(t) y(t)

Figur 1.1: Schematisk bild av ett system, S, med insignal u(t), storsignal v(¢)
och utsignal y(t). Argumentet ¢ anger att variablerna antas variera med tiden.

Ett vanligt forfarande nidr man skall undersoka ett systems beteende &r att
anvinda nagon form av modell av systemet. En modell &r nagon form av be-
skrivning av systemet. Modeller kan vara av olika slag, men nér vi anvinder
ordet modell i denna text avses alltid en matematisk beskrivning av systemet.
Modellen kan ofta anvéndas (istéllet for att gora experiment pa det verkliga sy-
stemet) for att 6ka kunskapen om systemet. Detta kan goras genom matematisk
analys av modellen eller genom att simulera modellen.

Matematiska modeller kan ha olika egenskaper och tas fram pa olika satt, t
ex genom fysikalisk modellering (se Kapitel 2), eller direkt fran uppmaétta data
fran systemet. Det finns manga skél till att ta fram matematiska modeller for
att beskriva och analysera olika foreteelser av ett system. En modell kan t ex
anviandas for att analytiskt ta fram olika egenskaper hos systemet. Detta gar
dock bara om modellen &r tillrdckligt enkel. Ofta &r man héanvisad till att simu-
lera modellen i en dator. Fordelen med att simulera en modell jamfort med att
genomfora ett riktigt experiment pa systemet &r flera. Det kan ofta vara bade
dyrt, tidsédande och farligt att genomfora ett experiment, kan man fa samma
information genom en simulering kan mycket vara vunnet. Modellering och si-
mulering anviands darfor idag inom praktiskt taget alla omraden. Nar en modell
anvands for att simulera en hel miljo talar man ofta om simulatorer eller vitruell
verklighet. T ex finns simulatorer for bade flyg-, bil- och kdrnkrafttillimpningar.

Det ar dock viktigt att komma ihag att en simulering alltid bygger pa en
modell som bara kan (som bést) beskriva en begrinsad del av verkligheten. En
huvuduppgift i allt slags modellbygge ar att ta fram tillforlitliga/trovirdiga mo-
deller. Alla modeller har ett begrinsat giltlighetsomrdde (t ex Newtons mekanik
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giller for hastigheter som &r visentligt mindre #n ljushastigheten). Anvénds mo-
dellen utanfor sitt giltlighetsomrade gar det inte att lita pa resultatet. Vi vill
hir passa pa att citera professor emeritus George Box: Essentially, all models
are wrong, but some are useful.

Inom systemteknik /IT-omradet anvéinds modeller (forutom for olika simule-
ringsstudier) t ex for

e Reglerteknisk design

— For att pa ett adekvat sitt kunna styra olika processer (vélja en bra
insignal u) krévs for manga problemstéllningar att man har en god
matematisk modell.

Informationsutvinning ("Data mining”)

— For att kunna analysera och tolka stora, komplexa dataméangder be-
hovs modeller (som kalibreras till de data som ska studeras).

Modellbaserad diagons och feldetektering ("Early warning system”)

— For att tidigt kunna uppticka ett fel i ett system kan man jamfora mo-
dellens utsignal med det verkliga systemets utsignal. Om signalerna
plotsligt skiljer sig at kan detta bero pa ett fel i systemet. Modellba-
serad feldetektering blir allt vanligare i manga tekniska system, t ex
i moderna bilar.

Signalbehandling

— Ofta innehaller en signal inte bara information utan ocksa olika typer
av oonskade storningar och brus. For att sa bra som mojligt kunna
separera ut informationen fran en brusig signal behovs ofta en modell
av signalen och storningarna. Modellen kan anvindas for att designa
algoritmer (digitala filter) som kan ta fram informationen i signalen.

Prediktioner /Prognoser

— For att kunna gora forutsigelser av ett skeende anvinds normalt en
modell. Tekniken anvinds inom manga omraden, t ex ar vaderpro-
gnosen resultaten av en modell som kalibrerats av viderdata.

1.1 Dynamik och dynamiska system

Ordet dynamik harstammar fran det grekiska ordet for kraft. Den ursprungli-
ga naturvetenskapliga betydelsen av ordet ar ldran om kroppars, vitskors och
gasers rorelse. Den vardagliga betydelsen av ordet dr att nagot som ar dyna-
miskt dr rorligt och fordnderligt, i motsats till nagot statiskt, som ju ar stelt och



ordrligt. Inom systemtekniken har begreppen statiskt kontra dynamiskt fatt en
generellare, rent matematisk innebord:

Statiska system
Antag att vi har ett system med insignal u(t), storsignal v(t) samt den resulte-
rande utsignalen y(t). For ett statiskt system géller da att

dar f(.,.) dr nagon godtycklig linjar eller olinjér funktion. Ett statiskt system
kinnetecknas alltsa av att utsignalen y vid en tidpunkt ¢ endast &r beroende av
insignal och stérning vid samma tidpunkt. Ett exempel pa ett statiskt samband
ar Ohms lag, u(t) = Ri(t). Har relateras via ett konstant elektriskt motstand
(resistans) R, spanningenl| u 6ver motstandet vid tiden ¢ till strommen i genom
motstandet vid samma tidpunkt.

Dynamiska system

Denna typ av system kiannetecknas av en inre troghet, det vill siga den nuva-
rande utsignalen y(t) beror inte enbart av insignalen vid tiden ¢, utan dven pa
tidigare virden pa insignal u och storsignal v. Rent praktiskt uppstar ofta denna
inre troghet pa grund av energiupplagring och transportférdrojningar. Ett par
vardagliga exempel av dynamik: ett fordons hastighet dndras inte momentant
da man trycker pa gaspedalen, en behandlingsbar sjukdom forsvinner inte direkt
da man tar medicin, det blir inte varmt i vattnet i en sjo sa fort det blir varmt
utomhus.

Matematiskt kan dynamiska fenomen beskrivas enligt
y(t) = F(u(r),v(r),7 < 1)

vilket visar att viardet pa utsignalen vid tiden ¢ beror av insignalen och storning-
arnas vid alla tidigare tidpunkter. Dynamiska system kan man ofta beskriva
(modelleras) med hjilp av differential- eller differensekvationer.

I uttrycket ovan ingar endast tiden som oberoende variabel. Differential ek-
vationersom bara beror av en oberoende variabel kallas ordindra differentialekva-
tioner (ODE). En utvidning dr att tillata flera oberoende variabler, typiskt bade
tids- och rumsvariabler. Vi far da en differentialekvation som innehaller partiella
derivator med avseende bade pa tid och rum. Denna typ av differentialekvatioer
kallas partiella differentialekvationer (PDE). Typiska exempel nar PDE anvénds
ar for att beskriva varmespridning i ett medium (virmeledningsekvationen) eller

!Notera att vi hiir anvinder variabelnamnet u for att beteckna en utsignal. Orsaken &r att
u ar standardbeteckning for spanning.



beteendet hos olika vagor, t ex ljusvagor, ljudvagor och vattenvagot (vagekva-
tionen). Vi kommer i detta kompendium endast ta upp modeller baserade pa
ODE och differensekvationer.

Det bor tillaggas att de flesta verkliga system till sin natur &r dynamis-
ka, detta galler savil tekniska och naturvetenskapliga system som demografiska,
informationstekniska, ekologiska och ekonomiska system. Verkligheten ar dyna-
misk!






Kapitel 2

Matematiska modeller: differential-
och differensekvationer

2.1 Fysikalisk modellering av tekniska system

Detta avsnitt syftar till att ge en introduktion till fysikalisk modellering, samt
att introducera nagra enkla exempel pa verkliga system som kan beskrivas med
differential- och differensekvationer. Vi betonar att det viktiga inte ar att l&-
ra sig dessa olika system utantill eller att forsta varje liten del av systemen i
detalj, utan snarare att tilligna sig ett sitt att tdnka och en forstaelse for hur
olika modeller kommer till. Eftersom systemteknikens metoder ar generella ar
det viktiga hur man behandlar en befintlig differential/differensekvation, inte
vilka storheter som ingar i ekvationen. I senare delar av kursen kommer vi ofta
att utga fran en given modell.

For att kunna beskriva och analysera olika dynamiska systems uppforande
kravs ofta en matematisk modell. Ett sitt att fa fram dynamiska modeller ar
som tidigare sagts att stdlla upp differential- eller differensekvationer for det ak-
tuella systemet utgaende ifran kinda fysikaliska samband. Aven for icke tekniska
system kan ofta enkla naturlagar anvindas for att formulera en modell. Man bor
ha i atanke att de naturlagar man anviander alltid bygger pa férhallandevis enkla
samband dar forenklande antaganden gjorts. For mer komplicerade system kan
darfor modellen alltid anses vara en, forhoppningsvis tillrackligt god, approxi-
mation av verkligheten. Fortsattningsvis skall vi studera grunderna i fysikalisk
modellering och illustrera med ett antal exempel tagna fran olika omraden.

Man kan generellt sdga att fysikalisk modellering inom den klassiska natur-
vetenskapen grundar sig pa de oférstorbara kvantiteterna massa och energi. For
massa galler att:

e Massa kan inte forstoras, och darfor dr den totala massan ofordandrad.

e Massa kan 6verga i olika former, fran t ex vitska till anga och fran en
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kemisk komponent till en annan.
Pa samma satt giller for energi:
e Energi kan inte forstoras, och darfor dr den totala energin oférandrad.
e Energi kan 6verga i olika former, t ex fran mekanisk energi till virmeenergi.

Dessa grundldggande egenskaper hos de bada storheterna massa och energi
ger upphov till sa kallade balansekvationer. Inom den avgrinsade del av verklig-
heten som systemet utgor, gor dessa egenskaper att en balans maste rada. Det
innebdr att summan av den massa eller energi som flodar in i ett system per
tidsenhet och den massa eller energi som produceras i systemet varje tidsenhet
maste vara lika med summan av den massa eller energi som flodar ut varje tids-
enhet och den massa eller energi som som ackumuleras i systemet per tidsenhet.
Vi kan uttrycka detta med en formel som:

Infléde + Produktion = Utflode + Ackumulation

Som inledning kan vi betrakta foljande principiella modelleringsexempel. I just
detta exempel utelamnar vi for enkelhets skull tidsindexet ¢, men vi kan till en
borjan tdnka oss att alla variabler i figur 2.1] ar tidsvariabla:

Exempel 2.1. Vi tinker oss att vi har en totalomblandad tank med vitska, se

figur .11

Qin c Qut
Cin T C

V
T; p T
P p

Figur 2.1: Schematisk bild av en totalomblandad tank.

Antagandet om totalomblandning innebér att vi kan anta att koncentratio-
nen av olika amnen samt vitskans densitet dr densamma i hela tanken och i
utflodet.

In till tanken flddar en vitska med flodeshastigheten Q;, [m?/s|. Utflodet
av vitska ir Q¢ [m®/s|. Vi antar for enkelhets skull att viitskans densitet &r
konstant p [kg/m?] i bade infléde och tank, och dirmed ocksa i utflodet pa grund
av totalomblandningen. Den inflédande viitskan har en viss temperatur 7;, [K]. I
inflodet finns ocksa ett d&mne A 16st i viitskan med koncentrationen c;, |kg/m?|. I
sjdlva tanken sker en reaktion (i detta fall exoterm) sa att fler enheter av d&mnet
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bildas under virmeutveckling. Koncentrationen av d&mnet i tanken betecknas c
[kg/m3]. Virmeutvecklingen vid reaktionen bidrar till att virma upp vitskan i
tanken som dérvid far temperaturen 7" [K]. Vidare ar vitskevolymen i tanken V'
|m?]. Utgéende fran kinnedomen om variablerna ovan kan man dé for viitskan i
tanken stélla upp foljande principiella balansekvationer:

Total massforandring per tidsenhet for vitskan i tanken |kg/s]

inflodande massa + 0 (producerad massa)

utflodande massa + massfordndring i tanken

Samtliga variabler i uttrycket ovan éar riknade per tidsenhet. For att fortydliga
skall vi har matematiskt definiera de olika termerna i uttrycket. Den massa som
flodar in i systemet varje sekund maste vara lika med vitskans massa per volym-
senhet multiplicerat med den volym vétska som flodar in varje sekund, det vill
sdga densiteten multiplicerad med flédet, Q;,p. Samma resonemang for utflodet
av massa leder till att den massa som flodar ut varje tidsenhet maste vara Q) p.
Om vi sétter vitskan i tankens totala massa till m sa kan vi skriva massforand-
ringen i tanken som %—T. Vi vet vidare att den totala massan i tanken, m, &r

vitskans densitet multiplicerad med dess totala volym, det vill siga m = pV.
dm __ d(pV)

Vi kan alltsa skriva ¢ = =5, Diarmed har vi fatt fram en differentialekvation
som beskriver totala massforandringen i tanken per tidsenhet, ndmligen:

d(pV')

7 - Qmp - Qutp

Under antagandet att vitskans densitet p ar konstant fas slutligen uttrycket

av

Vi fortsidtter exemplet med att studera hur massan och koncentrationen av
amnet A fordndras per tidsenhet i tanken. Naturligtvis kan inte enheter av dm-
net A bildas ur tomma intet, men vi antar att en reaktion pa nagot sitt har
initierats, t ex genom tillsats av nagot dmne eller genom ett gasutbyte med at-
mosfiren:

Massforandring per tidsenhet for &mnet A i tanken [kg/s|

inflodande massa av amnet + massa av amnet som bildas i reaktionen

utflodande massa av &mnet + massfordndring av &mnet i tanken

9



Precis som i fallet med den totala massan raknas alltsa alla variabler ovan per
tidsenhet. Massan av dmnet A som flodar in i tanken per tidsenhet maste nu
vara lika med koncentrationen av &mnet multiplicerat med flodet, det vill sdga
CinQin- Pa samma sétt ges den utflodande massan av dmnet per tidsenhet av
Q. For enkelhets skull antar vi att den ndmnda reaktionen dér fler enheter av
amnet A bildas sker med en reaktionshastighet 7V, det vill sdiga V' |kg/s| bildas
av dmmnet i tanken. Den totala massan av &mnet A i tanken kan skrivas som ¢V’
och vi erhaller darfor att massforandringen av d&mnet A per tidsenhet i tanken
sir V) (jamfor fallet med den totala massan). Utifran detta kan ytterligare en

di
enkel differentialekvation formuleras:

d(cciz/) = Qincin - Qutc + rV

Ofta kan man anta att vitskevolymen i tanken ar konstant, vilket medfor att
Qin = Qui = Q. Da géller att % = V% och ekvationen ovan kan skrivas om

Som d Q
C
_dt =7r 4+ V(Cm - C) (2'2)

For en forsta ordningens kemisk reaktion géller vidare att » = kc dar k &r nagon
proportionalitetskonstant och man far

de Q,
E = kc+ V(Cm C) (23)

Slutligen skall vi ocksa stéilla upp ett uttryck som beskriver temperaturens
dynamik i tanken:

Foréndring av virmeenergi per tidsenhet i tanken |J/s]

varmeenergi hos inflodande vitska + virmeenergi som frigors i reaktionen

viarmeenergi hos utflodande vitska + virmeenergi som ackumuleras i tanken

Aven hir riknas variablerna per tidsenhet. Vi gar inte igenom de olika sam-
banden i detalj i detta fall, utan néjer oss med att konstatera att man utifran
balansekvationen ovan enkelt kan fa fram en differentialekvation som beskriver
temperaturforandringen i tanken per tidsenhet. Naturligtvis beror virmeener-
gin i inkommande vétska pa temperaturen hos densamma, 7;,. Likaledes beror
varmeenergin i utflodande vitska pa den aktuella temperaturen 7', och den vér-
meenergi som frigors i reaktionen beror av r. Den virmeenergi som ackumuleras
i tanken beror direkt av temperaturforandringen i tanken, och man inser att
sambandet blir vildigt likt massbalansekvationerna. Man kan skriva det slutliga
sambandet som

AT 0
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dar ky ar nagon konstant. [

2.2 Sammanfattning av balansekvationer for
nagra olika typer av system

Vid praktiskt arbete med att ta fram fysikaliska modeller kan det ofta vara svart
att utga direkt fran de bada principerna om massans och energins oférstorbarhet
som i forra avsnittet. Nedan kompletterar vi darfoér med nagra ytterligare speci-
alfall anvindbara for nagra olika systemtyper, samt sammanfattar det som redan
sagts. Samtliga dessa ekvationer dr hérledbara fran de bada grundprinciperna.
Vi overgar fran och med nu delvis till en smidigare notation vad galler tidsde-
rivator, namligen % = f dar f ar nagon tidsvarierande funktion. Observera att
balansekvationer alltid relaterar storheter (fysikaliska variabler) av samma slag.
Vinster och hogerled i ekvationerna maste darfér ha samma dimension, det vill
sidga ha samma enhet.

Elektriska kretsar
o For ett stromflode 1 en elektrisk krets géller (Kirchoffs forsta lag) [A]

Summa stromin| | Summa strom ut (2.4)
till knutpunkt | | fran knutpunkt '
e Spianningsbalans i en elektrisk krets (Kirchoffs andra lag) [V]
[ Summa spinning runt kretsen] =0 (2.5)

Mekaniska system

e Kraftbalans (Newtons lag for translaterande system) [kg m/s?|

Belastande

rorelsemangd
g krafter

Andring av
- [ krafter

Drz’vande]

] 26

per tidsenhet

dar rorelseméingd definieras som ett foremals massa m multiplicerat med
dess hastighet v, det vill saga mv. Forandringen i rorelseméngd per tidsen-
het blir dirfor massan multiplicerat med accelerationen (2 (muv) = mo =

dt
ma da massan dr konstant).

e Momentbalans (Newtons lag for roterande system) |kg m?/s?|
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rorelsemdngdsmoment | =

moment

Andring av
[ moment

Drivande]

Belastande
(2.7)

per tidsenhet

dar rorelsemingdsmomentet for ett roterande system definieras som syste-
mets troghetsmoment (.J) multiplicerat med dess vinkelhastighet w, det vill
siga Jw. Fordndringen i rorelsemidngdsmoment per tidsenhet blir darfor
trogheten multiplicerat med vinkelaccelerationen (4 (Jw) = Juw).

Kemiska och biologiska system
e Koncentrationsbalans (se Exempel 21 (2.2)) [ mg/1/s]

Andring av . .
, Inflédande massa Utflédande massa
koncentration | = ) — ]
per volyms och tidsenhet per volyms och tidsenhet

per tidsenhet
(2.8)
Koncentrationsforindring
+ per tidsenhet

p g a reaktioner

Energiflode
e Energibalans [J /s

Utgaende (2.9)
ef fekt

upplagrad energir| =

Andring av
[ ef fekt

I nkommande]

per tidsenhet

dér storheten effekt alltsa avser energiutveckling/energiforbrukning per tidsen-
het.

2.2.1 Konstitutiva relationer

Det réacker inte att forsta vilken balansekvation som skall anvindas i ett prak-
tiskt modelleringsfall. Beroende pa hur problemformuleringen ar stilld, vilka
variabler som kan métas och vad man vill modellera maste i olika grad sa kal-
lade konstitutiva relationer anvandas. Dessa relaterar storheter av olika slag, t
ex floden med krafter och spanning med stréom. Nedan ges ett fatal exempel pa
sadana relationer. I Avsnitt samt i rdknedvningarna kommer ytterligare
exempel tas upp.
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e Friktionsmotstand vid viskos friktion. Friktionskraften F'(¢) [N] kan ofta
antas vara proportionell mot féoreméalets hastighet v(¢) [m/s| (translatoriska
system) eller vinkelhastighet w(t) |rad/s| (roterande system). Man far da:
F(t) = kv(t) (translatorisk) alternativt F'(t) = kw(t) (roterande). Samma
typ av samband géller for motstandskraften vid viskés ddmpning.

o Elektromekanisk momentoverforing. Det drivande momentet Ty(¢) [Nm]|
fran en elektrisk motor kan antas vara proportionellt mot strommen i(t)
[A] genom motorn, det vill siga Ty(t) = k,,i(t) dar k,, &r en motorkonstant.

e Ohms lag beskriver samband mellan spanning, u(t) |V], och strom, i(¢)
[A], 6ver ett elektriskt motstand R. Det géller att

u(t) = Ri(t)

Motsvarande samband finns for andra elektriska komponenter, t ex spolar
och kondensatorer. Se exempel 2.4.

o For utflode fran en tank med fritt utfall géiller enligt Bernoullis lag att
vitskeflodet ur tanken Q(t) |m?/s| dr proportionellt mot kvadratroten av
vitskehojden, h(t) |m|, ovanfor utfallet det vill siga

Observera att dven proportionalitetskonstanterna i relationerna ovan har enhe-
ter, det giller ju att enheten i vinsterledet maste vara samma som enheten i
hogerledet. Har har dessa utelimnats for enkelhets skull.

2.2.2 Nagra praktiska exempel

For att illustrera hur fysikaliska modeller kan stéllas upp utgaende fran balans-
ekvationer och konstitutiva relationer foljer héar ytterligare nagra exempel. For
att gora exemplen nedan sa tydliga som mojligt anges explicit vilka variabler
som &r tidsvarierande.

Exempel 2.2. Fjader-massa system

Positionen y(t) och hastigheten v(t) fér en massa upphingd med en viskost
dampad fjader enligt figur bestams enligt Newtons 1:a lag (translatorisk ro-
relse) av balansekvationen (2.6).

Massan med vikten m och rorelseméngd muv(t) paverkas av en yttre drivande

kraft Fy(t). Fjadern genererar en motkraft (belastande) i form av fjaderkraften
som dr proportionell mot hur mycket fjidern ar utdragen fran viloliaget, det
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Rt )

Figur 2.2: Schematisk bild av fjadersystemet.

vill sdga y(t). Damparen i fjidern genererar i sin tur en motkraft som &r pro-
portionell mot hastigheten, v(t). Fjaderkraften kan alltsa skrivas som ky(t) och
ddmpkraften som bv(t) diar k£ och b dr konstanter som beror av fjaderns och
damparens egenskaper. Balansekvationen resulterar darfor i sambandet

mi(t) = Fy(t) — bu(t) — ky(t)

dar dndringen av rorelseméngd per tidsenhet representeras av tidsderivatan

4 (mv) = mo under antagandet att massan dr konstant. For att fa uttrycket

dt
pa en mer samlad form kan man sedan utnyttja att hastigheten dr tidsderivatan

av positionen, det vill sdga v(t) = y(t) och fa
mi(t) +by(t) + ky(t) = Fa(t) (2.10)

Vi har da en differentialekvation som beskriver hur massans position forandras
med tiden da systemet paverkas av en yttre kraft. Med den terminologi som an-
vandes 1 Kapitel 1 kan vi se positionen y som systemets utsignal, och den yttre
kraften F,; som en insignal. |

Exempel 2.3. Rotation med stel axel
I detta exempel antar vi att en last (massa) med troghetsmoment J skall roteras,
se figur 23] Vinkelldget for rotationen betecknas 6(t) [rad| och vinkelhastigheten

Ty(t)

J 0(t), w(t)

B

Figur 2.3: Roterande last driven med en momentgenererande motor.

w(t) [rad/s| och dess rorelseméngdsmoment ar dérfor Jw(t). Rotationen antas
ske via en stel axel som paverkas av ett drivande moment Ty(t), vilket typiskt
kan genereras av en likstromsmotor. Ocksa ett belastande moment genereras av
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att lasten utsdtts for viskos friktion under rotationsrorelsen. Detta belastande
moment ar proportionellt mot féremalets vinkelhastighet, och vi kan skriva det
som Bw ddr B dr nagon proportionalitetskonstant. Enligt balansekvationen (2.7)
for roterande massa fas nu

Jo(t) = Tu(t) — Bw(t)

Om vi utnyttjar att 6(¢) = w(t) kan uttrycket formuleras om som

JO(t) + BO(t) = Ty(t) (2.11)

och vi har ddrmed en differentialekvation som beskriver hur vinkelldget 6 beror
av det drivande momentet Ty fran motorn.

En modifiering av uttrycket (2.11]) uppkommer da lasten dessutom ar inspand
i en vigg via en vek (fjidrande) axel. Den motkraft som alstras av inspédnningen
ar proportionell mot massans vinkelldge i forhallande till den fasta inspanningen.
Man erhaller da:

JO(t) + BO(t) + KO(t) = Ty(t) (2.12)
|

Exempel 2.4. En enkel elektrisk krets
Betrakta den elektriska kretsen i figur 2.4 med drivspanning u(t) genom vilken
det flyter en strom i(t).

Figur 2.4: Schematisk bild av den elektriska kretsen.

En sadan krets kallas for en resonanskrets, och bestar av en spole med in-
duktans L, en kondensator med kapacitans C' och ett motstand med resistans
R. Man kan enkelt uttryckt sdga att spolens induktans ér ett matt pa motstan-
det mot stromférandringar genom densamma, och kondensatorns kapacitans ar
ett matt pa dennas formaga att lagra elektrisk laddning. For motstandet vet vi
att spanningen 6ver detsamma med Ohms lag kan skrivas som wu,(t) = Ri(t).
Beteckningen ¢ for strom gor att vi betecknar tidsderivatan med %. Liknande
konstitutiva samband finns for spolen och kondensatorn. Spanningen 6ver spolen
kan skrivas som
di(t)

~I
w(t) dt
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och spinningen 6ver kondensatorn som

uc(t):é /0 i(7)dr (2.13)

Vi vill nu underséka hur spanningen 6ver kondensatorn (vi antar att u.(0) = 0)
paverkas av den drivande spanningen. Fran balansekvationen (2.3) vet vi att
summan av alla delspdnningar da man gar runt kretsen skall vara 0. Man erhaller
(da drivande och belastande spanningar riknas med olika tecken) att

up(t) + u(t) + ue(t) —u(t) =0
vilket med uttrycken ovan insatta kan formuleras som

di(t)

L o + Ri(t) + é/o i(T)dr = u(t) (2.14)

Man kan sedan se fran ekvation (2.I3) att i(t) = Cu.(t).

Substituerar man in detta i ekvation (2.14)) fas foljande ekvation som beskri-
ver hur spanningen Over kondensatorn beror av kretsens drivande spanning

LCi(t) + RCuu(t) + ue(t) = u(t) (2.15)
n

Exempel 2.5. En tank med fritt utfall
En tank med fritt utfall (utlopp) avbildas i figur 2.5

{ Qin
h) A.
TT

Figur 2.5: En tank med fritt utfall.

Vitskehojden h(t) [m] méts fran utfallet till viitskeytan och vétskans hastig-
het i utloppet &r v [m/s|. Tankens respektive utloppets areor betecknas A och
a |m?]. Vi antar ocksa att vi kan fylla pa tanken med ett flode Q;, [m?®/s|. Om
man antar att lufttrycket pa vitskeytan ar detsamma som vid utflédet och att
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vatskehastigheten i tanken dr mycket mindre dn vitskehastigheten vid utloppet
géller enligt den s k Bernoullis lag (genom principen for energikonservering) att

pv®

h="0
P9 5

vilket medfor att utflodet av vatten Q¢ |m3| som ér vattenhastigheten multi-
plicerat med utloppets tvirsnittsarea kan skrivas (Jamfor med den konstitutiva
relation som gavs i Avsnitt 2.2.T])

Qu = av = a\/2gh

dir g [m/s?] dr tyngdaccelerationen. I analogi med (1)) giller att forindringen
av vatskevolymen i tanken per tidsenhet dr lika med inflodet (Q;, subtraherat
med utflodet @, och vi far

dV d(Ah(t))
At Qin — a\@m

vilket, eftersom tankens tvirsnittsarea dr konstant, kan skrivas

- _ \/ = , 2.1
som ju &r en forsta ordningens differentialekvation vilken &r olinjar med avseen-
de pa vitskehojden h.

De flesta verkliga system &r olinjira till sin natur. Ett angreppsatt for att
kunna analysera och pa ett enkelt sitt arbeta med olinjara modeller ar att ge-
nom en forsta ordningens Taylorutveckling approximera den olinjira modellen,
i detta fall (2.I6]), med en linjir modell. Vi kommer senare i kursen ga in mer i
detalj pa en generell arbetsgang for detta, men visar dnda oversiktligt har vad
slutresultatet blir.

Antag att vi har ett konstant infléde @, och lat hy vara den vétskehojd
som fas i tanken da det konstanta inflédet varat under mycket lang (odndlig) tid.
Punkten (Qin0, ho) kan da sigas vara en stationér jimviktspunkt till systemet.
Genom Taylorutveckling fas en linjar modell som géller i en nérhet av punkten
(Qin.0, ho) och som relaterar avvikelsen Ah fran jaimviktshojden till avvikelsen
AQ fran jamviktsinflodet enligt

Ah(t) - Qin,O
dt 2Ahg

Ah(t) +

AQ
- (2.17)
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Exempel 2.6. En enkel biologisk reaktor

I detta exempel skall en enkel modell f6r en biologisk reaktor stillas upp. Denna
typ av modell anvinds ofta for att beskriva biologiska processer inom vattenre-
ning (t ex biologisk kvéverening). Reaktorn bestar av en totalomblandad tank
med volym V' [m?|, se figur Genom tanken flodar vétska med flodet @

qut X qut
Sin v S

Figur 2.6: Schematisk bild av bioreaktorn.

|m?/s]. T den inkommande viitskan dr koncentrationen av biomassa (vanligtvis
bakterier) X, [mg/l] och koncentrationen av ett substrat S;, [mg/1]. Biomasshal-
ten i tanken bendmns X (f) och substrathalten S(¢). I tanken antas biomassan
tillvixa genom att tillgodogora sig energi fran substratet. Tillvixthastigheten
(reaktionshastigheten) for biomassan betecknas Rx(t). Da biomassan tillvixer
atgar en viss mangd substrat per tidsenhet. Mangden substrat som atgar per
tidsenhet ar proportionell mot biomassans tillvixthastighet, och reaktionshastig-
heten for substratet blir dirfor —- Ry (¢). Konstanten Y kallas utbyteskonstant.
Att proportionalitetskonstanten skrivs pa formen % kan kidnnas férvirrande men
ar konvention inom modellering av bioreaktorer. Utnyttjas nu balansekvationen
(2.8) kan differentialekvationerna for biomassa respektive substrat skrivas

: Q

X(1) = Rx(t) + 12X — X(1) (2.18)
§(t) =~ Rx(t) + 2 (Sin — 5(1) (2.19)

Ett vanligt sitt att beskriva hur tillvixthastigheten Rx(t) beror av substrat-
och biomasshalter ar att anvinda sa kallade Monodfunktioner (mer om sada-
na kommer att dyka upp i berikningslaborationerna). I detta fall far man da

Rx(t) = ,umaX&X(t) dar pimae och Kg dr konstanter. Siatter vi in detta

uttryck i GZE)IES@:IS@) fas
X(t) = umw%mt) + %(Xi — X (1)) (2.20)
S(t) = —%umm%){(ﬂ + %(Si —5(t)) (2.21)

som ar ett system av forsta ordningens olinjara differentialekvationer, det vill
siga derivatorna beror pa ett olinjirt sitt av variablerna, S(t) och X (¢). Vi kom-
mer att aterkomma till olinjara system i allménhet och detta exempel senare i
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kompendiet. [ |

Som synes har de konstitutiva sambanden behandlats mycket litet i dessa
exempel. Syftet dr inte att ldra sig dessa utantill, utan snarare att givet en viss
balansekvation och de konstitutiva samband som géller kunna stélla upp enklare
modeller. Pa rdknedvningarna kommer fler exempel att gas igenom.

Manga system &r betydligt mera komplexa dn de exempel som redovistats
ovan. For mera komlexa system ar det ofta fordelaktigt att forsoka dela upp
systemet i mindre delsystem och forsoker ta fram modeller for respektive del-
system. Som tidigare ndmnt bestdmmer syftet med modelleringen detaljnivan
pa modellen och de approximationer och idealiseringar som gors. Speciellt for
icke tekniska system kan man behova anvinda sig av hypoteser och empiriska
samband. Man kan ha god hjilp av datorstod for modellbygget.

2.2.3 Analogier mellan nagra av systemtyperna

Som insetts och papekats i foregaende text finns manga likheter mellan de diffe-
rentialekvationer som kan stéillas upp med balansekvationer. Vi skall har jamfora
nagra av de system som presenterats ovan. Till att borja med skall nagra andra
ordningens system (det vill sdga system som beskrivs med differentialekvatio-
ner som innehéller andraderivator) betraktas, namligen 210, och 214 Vi
modifierar ocksa dessa uttryck nagot for att fa dem pa samma form.

e Translaterande rorelse

mdiz(tt) +bo(t) + k /0 Co(r)dr = Fy(t) (2.22)
e Roterande rorelse

Jd“;—f) + Bu(t) + K /0 ' w(r)dr = Ty() (2.23)
e Elektrisk krets

Ldii(;) + Ri(t) + é /0 i) = u(t) (2.24)

Som synes har de tre modellerna ovan en mycket likartad struktur, vilket de
ocksa har gemensamt med manga modeller fér andra typer av system. I Tabell
2.1 sammanfattas de tre modellerna och deras egenskaper.

Pa samma sitt kan vi sammanfatta forsta ordningens flodessystem fran (2.3))
och (2I7) (nagot modifierade fran grunduttrycken).
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‘ Translation ‘ Rotation

‘ Elektrisk krets

Intensitet | Kraft F} Vridande moment T; | Spanning u
Flode Hastighet v | Vinkelhastighet w Strom ¢
J(A6de)dt | Lage y Vinkel 6 Laddning ¢
Troghet Massa m Troghetsmoment .J Induktans L
Dampning | Dampning b | Ddmpning B Resistans R
Elasticitet | Fjadring £ | Styvhet K 1/ Kapacitans:%

Tabell 2.2:

Tabell 2.1: Analogier mellan modellerna (222))-(2.24).

Tankreaktor

Tank med fritt utflode

174 —dc(t) +(Q + kV)e = Qe
dt
Ah(t) Qin,o _
A==+ e Ah(t) = AQ

Analogierna mellan dessa system visas i Tabell 2.2.

‘ ‘ Tankreaktor ‘ Tank med fritt utfall ‘
Intensitet Koncentration ¢ | Vatskehojd Ah
Flode Partikelflode Qc | Flode AQ
Upplagring | Volym V Area A
Tidskonstant | 2V5/Qin.o V/(Q+EV)

2.2.4 Nagra tidsdiskreta system

20

(2.25)

(2.26)

Analogier mellan modellerna ([2.25)-(2.17). Tidskonstanten ar ett
matt pa systemets reaktionstid som vi skall diskutera mer ingaende senare.

Med ett tidsdiskret system menar vi ett system dar utsignalen vid en viss tid-
punkt beror av nuvarande och édldre viarden pa insignal och storning fran vissa
diskreta tidpunkter. Lite mer formellt kan man siga att en tidsdiskret signal
ar en upprikningsbar sekvens. Ett tidsdiskret system ar ett system som verkar
pa en tidsdiskret insignal och producerar en tidsdiskret utsignal. Ofta anvinds
tidsdiskreta modeller (differensekvationer) som approximationer av tidskontinu-
erliga system (jamfor t ex Eulers metod inom numerisk analys). Notera att for
att kunna simulera en modell av ett dynamiskt system i en dator maste model-
len ekvationer losas i tidsdiskreta tidpunkter.



Om man t ex vill konstruera en modell direkt fran uppmaétta data ar det ju
uteslutande sa att man har tillgang till data i diskret tid med vissa tidsintervall
mellan métningarna (det finns en vil utvecklad teori for tillvigagangsséttet vid
denna typ av modellering). For en del fall, t ex inom ekonomi och lagerhall-
ning, faller det sig dock naturligt att direkt stilla upp tidsdiskreta dynamiska
modeller. Nedan tas fyra exempel upp.

Exempel 2.7. En nationalekonomisk modell

Inom nationalekonomi anvinds manga matematiska modeller av varierande
komplexitet. Vissa av dessa modeller syftar till att beskriva ldnders bruttona-
tionalprodukt (BNP), och vi skall hér titta pa en sddan. Vi inf6ér beteckningen
y(k) for bruttonationalprodukten ar k. De variabler som ingar i begreppet BNP
ar konsumtionen c(k) under aret, investeringar i(k) som gjorts under aret samt
statens utgifter under aret g(k). Definitionsméssigt géller att

y(k) = c(k) +i(k) + g(k) (2.27)

Sjéalvklart finns det ett intresse for att pa ett enkelt sétt kunna forutsiga (pre-
diktera) BNP ett antal ar framat i tiden. For att gora detta kan man utnyttja
att det forutom (227) finns andra mer implicita samband mellan variablerna.
I verkligheten dr dessa samband komplicerade och det gar inte att som i f6-
regaende avsnitt utnyttja bestdmda naturlagar. Det gar dock att gora en del
forenklande antaganden. Ett exempel pa sadana ar féljande:

1. Konsumtionen i ar antas vara proportionell mot BNP foregaende ar

c(k) =ay(k—1) (2.28)

2. Investeringarna kan antas vara proportionella mot ¢kningstakten i kon-
sumtionen

i(k) = b(c(k) — c(k — 1)) (2.29)

Ekvationerna (227)-(229) beskriver nu en modell f6r det ekonomiska systemet.
Man kan naturligtvis ifragasidtta exaktheten hos denna modell, men de bada
antagandena kinns atminstone principiellt rimliga. Som redan sagts ar vi in-
tresserade av att modellera BNP (y(k)), och det faller sig da naturligt att vilja
denna som utsignal. Som insignal viilljer vi statens utgifter ar k, g(k), vilket
innebér att vi ser denna som statens mojlighet att paverka BNP. Man kan nu
eliminera variablerna c(k) och i(k) i (227) genom att anvinda (2:28)) och (2.29)
vilket slutgiltigen ger differensekvationen

y(k) = (a+ ab)y(k — 1) — aby(k — 2) + g(k) (2.30)

Denna modell kan nu anvéindas for att prediktera BNP givet att man kinner
till statens utgifter for aret. Denna prediktion kan sedan i sin tur anvindas for
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att forutsidga BNP aret direfter givet att man pa nagot vis kan gissa hur stora
statens utgifter kommer att vara. Det bor nimnas att prediktionen (pa grund av
modellfel) naturligtvis blir osikrare ju lingre fram i tiden man vill prediktera,
precis som for vaderprognoser. Ett vanligare sitt att skriva differensekvationer
som (2.30) dr att samla ut- och insignaltermer pa varsin sida, och man far da

y(k) — (a+ ab)y(k — 1) + aby(k — 2) = g(k) (2.31)
[ |

Exempel 2.8. En modell for lagerhallning

Eftersom det ar kostsamt att for affarsidkare och industri att halla artiklar i
lager &r det viktigt att pa nagot siatt kunna halla fa artiklar i lager, samtidigt
som artiklarna i lagret inte far ta slut. Da man skall kontrollera detta forlopp kan
man utga fran matematiska modeller 6ver sitt lager. Nedan skall vi presentera
en mycket enkel sadan. Lat y(k) vara antalet artiklar i lager vid tiden (dagen)
k. Vi later vidare u(k) vara en bestéllning av varor till lagret vid tiden (dagen)
k. Vi antar ocksa att den bestéllda varan levereras till lagret tva tidsenheter
(dagar) senare. Ett enkelt samband som beskriver detta férlopp blir da

y(k) =ylk—1)+u(k —2) (2.32)

Naturligtvis behovs ocksa en term som beskriver det dagliga uttaget ur lagret.
Denna term doper vi till v(k). Detta ar ett typiskt exempel pa en term som inte
den lageransvarige kan paverka, och det ar déarfor naturligt att se denna som
en storsignal. P4 samma sitt ar ju bestdllningen till lagret (u(k)) nagot som
den lageransvarige sjalv bestdmmer, vilket med var terminologi gor den till en
lamplig insignal. Infor vi stortermen v(k) (uttagen) i (232) far vi slutligen

y(t)=yk—1)+u(k —2) —v(k) (2.33)
|

Exempel 2.9. Digital signalbehandling
En mycket vanlig exempel pa tidsdiskreta system &r de algoritmer som anvands
for digital signalbehandling. Ett typiskt exempel dr man har en tidsdiskret signal
dér man vill framhéva och/eller undertrycka vissa egenskaper. T ex kan signalen
innehalla slumpméssiga storningar som man vill reducera. Man talar ofta om
digitala filter, som helt enkelt &r ett tidsdiskret system som anvinds for att
behandla en tidsdiskret signal.

Ett exempel pa ett digitalt filter dr att berdkna ett glidande medelvirde
baserat pa IV stycken métningar. Om vi betecknar medelvardet vid tiden k£ med
y(k) kan vi skriva det tidsdiskreta systemet (digitala filtret) som

p=N-1
1

y(h) =5 D ulk—p) (2.34)

p=0
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dér u betecknar den tidsdiskreta signal som filtreras. Ju storre N viljs ju effekti-
vare kommer slumpméssiga storningar att filtreras. Dock minskar formagan att
snabbt folja "verkliga” fordandringar i signalen v da N Okar.

Ett mera allmént (linjirt och tidsinvariant) digitalt filter kan skrivas

> amy(k—m) = _Z beu(k — p) (2.35)

Uppgiften ar nu att designa koefficienterna {a,, }n—_o, {bp},_, s& att filtret far
lampliga egenskaper. Det finns en méangd olika metoder for att gora detta.

Exempel 2.10. Tidsdiskreta stokastiska processer

Det &r mycket vanligt att en tidsserie har en slumpméssig variation (eller inte
kan beskrivas pa nagot annat sétt). Detta kan t ex géilla naturforeteelser (vider-
variatioer, havsvagor), tekniska system (storningar i elnétet), och ekonomiska
system (borskursens utveckling).

For att beskrivning slumpmaéssiga forlopp hos en signal anvinds normalt
tidsdiskreta modeller (den matematiska beskrivningen blir véisentligen mycket
enklare jamfort med om kontinuerliga modeller anvinds). Ett standardredskap
ar att for att beskriva ett slumpmaéssigt forlopp ar stokastiska processer. Teorin
for stokastiska processer dr ganska komplex och hér ska vi bara exemplifiera
kopplingen till tidsdiskreta system.

Ett exempel pa en stokastisk process ar foljande differensekvation
y(k) =ay(k — 1) + e(k) (2.36)

dér e(k) &r en sekvens av okorrelerade slumpmissiga variabler med medelvirde
noll och varians . En sadan sekvens kallas vitt brus. Matematiskt kan egenska-
perna for vitt brus uttryckas: E{e(t)} = 0, E{e*(t)} = A, och E{e(t)e(j)} =0
for t # j. Med olika virden pa a kan olika slumpméssiga forlopp genereras, t
ex om a ar ndra ett blir kommer tva ndrliggande viarden av y att ha en stark
positiv korrelation emedan om a dr néra -1 erhalls en negativ korrelation (om
y(k) &r positiv ar det en stor sannolikhet att y(k + 1) dr negativ). Den stokas-
tiska process som beskrivs av (2:36]) kallas en autoreggresive process av ordning
1 eller kort AR(1) process. En generalisering ges av AR(N) processen som kan
skrivas

p=N
y(k) =Y apy(k —p) +e(k) (2.37)
p=1
Det &ar virt att notera att det dr mycket sidllan som virdet pa a kan bestdm-
mas med fysikalisk modellering utan man &r normalt hénvisad till "empirisk
modellering” se vidare Kap 8
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Exempel 2.11. En modell for lagerhallning - fortsittning
Det &r naturligt att anta att uttagen v(k) fran lagren ar slumpmaéssiga. Dock bor
uttagen ha en viss korreleration, ett stort uttag idag medfor en stor sannolikhet
for ett stort uttag i morgon. Ett exempel pa en sadan modell &r

o(k) = —(e(k) +0.9e(k — 1)) (2.38)

dér e(k) &r vitt brus (minustecknet paverkar inte resultatet, utan infors bara for
att slippa ett minustecken i formeln nedan). Detta ger en stokastisk lagermodell
enligt

y(t)=yk—1)+u(k —2)+e(k)+09e(k — 1) (2.39)

Det &r naturligt att variablerna méts i forhallande till en normalniva. |

2.3 Nagra definitioner runt begreppet system.

Att sitta sig in i en ny terminologi tar alltid lite tid. Inom systemtekniken finns
en uppsjo av begrepp och definitioner. Vi skall hdar ta upp nagra sadana och
forsoka forklara dem pa ett intuitivt sitt.

Ett system med en in- och en utsignal kan allmént uttryckas pa formen

d"y(t) d"u(t)

7,”7 R y(t>7 T? M
dt dt

Om systemet ar tidsinvariant forsvinner det explicita beroendet av tiden t och

ekvationen reduceras till

d"y(t)
oyt
dt" Y 7y( )7 dtn Y

F(t, Lu(t) =0

F(

For ett tidskontinuerligt system som &r tidsinvariant géller att om y(t) dr den
utsignalen som svarar mot en insignal u(t) sa géller att om insignal ar u(t —¢,)
sa ar utsignalen y(t —t,).

En differentialekvation ségs vara linjdr om derivatan av hogst ordning av
utsignalen kan skrivas som en linjar funktion av ldgre ordningens derivator samt
insignalen och derivator av denna. Den allménna formen f6r ett linjart, tidsin-
variant system (ett sa kallat LTI-system) ges av

d™y(t) d"ty(t) d™u(t) by d™tu(t)

e M T dim gt e T bmuld)

(2.40)
Teorin for LTI-system &r mycket val utvecklad och det underldttar analysen
visentligt om man kan skriva/approximera "sitt” system som ett LTI-system. T
ex giller da superpositionsprincipen. Om

u(t) = cruy(t) + cous(t) (2.41)

+ ... Fany(t) = by
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sa blir utsignalen
y(t) = crys(t) + coya(t) (2.42)

dér yi(t) ar utsignalen da insignalen ar wuy ().
Ett tidsdiskret LTI-system kan skrivas som
y(k)+ay(k—1)+. . .+ay(k—n) = bou(k)+bju(k—1)+ . . .+byu(k—n) (2.43)

Alla de system vi tagit upp i detta kapitel &r linjira, utom tankexemplet i
Exempel 2.5 och bioreaktorn i Exempel 2.6l I tankexemplet beror ju t ex hogsta
ordningens derivata av vitskehojden pa kvadratroten av vitskehdjden.

Om ett system ar kausalt beror utsignalen vid en tidpunkt y(¢) endast pa
u(t) och dldre viirden pa insignalen, det vill sdga inte av framtida insignalvérden.
Alla verkliga system ar kausala.

Med en jamuiktspunkt menar vi en punkt déar systemet befinner sig i vila, det
vill sédga dar alla derivator av in- och utsignal som ingar i systembeskrivningen
ar noll. En sadan punkt kallas ofta stationdr punkt.

2.4 Stabilitetsbegreppet: inledande diskussion

Ett mycket viktigt begrepp da man studerar med differential- och differensekva-
tioner ar stabilitet. Stabilitet, som kan definieras pa olika sétt, ar i allméanhet inte
en systemegenskap, utan en egenskap hos en 16sningen till differentialekvation.
Att pavisa stabilitet for en allmén differentialekvation ar generellt sett svart.

Vi ska har begriansa diskussionen till LTI-system. En naturlig definition pa
stabilitet dr att ett system ar stabilt om en begrinsad insignal ger en begransad
utsignal. Ett system &r insignal—utsignalstabiltﬂ om det finns en konstant K
sa att

u(®)] < M = [y(t)| < KM

for alla t.

For LTI-system ar det mycket enkelt att genomfora en stabilitetsanalys, tack
vare att stabilitet hir sammanfaller med en viss systemegenskap. Detta skall vi
titta narmare pa i Kapitel 3. I Kapitel 7 skall vi ta upp nagot om stabilitetsa-
nalyser for olinjara system.

'Eng: BIBO stability = Bounded-Input Bounded-Output stability.
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Ett annat vanligt begrepp dr asymptotisk stabilitet. Ett dynamiskt sy-
stem dr asymptotiskt stabilt om y(¢f) — 0 nir ¢ — oo for alla begynnelsetill-
stand ndr v = 0. For linjara system géller att ett asymptotiskt stabilt system
ar insignal-utsignalstabilt.
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Kapitel 3

Tidskontinuerliga LTI-system

Syftet med detta kapitel dr att sdtta in Laplace-transformen i ett systemtek-
niskt sammanhang. Skilet till att anvinda Laplace-transformen ar att analys
och 16sning av differentialekvationer underlittas visentligt. Dessutom ger den
ett kompakt sitt att beskriva differentialekvationer. Vi kommer att i stor ut-
strackning anvinda oss av de exempel som presenterats i Kapitel 2. Man bor
betona att teorin med Overforingsfunktioner och den analys som bygger pa detta
begrepp endast &r tillimpbar pa linjira tidsinvarianta system (LTI-system). Vi
borjar med att repetera nagra grundliggande riakneregler for Laplacetransfor-

mer.

Superposition. Laplacetransformen kan ses som en linjar operator och déar-
for géller superpositionsprincipen for linjira system. Matematiskt kan vi
skriva detta som

L{aryi(t) + ay2(t)} = a1Y1(s) + azYa(s)

Derivering. Det giller att £{%} = sY(s) — y(0). For hogre ordningens
derivator galler att

L{W) = 5V () = 571y (0) = 720(0) —. .. =y (0)

Ofta kan man anta att det system man arbetar med &r i vila vid ana-
lysens/experimentets borjan (som vanligtvis defineras som ¢ = 0) vilket
innebdr att begynnelsevirdena for y och alla dess derivator &r noll. Ef-
tersom systemet ar linjart dr det inte heller nagon begrinsning att anta
att y(0) = 0, vi kan betrakta y som avvikelser fran en arbetspunkt. Dessa

antaganden ger att
L{y®} =Y (s)

Integration. For en integration i tidsplanet géller i transformdoménen att

£ [ wtryiry = v ()
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e Faltning. En multiplikation i transformdoménen svarar mot en faltning i
tidsdoménen dvs

LYF(5)G(s)) = / f(r)g(t - 7)dr

Vi skall nu sétta in dessa begrepp i sitt systemtekniska sammanhang.

3.1 Overforingsfunktioner fér tidskontinuerliga sy-
stem

Vi utgar fran den allménna linjéra (tidsinvarianta) differentialekvationen

d™y(t) d"ly(t)

d™tu(t)
a1

dtm—l

d™u(t)
dtm

—|—...—{—any(t):b0 + by

+ ...+ bpu(t)
(3.1)
dér vi kréver att m < n (férklaringen till detta krav kommer senare i kapitlet).

Om man forutsétter att systemet ar i vila vid ¢t = 0 (y och w och alla deras
derivator har begynnelsevirdet 0) blir Laplacetransformen av (B.1)

(8" +a1s" M+ . 4 an)Y(s) = (bos™ 4+ bis™ L 4 by)U(s) (3.2)

dér Y(s) och U(s) ar Laplacetransformerna av signalerna y(t) och u(t).
Systemets Overforingsfunktion G(s) fas nu genom att bilda kvoten mellan
Y (s) och U(s) som

Y(s)  bos™+bis™ 4 L+ by

Gls) = Ul(s) s"+asmt 4 L 4 ay

(3.3)

Det ar ocksa vanligt att formulera (3.3)) enligt Y (s) = G(s)U(s), det vill sidga vi
kan till en borjan se 6verforingsfunktionen som ett behéndigt sétt att represente-
ra och dérefter 16sa linjéra differentialekvationer (jamfor med tidigare kursdel).
Sarskilt till sin rdtt kommer denna representation da G(s) representerar kom-
plexa differentialekvationer som kan vara svara att l6sa direkt i tidsdoméanen
men litta om man tar vigen via Laplacetransformen. En annan mycket stor
fordel med att anvinda Overforingsfunktionen som representation av ett linjart
system dr att den gor det mycket enkelt att bygga ihop stora system av manga
delsystemkomponenter.
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Vi illustrerar begreppet overforingsfunktion med féljande exempel:

Exempel 3.1. Overforingsfunktion for fjider-massasystemet i Exempel
2.2

Betrakta Exempel 2.2] dér en massa m héngde i en fjadder och en didmpare
under inverkan av en yttre kraft F,;. Massans position 16d da differentialekvatio-
nen

mij(t) + by (t) + ky(t) = Fu(t)
eller nagot omformulerat

90 + g0+ y() = LR

Laplacetransformerar vi uttrycket ovan (vi antar att systemet &r i vila vid ¢t =
0) och bildar overforingsfunktionen fran kraften F,; (insignal) till positionen y
(utsignal) fas i detta fall

_ Y (s) _ 1/m
Fy(s) s+ (b/m)s+k/m

eller pa den vanligare formen

B 1/m
Yis) = s2 4+ (b/m)s + k/mFd(S) (3:4)

Kénner vi alltsa Fy(t) och dess Laplacetransform Fy(s) kan vi enkelt via en ta-

bell 6ver inversa Laplacetransformer bestimma positionen y(t) som £71(Y (s)).
|

Pa samma sdtt kan man ta fram Overforingsfunktionerna for alla de linjara
system som presenterades i Kapitel 2.

3.1.1 Impulssvar och stegsvar

I detta avsnitt skall 16sningen av linjara differentialekvationer for nagra speci-
ella val av insignaler undersokas. Fran transformteorin vi att en multiplikation i
Laplacedoménen representerar en faltning i tidsdoménen. Om vi alltsa har det

multiplikativa sambandet
Y(s) =G(s)U(s) (3.5)

i Laplacedoménen kan utsignalen i tidsdoménen skrivas som en faltning (notera
att multiplikation i Laplacedoménen svarar mot faltning i tidsdoménen)

y(t) = /0 g(T)u(t — 7)dr (3.6)
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dir g(t) = L71(G(s)), det vill siiga den inversa Laplacetransformen till dverfo-
ringsfunktionen. Denna brukar ofta bendmnas viktfunktion eftersom g(7) anger
hur mycket insignalen u (¢ — 7) skall viktas i bestdmningen av utsignalen y(t¢) vid
tidpunkten ¢.

En annan bendmning pa viktfunktionen g(t) &r impulsfunktionssvar eller
nagot kortare impulssvar. Vi tinker oss da att vi véljer insignalen som en Dirac-
puls u(t) = 0(t), och far da

mwzlng@—ﬂng@ (3.7)

eftersom insignalen dr 0 utom da 7 = ¢ och arean under impulsen ar 1. Utsignalen
y(t) ar alltsa lika med den inversa Laplacetransformen g¢(¢) till 6verforingsfunk-
tionen G(s) vilket motiverar bendmningarna ovan.

Det ar naturligtvis omojligt att i verkligheten generera en insignal som &ar
en ideal Dirac-puls eftersom denna har odndlig amplitud. Vad man i praktiken
far gora ar att pa lampligt sdtt approximera den ideala impulsen. Vi ska senare
se hur impulssvaret praktiskt kan bestimmas genom ett enkelt experiment. Vid
analytiska berdkningar &r det ofta betydligt enklare att anvinda den ideala im-
pulsen.

Systemets stegsvar ar pa samma sitt utsignalens respons da insignalen u(t)
ar ett (Heaviside-)steg. Ett steg dr ju som vi vet i tidsdoménen lika med 0 da
t <0 (det vill siga da systemet &r i vila) och har virdet A da t > 0. Dess Lapla-
cetransform &r vidare U(s) = 2. Om A1 kallar man steget for ett enhetssteg.
Antag nu att vi har ett enhetssteg som insignal. Fran (3.6]) ser vi direkt att

ywzlgmw (3.8)

eftersom wu(t) =1 i hela tidsintervallet 0< 7 < ¢. Viljer man att titta pa det hela
i Laplacedoméinen si far man fran (33) att Y'(s) = G(s)2 och dirmed att

y(t) = L7(G(s)7) (3.9)

och eftersom 2 i Laplacedoménen motsvarar en integration i tidsdoménen (lik-
som en faktor s motsvarar en derivering) fas stegsvaret enligt tidigare som

y(t) = fy 9(r)dr.

Nedan skall vi understka impuls och stegsvar for ett par av systemen fran
Kapitel 2.
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Exempel 3.2. Impuls och stegsvar for servosystemet (Exempel [2.3])

I Exempel 2.3]stélldes differentialekvationen for ett system dér en massa rot-
erades med en motor via en stel axel. Om vi antar att massans troghetsmoment
J =1 kg m?/rad och den viskosa friktionskoefficienten B =1 kg m?/s/rad fas

enligt (2.11)

0(t) + O(t) = Ty(t)

och genom Laplacetransformering fas overforingsfunktionen fran det drivande
momentet T} till vinkelldget 6 som

_0s) 1
) =T T 56T D
det vill siga .
0(s) = G(s)Ty(s) = de(s)

Forst antar vi att det drivande momentet 7T; fran motorn dr en impuls. Da
géller enligt (3.7) att

0(t) = o(t) = £7(G(5) = £ (=)
—1—ct (3.10)

[ figur B.1] visas detta impulssvar, och resultatet kiinns intuitivt fysikaliskt rim-
ligt. Man kan jamfora att ldgga pa en impuls med att kortvarigt sla pa motorn
och under ett kort tidsintervall generera ett vridande moment. I ett sadant fall
bor ju lasten kortvarigt rotera, for att sedan stanna i nagot nytt vinkelldge. Det-
ta dr ju precis vad som ses i figuren.

Betraktar vi nu stegsvaret vet vi att detta ges av

o) = £ E) = 5_1(5(51 1)2)
Partialbraks- 1 i B 1 _ i e 1 _
uppdelning | £ (52 s(s+ 1)> £ (52) £ (s(s + 1)>
=t—(1-¢e" (3.11)

vilket ocksa &r fysikaliskt rimligt. Steget motsvaras ju av att vi later motorn
generera ett konstant moment, det vill siga motorn ar paslagen hela tiden.
Massan bor ju da hela tiden rotera runt sin axel, och vinkellaget darmed oka.
Detta motsvaras ju hir av att losningen innehaller en ren t-term, och dérmed
gar mot odndligheten med tiden. De forsta 10 sekunderna av stegsvaret finns
plottade i figur 3.2l

|
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Figur 3.1: Impulssvar for systemet med roterande massa.
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Figur 3.2: Stegsvar for systemet med roterande massa.

Exempel 3.3. Impuls och stegsvar for fjider-massasystemet i exempel

B.1]

Antag nu att massan for vikten i fjider-massasystemet ar m =1 kg. Fjader-
konstanten k =1 kg/s? (vilket &r samma enhet som N/m, det vill séiiga den kraft
fjadern svarar med per meter den dr utdragen) och dimpningskonstanten b =0.5
kg/s. Satter vi in dessa konstanters virde i (3.4) fas sambandet

1

Y(s)=—
(5) s2+0.5s5+1

Fy(s) (3.12)

32



Antar vi nu att dragkraften F,(t) dr en impuls fas enligt resonemanget ovan med
hjalp av en Laplacetransformtabell att

y(0) = 9(t) = £7(G() = £ (o e7)
1

= ¢ 02 gin(+/0.9375¢t 3.13
v/0.9375 ( ) (3.13)

Detta impulssvar visas i figur B.3l Resultatet kidnns intuitivt rimligt for detta
system; om man lagger pa en kortvarig kraftimpuls bor massan limna sitt jam-
viktsldge (y =0) men sa smaningom, eventuellt via oscillationer, aterga dit nér
inverkan av impulsen avtagit.

0.8

0.6

0.4

o
N

Position y(t) [m]

=

Jamviktsniva

0.4 L 1 1 I
0 5 10 15 20 25

tid [s]

Figur 3.3: Impulssvar for fjider-massasystemet.

Pa samma sdtt kan man med hjilp av tabellen rdkna ut stegsvaret som

G(s)) _ 1 1

t)y=L"" _
y(®) ( s s24+05s5+1s

) (3.14)

vilket dock ger upphov till en del rdkningar som vi hoppar 6ver hir. Stegsvaret
finns dock att beskada i figur B4l Aven detta resultat kiinns intuitivt rimligt,
lagger man pa en konstant dragkraft bor ju massan lamna sitt jamviktslage och
dessutom forbli utdragen. |

Man kan fraga sig vad vitsen dr med att undersoka systemets respons for sa
enkla insignaler som impulser och steg. Ett svar pa fragan ar att det ar latt att
utifran dessa responser sérskilja vissa egenskaper hos systemen. Vad avgor t ex
hur mycket impulssvaret for fjider-massasystemet oscillerar innan det atergar
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Figur 3.4: Stegsvar for fjider-massasystemet.

till jamviktslaget, och vad avgdér hur snabbt man nar slutvirdet for stegsvaret?
Svaret ligger naturligtvis i systemets struktur och de olika parametrarnas virden.
Utifran exemplen ovan kan man ocksa inse behovet av ett generellt ramverk for
att beskriva och analysera egenskaper hos dynamiska system, och det ar ocksa
vad nasta avsnitt skall handla om.

3.1.2 Poler, nollstillen och stabilitet for tidskontinuerliga
LTI-system

Antag att vi har ett tidskontinuerligt LTI-system med overforingsfunktionen

B(s)  bos™+bis™ 4+ L+ by,
A(s)  s"Hasm 4+ L +a,

G(s) =

Systemets poler definieras da som nollstéllena till Gverféringsfunktionens
namnarpolynom, det vill sdga rotterna till

S"+as" '+ . 4+a,=0

som ocksé kallas den karakteristiska ekvationen. Som vi snart skall diskutera har
polernas ldagen stor betydelse for det dynamiska systemets uppférande.

Nollstéallena for ett system ges pa samma sitt av nollstillena till Gverforings-
funktionens taljarpolynom, det vill sdga rétterna till

bos™ +bis™ 4+ .. 4+b,=0

Vi kommer framledes inte att diskutera betydelsen av nollstallen sarskilt mycket.
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For att illustrera begreppen poler och nollstéllen tittar vi pa ett enkelt ex-
empel

Exempel 3.4. Poler och nollstéllen for systemet med massa som rot-
erar pa stel axel (Exempel [3.2))

I Exempel konstaterades att servosystemet for ett visst val av parametrar
har 6verforingsfunktionen

1
G(s) = ——=
(s) s(s+1)
Systemets poler ges alltsa av ekvationen s(s+ 1) =0, det vill sdga polerna &r
s =0 och s = —1. Eftersom vi inte har nagot polynom i tiljaren har systemet
inga nollstéllen. [

I Avsnitt diskuterades kort stabilitetsbegreppet. Vi skall hiar undersoka
under vilka villkor ett tidskontinuerligt L'TI-system uppfyller de olika definitio-
nerna. Man kan visa (detta gors i reglerteknikkursen) att foljande géller géller:

Ett system ar insignal-utsignalstabilt om alla poler har strikt ne-
gativ realdel.

Ett system dar alla poler har strikt negativ realdel ar ocksa asymptotiskt
stabilt dvs y(t) — 0 nér t — oo for alla begynnelsetillstand néar v = 0.

Hérnést skall vi utfora en stabilitetsanalys for systemen i Exempel och
Exempel B.3]

Exempel 3.5. Stabilitetsanalys for servosystemet i Exempel
1

Vi har visat att servosystemet med 6verforingsfunktionen G(s)m har en pol
i s =0 och en i s =-1. Eftersom en av polernas realdel ar noll medan den andra
har en strikt negativ realdel ar systemet ej insignal-utsignalstabilt.

Att systemet inte dr insignal-utsignalstabilt kan vi latt se i Figur B.2l Har har vi
en konstant begrénsad insignal (u =1), men systemets utsignal vixer hela tiden
da t okar. Detta ar precis det vi beskrivit tidigare, eftersom vi antar att motorn
hir driver med ett konstant moment kommer massan hela tiden att fortsitta

rotera, och vinkeln kommer dirmed att oka. [ |

Exempel 3.6. Stabilitetsanalys for fjider-massasystemet i Exempel (3.3
Vi har konstaterat att vart system dir en massa var upphéngd i en fjdder och
en dampare for ett visst val av parametrar hade 6verforingsfunktionen

1

G(s) = —————
(5) s2+0.5s5+1
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och den karakteristiska ekvationen ges dirfor av uttrycket s+ 0.5s+1—0. Loser
man denna ekvation fas polerna

1 /15
§=——F1——
4 4
och systemet dr darmed insignal-utsignalstabilt eftersom vi har ett komplexkon-
jugerat polpar med strikt negativ realdel (observera att komplexa poler alltid &r

komplexkonjugerade).

Jamfor vi nu resultatet fran stabilitetsanalysen med systemets stegsvar i Fi-
gur B4) ser vi att de véll 6verensstdmmer. For en konstant begrénsad insignal
(dragkraft) erhalls en begrinsad utsignal (position). |

3.1.3 Samband mellan pollige och respons i tidsplanet

I foregaende avsnitt har vi diskuterat vad som hidnder da ett system inte ar sta-
bilt. Fragan ar nu hur polernas ldge i det komplexa talplanet paverkar responsen
i tidsplanet for ett stabilt system. Vi skall till att borja med studera ett enkelt
exempel.

Exempel 3.7. Samband mellan pollige och stegsvar for ett forsta ord-
ningens system

Antag att vi har ett forsta ordningens system givet som

V()= ——U(s)

dér a ar nagon parameter. Lat sdga att vi later a anta virdena 1, 2 och 3 vilket
motsvarar att systemets pol kommer att ligga i -1, -2 respektive -3. I figur
finns stegsvaret for de tre fallen plottade.

Ur figuren kan man utlésa att stegsvaret blir snabbare ju ldngre fran origo
polen ligger. Man ser ocksa att systemets stegsvar inte ar oscillativt fér nagot
val av systempol. Namnas kan ocksa att om man véljer a<0 fas en pol i hoger
halvplan och 16sningen gar mot oandligheten. |

Fran detta exempel kan man dra slutsatsen att ju lingre fran origo ett
systems poler ligger, desto snabbare ar systemets respons, vilket ocksa ar en
generell sanning. Det &r ocksa generellt sant att responsen fran ett system med
rent reella negativa poler inte uppvisar nagra oscillationer. Vi skall harnést titta
pa ett system med samma struktur som vart fjider-massasystem, det vill siga
ett system med komplexkonjugerade poler.
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Figur 3.5: Stegsvar for systemet - for olika vérden pa a.

Exempel 3.8. Samband mellan pollige och stegsvar for ett enkelt and-
ra ordningens system

Vi utgar fran systemet

Y(s) = 0

—U
s2+2s+0b ()
dir b ar nagon parameter. Vi viljer nu b =1, 2, 4, 10 vilket motsvarar att

1.4

systemets poler hamnar i s =-1, s =-1+i, s =-141/3i respektive s =-1+3i.
Stegsvaren for de fyra fallen finns plottade i figur

1.2f

0.8

y(t)

b=10
0.6

0.4r

0.2

- 10 15
Figur 3.6: Stegsvar for systemet —-2

S24sth fOI' olika varden p&ol b
Som i det forra exemplet ses att snabbheten i responsen okar da avstandet
mellan polen och origo i det komplexa talplanet okar. Den andra intressanta
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observation man kan gora ar att oscillationerna i stegsvaret okar da polens ima-
gindrdel blir storre relativt realdelen. |

Vi skall nedan sammanfatta vad vi sett i de bada exemplen ovan i mer ge-
nerella ordalag.

e Responsen pa insignalen for ett stabilt system &r snabbare ju lingre fran
origo systemets poler ligger.

e Ett system med rent reella poler ar inte oscillativt. Ett férsta ordningens
system ar darfor aldrig oscillativt.

e Ju storre polernas komplexa del ar i forhallande till den reella delen, desto
mer oscillativt beter sig systemet.

Genom att studera ett stegsvar eller impulssvar for ett system kan man alltsa
dra vissa slutsatser om systemets ordning och vilken typ av poler det har, ett
viktigt steg da det géller att klassificera systemet. I kursen Reglerteknik kommer
resonemangen ovan att framstéllas pa ett mer formellt séitt.

3.1.4 Ytterligare nagra rikneregler och definitioner

Det tidigare visade riknereglerna for Laplacetransformer aterkommer ofta vid
analyser av LTI-system, vi skall hir ta upp ytterligare nagra viktiga rakneregler:

o Slutvdrdesteoremet. Denna sats anvands for att studera ett systems statiska
(stationédra) egenskaper, det vill sdga vad systemets utsignal konvergerar
mot da ¢t — oco. For en signal y(t) géller att

limy(t) = lim sY (s)

t—00 s—0
En viktig forutsiattning for att slutvirdesteoremet skall gilla &r att grans-
vardet y(oo) verkligen existerar, vilket géller da y(t) konvergerar mot ett
konstant virde. Slutvirdet far endast anvindas for stabila system. Insig-
nalen till systemen far heller inte vara sadan att utsignalen y oscillerar
oddmpat eller divergerar. Observera sdrskilt att slutvirdesteoremet inte
giller da sinussignaler anvinds som insignal till ett linjart system.

o Begynnelsevirdesteoremet. Da Laplacetransformen for en signal ar given
kan begynnelsevirdesteoremet anvindas for att bestimma signalens virde
da t — 0" enligt

lim y(t) = lim sY(s)
t—0+ §—00

vilket ar betydligt enklare &n att bestimma y(t) for en godtycklig tid ¢ och
sedan speciellt bestimma y(0). Observera att namnet begynnelsevérdeste-
orem ar missvisande da teoremet inte sdger vad som hinder da ¢ = 0 utan
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da t — 07. Det &r alltsi inte begynnelsevillkoret i differentialekvationen
man kan fa fram, utan om y(¢) upptrader pa ett diskontinuerligt vis da
t — 0%. T ex kan man undersoka om y(t) gor en stegforandring i ¢ = 0.

o Fordrojningssatsen. Manga verkliga system innehaller tidsférdréjningar,
det vill siga systemet svarar forst efter en viss tid. Detta giller t ex manga
system som innehaller nagon form av transport. T ex i duschen tar det
en viss tid fran att termostaten dndras till att effekten av forandringen
nar duscharen. Antag att vi har ett system med en ren tidsférdréjning,
y(t) = u(t—Ty), det vill sdga T} ar den tid som systemet fordrojer inverkan
av insignalen. Da giller att

Y (s) = e*TeU(s)

alltsa ar Laplacetransformen for en ren tidsfordrojning Ty lika med e=*T¢,

Vi skall hir illustrera slut- och begynnelsevirdesteoremet i ett exempel, ndm-
ligen fjader-massasystemet.

Exempel 3.9. Slut och begynnelsevirde for fjider-massasystemet i Ex-
empel [3.3]

I Exempel 3.3 konstaterades att fjider-massasystemet for ett visst val av pa-
rametrar i differentialekvationen med hjalp av 6éverforingsfunktion kunde skrivas

som
1

Y =— F
() s2+0.5s5+1 a(s)

Om vi véljer insignalen som ett enhetssteg Fy(s) = % kan vi i Laplacedoménen

uttrycka stegsvaret som
1 1

Y(s)=———"—"—-
() s24+0.5s+1s
Antag nu att vi ar intresserade av att fa fram det slutgiltiga (stationéra)
viardet pa positionen y, det vill siga da den konstanta insignalen verkat under
odndligt lang tid. Slutvirdesteoremet ar da tillimpligt, och vi far att
1 1

R L A e

=lim ———=1

s—0 82 +0.5s+1

Déa enhetssteget verkat under lang (odndlig) tid bor alltsa massans position vara
1 meter fran nollpunkten. I figur B4l ser vi ocksa att detta bor vara fallet, redan
efter 25 sekunder har massan tydligt svingt in sig mot en position 1 meter fran
nollpunkten.
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Begynnelsevirdesteoremet ger nu

: : . 1 1
Ay = s = s g 1s

1
lim —— =0
s—oo 524+ 0.5s + 1
vilket ocksa Overensstammer med resultatet i figur 3.4} stegsvaret gor inga hopp
i borjan av forloppet. [ |

Exempel 3.10. Ytterligare ett exempel pa begynnelsevirdesteoremet
Vi skall nu betrakta ett fall dar en diskontinuitet kan sparas med hjilp av det
sa kallade begynnelsevirdesteoremet. Vi betraktar differentialekvationen

y(t) +9(t) = a(t) + 2u(t)
dér vi antar att y(0) = 0. Detta ger

s+ 2

Y(s) = U (s) (3.15)

Stegsvaret (da u(t) dr ett enhetssteg vid ¢ = 0) for detta system finns atergivet
i figur B.7 Vi ser direkt ur figuren att slutvéirdet for y(t) ar 2, vilket vi ocksa

25

[
@
T

utsignal y(t)

[N

051

. . . . .
0 1 2 3 4 5 6
U[s]

Figur 3.7: Stegsvar for systemet givet av [3.15]
kan verifiera pa samma satt som i det tidigare exemplet. Intressantare ar det att
betrakta begynnelsevirdet for y(¢). Detta verkar i figur 3.7 vara lika med 1, trots
att vi ju hade y(0) = 0. Detta kan forklaras med begynnelsevirdesteoremet. Vi
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far att

s+21
li t) =1 Y(s) =l - =
t—1>r(§l+y(> SLIEOS (S) sg{oloss—l—ls
2
—im 22
s—oo § 4 1

Losningen y(t) borjar alltsé i 0, men hoppar omedelbart till 1 da ¢ — 07. Denna
typ av diskontinuiteter kan man alltsa spara med begynnelsevirdesteoremet. Ett
exempel pa dir denna typ av hopp kan uppkomma ar i elektriska kretsar. W

Fran exemplet ovan inses att stegsvaret bara kan gora ett "hoppom m > n.
Storleken pa hoppet ges av G(oco. Se dven sista stycket i avsnitt B.21] for en
diskussion om modeller dar m > n.

3.1.5 Klassificering av system utifran respons i tidsplanet

For dynamiska system skiljer man pa transienta och stationdra egenskaper. Da
ett system paverkas av en insignal sker forst ett insvingningsforlopp, en s k
transient, innan 6vergang sker till det stationéra tillstandet. Vid transientanalys
later man i regel en impuls, ett steg eller en ramp tjana som insignal. I diskussio-
nen nedan skall vi i stort sett begridnsa oss till fallet med ett steg som insignal till
ett stabilt system (notera att definitionerna nedan inte beror av transformme-
toderna och diarmed géller &ven for olinjara system). Ett typiskt stegsvar for ett
stabilt system visas i figur B.8] och foljande parametrar definierar dér de tran-
sienta egenskaperna. Definitionerna nedan galler dven for impulssvar for stabila
system som t ex servosystemet i Exempel 23]

e Stigtiden t, ar den tid det tar for utsignalen att ga fran 10% till 90% av
slutvardet.

o [nsvingningstiden tsy, ar den tid da utsignalen y(¢) har svingt in innanfor
omradet 0.95y(o0) < y(f) < 1.05y(oco). Utsignalen maste alltsa stanna
inom detta omrade efter tiden t5q,.

o Tidskonstanten for ett system, Tyzp ar den tid da utsignalen y(¢) natt 63%
av slutvardet.

o Mazimal relativ dversling M definieras for positiva y som

max;(y(t)) — y(oo)

M= y(o0)
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Figur 3.8: Stegsvar med specicifikationsparametrar for ett stabilt system.

Ovan har vi diskuterat parametrar for att specificera ett systems transienta
egenskaper. Ett fundamentalt begrepp som definierar ett systems statiska (sta-
tionéra) egenskaper ar dess statiska forstdrkning. Da insignalen &r en konstant
uo och utsignalen svéinger in mot en konstant niva y(oo) = tlirgo y(t), definieras

den statiska forstarkningen som

y(o0)

K —

(3.16)

For att denna definition ska vara meningsfull maste systemet vara insignal-
utsignal stabilt, eftersom gransvirdet y(oo) da existerar vid konstant insignal.
Detta medfor i sin tur att slutvirdesteoremet far anvindas. Da insignalen &r
ett steg med nivan ug (konstant signal for ¢ > 0) far vi att utsignalen for ett
dynamiskt system Y (s) = G(s)U(s) konvergerar mot

y@m)::nnly@)zﬁg%syxs)=1nnscmgﬁﬂ::cxoym (3.17)

t—o0 s—0 S

och den statiska forstarkningen for detta system blir darfor

K =9 o) (3.18)

Tolkningen av begreppet statisk forstarkning ses enklast fran ([B.I6]) och dr helt
enkelt hur mycket en konstant insignal forstérks av systemet da alla transienter
avklingat.
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Antag att vi har ett tidskontinuerligt LTI-system med overforingsfunktionen

B(s)  bos™ +bis™ 4+ L+ by

Gls) = A(s)  s"tasv i+ L. ta,

Om systemet dr insignal-utsignalstabilt ges den statiska forstdrkningen av

K=Go)="n (3.19)

Qn

3.2 Frekvensbeskrivning

Som namnts tidigare dr en viktig egenskap hos linjéra system att superpositions-
principen galler, det vill sdga att en linjarkombination av insignaler leder till en
utsignal som ar samma linjarkombination av motsvarande utsignaler.

En mycket anviandbar basfunktion for insignaler dr de trigonometriska funk-
tionerna. Fran teorin om Fourierserier vet vi att varje periodisk funktion kan
skrivas som en (mojligen odndlig) summa av sinus- och cosinusfunktioner. Om
vi kan beskriva hur ett systems utsignal ser ut da en godtycklig sinusfunktion ar
dess insignal sa vet vi lite drastiskt uttryckt genom att superpositionsprincipen
géller hur utsignalen ser ut fér en godtycklig periodisk insignal.

Den formella bakgrund som beskrivits ovan behover man séllan arbeta med.
Det viktiga i ssammanhanget ér att periodiska insignaler kan uppfattas som sum-
mor av sinus- och cosinusfunktioner. Man analyserar systemets egenskaper da
det utsétts for en oscillerande insignal med en specifik vinkelfrekvend] w [rad/s]|.
Genom att undersoka dessa egenskaper for ett stort vinkelfrekvensintervall kan
man fa reda pa systemets formaga att hantera signaler i olika frekvensomra-
den. Detta ar ett ingenjorsméssigt mycket tilltalande synsatt som har manga
tillimpningsomraden. Inom t ex processindustrin arbetar man ofta med system
som paverkas av periodiska storningar, och genom att tillimpa frekvensanalys
pa systemet fran storning till utsignal kan storningens inverkan kartlaggas och
minimeras.

3.2.1 Frekvensfunktionen

Mot bakgrund av det som sagts ovan ar vi alltsa sarskilt intresserade av att
berdkna utsignalen fran ett linjart system da insignalen dr en sinusfunktion.
Betrakta darfor ett linjart stabilt system

Y(s) = G(s)U(s) (3.20)

Vi kommer 6verlag att anviinda frekvens for att beteckna vinkelfrekvens. Notera samban-
det f =w/(27) [Hz.]

43



dir viktfunktionen g(t) = L7'{G(s)}. Vi antar att insignalen till systemet &r
u(t) = Asinwt. Denna insignal kan vi med hjilp av komplexa tal skriva om som

u(t) = AIm (coswt + isinwt) = A Im it

och vi antar vidare att denna insignal paverkat systemet sedan ¢ = —oo. Tillim-
par man nu faltningssatsen pa systemmodellen ([B:20) innebér detta att

y(t) = /OOO g(T)u(t — 7)dr = Im /OOO g(r)Ae)dr =

= AIm / g(r)e “Tdre™! (3.21)
0
Definitionen av G(s) som Laplacetransformen av g(t), det vill siga

G- [ " g(r)estdr

medfor att den sista integralen i (8.:21]) 4r den komplexa funktionen G(iw). Om
vi nu betecknar argumentet for det komplexa talet G(iw) som arg(G(iw)) och
dess belopp som |G(iw)| kan uttrycket (3.:2I) med hjilp av den poldra formen
for komplexa tal skrivas om som

y(t) = AIm (G(iw)e™") = ATm (|G (iw)|et &G ) giwty —
= A|G(iw)|Tm e@Hare@@) — A|G(iw)|sin(wt + arg(Giw)))  (3.22)
Vi har hér alltsa visat att da insignalen till ett linjart system G(s) &r en sinussig-

nal u(t) = Asinwt, sa blir dven systemets utsignal (efter lang tid) en sinussignal
enligt

y(t) = A|G(iw)|sin(wt + arg(G(iw))) (3.23)

det vill séiga utsignalens amplitud &r forstirkt med en faktor |G(iw)| och utsig-
nalen ar fasforskjuten arg(G(iw)) radianer i forhallande till insignalen. Eftersom
funktionen G(iw) for en given frekvens w bestdmmer utsignalens beteende, kallas
denna funktion for frekvensfunktion. Argumentet definieras som positivt utgaen-
de moturs fran positiva reella axeln. I de flesta fall erhalls ett negativt argument
helt enkelt pa grund av att utsignalen ligger efter insignalen i fas. Vi skall illu-
strera frekvensfunktionenmed ett par exempel:

Exempel 3.11. Sinussvar for ett forsta ordningens system.
Betrakta det forsta ordningens systemet

_s+1
s+ 2

Y(s) =G(s)U(s) Ul(s)
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Om vi nu antar att att insignalen w(t) till systemet dr en sinussignal med amp-
litud A och frekvens w, det vill siga u(t) = Asin(wt) kan vi enligt teorin ovan
skriva utsignalen som

y(t) = A|G(iw)| sin(wt + arg(G(iw)))

det vill siga insignalens amplitud forstirks en faktor |G(iw)|, och utsignalen
fasforskjuts arg(G(iw) radianer i forhallande till insignalen.

Att bestdmma |G (iw)| och arg(G(iw) rent praktiskt ar inte svart om man har
ordning pa de komplexa talen. |G(iw)| och arg(G(iw) &r ju helt enkelt beloppet
och fasen for det komplexa talet G(iw). I detta fall fas alltsa

. s+1 liw + 1|
G = | — s—iw g - —=
Giw) |s+2| liw + 2|
o Vwr+1l o Jw?+1
S Vwrrd Vw?td
Argumentet fas vidare som
. s+1 w4+ 1
arg(G(iw)) = arg(——)|s=iw = arg( ) =

s+ 2

= arg(iw + 1) — arg(iw + 2) = arctanw — arctang

w—~+ 2

och utsignalen y(t) blir dirmed

w?+1

v =AYy g

: w
sin(wt 4 arctan w — arctan 5)

Exempel 3.12. Sinussvar for en tidsférdréjning
Betrakta overforingsfunktionen for en tidsfordrojning, G(s) = e*T. Antag att
insignalen till detta system &r u(t) = sinwt. Utsignalen ges da av

y(t) = |G(iw)| sin(wt + arg(G(iw)))
dar ‘
|G iw)| = le™"] =1

och '
arg(G(iw)) = (e7™7T) = —wT

Vi kan alltsa skriva
y(t) = sin(wt — T

En ren tidsférdrojning paverkar alltsa inte utsignalens belopp utan fasfor-
skjuter den bara —wT' radianer i forhallande till insignalen. |
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Exempel 3.13. Sinussvar for RLC-kretsen i Exempel 2.4
I Exempel 2.4] visade vi att spanningen wu. 6ver en kondensator i en sa kallad
RLC-krets kunde beskrivas genom differentialekvationen

LCi(t) + RCuu(t) + ua(t) = u(t) (3.24)

dar u ar den drivande spanningen i kretsen, u. ar spanningen éver kondensatorn
och R, L och C' ar parametrar forknippade med de olika elektriska komponen-
terna i kretsen. Om vi véljer parametrarna i differentialekvationen som L = 1,
R =2 och C' =1 kan sambandet mellan insignal u och utsignal u. i Laplacedo-
ménen uttryckas som

1 1

Uels) =GU6) = 51V = e

U(s)

Vi vill nu titta pa sinussvaret for detta samband dels analytiskt, dels via simu-
leringar da insignalen dr en sinussignal med godtycklig frekvens w. Vi antar i
detta fall att den drivande spénningen &r en sinussignal med amplitud 1 enligt
u(t) = sinwt. Vi vet da att utsignalen, det vill sdga spanningen 6ver konden-
satorn ocksd kommer att vara en sinussignal och enligt (3.23) kunna skrivas
som

Ue(t) = |G(iw)| sin(wt + arg(G(iw)))

dér |G(iw)| ar utsignalens amplitud och arg(G(iw)) anger dess fasférskjutning i
forhallande till insignalen. I detta fall har vi att

: 1 1
GGl = |(iw + 1) (iw + 1)| w41
och
arg(G(iw)) = arg((l_w n l)l(z'w n 1)) = —arctan(w) — arctan(w) = —2 arctan(w)
vilket ger att
uc(t) = %—I—l sin(wt — 2 arctan(w)) (3.25)

Observera har att for en 6verféringsfunktion som &r uppdelad i forsta ordning-
ens faktorer giller att dess belopp ar lika med produkten av faktorernas belopp.
Argumentet for overforingsfunktionerna dr lika med summan av argumenten.
Om man har en overféringsfunktion som inte &r pa faktoriserad form kan man
sjalv faktorisera den, vilket ar att rekommendera, eller ocksa sjalv halla reda pa
i vilken kvadrant man befinner sig for att argumentet skall bli korrekt. Obser-
vera ocksa att vinkelfrekvensen w enligt konvention har enheten rad/s och att
fasforskjutningen darfér har enheten radianer.
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[ figur B9 och BI0 har systemets in- och utsignal simulerats for insignalerna
u(t) = sint och u(t) = sin 2¢. I figur[3.9 (w = 1) ser man att utsignalens amplitud
ar hélften av insignalens, och att utsignalen ligger -7 /2 radianer efter insignalen
i fas. Detta dr ocksa vad man far ur uttrycket (3.25)), det vill siga |G(iw)| = 3
och arg(G(iw)) = —n/2. Vi ser pa samma sétt att det teoretiska uttrycket (3.25)
stdmmer dven for w = 2.

15

— Utsignal
— — Insignal

Utsignal uc(t) [V], Insignal u(t) [V]

0 5 10 15 20 25
tid [s]

Figur 3.9: Spénningen u.(t) 6ver kondensatorn i RLC-kretsen da u(t) = sint.

15

— Utsignal
— — Insignal

Utsignal uc(t) [V], Insignal u(t) [V]

I
o
3

T

I

1k v Y \ v \ Y s

tid [s]

Figur 3.10: Spanningen u.(t) 6ver kondensatorn i RLC-kretsen da w(t) = sin 2¢.
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Vi sag i exemplet ovan att forstdrkningen avtar och fasforskjutningen okar

da w — oo. For alla system med fler poler &n nollstéllen galler

lim |G(iw)| — 0

w—00
Detta &r en egenskap som géller for alla verkliga system sa for en modell bor
det alltid gélla att m < n i (B0). Dock kan man ha en modell som &r praktiskt
anvandbar inom ett visst frekvensintervall och inom detta intervall kan m = n
eller (mera sillan) m > n. Dock maste man da vara medveten om att det "bara”

ar en modell som géller inom ett visst frekvensomradet (man kan latt visa att
om m > n sa giller lim |G(iw)| — oo vilket inte kan gélla for nagot verkligt
w—00

system)

3.2.2 Bodediagram

Ett vanligt sitt att grafiskt presentera frekvensfunktionen G(iw) &r i ett sa kallat
Bodediagram. I ett Bodediagram plottas beloppskurvan (kallas ocksa amplitud-
kurvan) |G(iw)| och argumentet arg(G(iw)) mot logaritmen av vinkelfrekven-
sen. I regel ritas bodediagram i dag med hjilp av programvaruverktyg, t ex
MATLAB. Ofta anges beloppet i en decibelskala (dB) dér virdet i dB ges av
20logy, |G (iw)].

I figur B.11] visas bodediagrammet for RLC-kretsen i Exempel 3.13

10" .

IG(iw)]

-50

—-100

arg(G(iw)) [grader]

-150

-200 - = .
10 10 10
log w

Figur 3.11: Bodediagram for RLC-kretsen i Exempel B.I3l Notera de logaritmiska
skalorna

I figur [3.12 visar vi bodediagrammet for tidsfordrojningen i Exempel [3.12]
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1.5 B
=
= 1
o
0.5 ,
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0
50l i
3
@ —100| B
=
@©
-150 B
—-200 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

w [rad/s]

Figur 3.12: Bodediagram for tidsfordrojningen i Exempel 3.12] Notera att ska-
lorna hér inte valts logaritmiska.

3.2.3 Bodediagram och stegsvar

Vi ska i detta avsnitt illustrera nagra samband mellan stegsvaret for ett system
och motsvarande bodediagram. Vi borjar med en definition:

Bandbredden wp for ett system &ar den frekvens dér forstarkningen sjun-

kit med en faktor % = —3dB jamfort med den statiska forstarkningen

|G(0)|. For bandbredden géller alltsa

Gliws)| 1
O (3.26)

Vi borjar med att studera féljande tva system

9 C Gals) = 100
2+ 95+9 2T 524205 + 100
Systemet (7 har en dubbelpol i -3 och G35 har en dubbelpol i -10. I figur B.I3|
visas stegsvar och bodediagram (endast beloppskurvan) for de tva systemen.

System G; har en bandbredd pa ca 2 rad/s och G2 drygt 6 rad/s. Vi ser fran
figuren att ju snabbare stegsvar ett system har desto storre bandbredd har det.

Gl(S) =
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Amplitude

/ G1

Time (sec)

Magritude (d8)

10”
Frequency (rad/sec)

Figur 3.13: Stegsvar och bodediagram for GGy och Gs.

I nista exempel studeras foljande tva system

9 100

P Y 0 W
2106539 )= S 100

Systemet G3 har poler i —0.3 + 3i och G4 har poler i —1 + 10i. I figur B.14l
visas stegsvar och bodediagram (endast beloppskurvan) for de tva systemen.
Som véntat (komplexa poler) har systemen ett svingigt stegsvar. Detta visar
sig i Bodediagrammen som en resonanstopp. Ju hogre upp i frekvens som reso-
nanstoppen finns desto hogre frekvens far svingningarna i stegsvaret.

Gg(S) =

Avslutningsvis visas i figur B I8 stegsvar och bodediagram (endast beloppskur-
van) for tva systemen G5 och Gg. De tva systemen har resonanstoppen vid
samma frekvens men olika hojd pa resonanstoppen (se bodediagrammet i figur
B.15). Vi ser att ju hogre resonanstopppen ar desto mera oddmpat (svingigt)
blir stegsvaret (och vice versa.)
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Figur 3.14: Stegsvar och bodediagram for G5 och Gj.
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Figur 3.15: Stegsvar och bodediagram for G5 och Gg.
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Kapitel 4

Tidsdiskreta LTI-system

I detta kapitel behandlas tidsdiskreta LTI system. Vi borjar med att repetera
nagra grundlaggande rikneregler for Z-transformen.

e Definition. For en sekvens av tal y(0), y(1), y(2), ... definieras Z-transformen

SO1I
oo

Y(z) =3 (k)= (4.1)

k=0

Notera den néra kopplingen till den tidsdiskreta fouriertransformen, er-
sitts z med e erhalls fouriertransformen.

e Superposition. Superpositionsprincipen géller helt analogt med det tids-
kontinuerliga fallet.

o Tidsskift. En skiftning i tid av en signal n tidssteg (notera att n kan vara
positiv eller negativ) ger

Z[(y(k — n)] = =Y (2) (4.2)

e Summering. En integration i kontinuerlig tid har sin motsvarighet i en
summering i diskret tid, och det géller att

Z Zyw] = V()

o Slutvdrdesteoremet. Precis som i det tidskontinuerliga fallet anvéinds detta
for att studera ett systems statiska (stationéra) egenskaper, det vill siga
vad systemets utsignal konvergerar mot da k& — oo. For en tidsdiskret
signal y(k) géller att

limy(k) = lim (z — 1)Y (2)

k—oo z—1
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Slutvardesteoremet giller under samma forutsattningar i diskret tid som i
kontinuerlig tid, det vill siga det far endast anvindas da man vet att y(k)
konvergerar mot ett konstant varde.

e Begynnelsevirdesteoremet. Da z-transformen for en signal dr given kan
signalens virde for t = 0" beréiknas enligt

y(0) = lim Y(2)

4.1 Overforingsfunktioner for tidsdiskreta system

Ett allmént kausalt tidsdiskret LTI system (jmf ([8.6])) kan skrivas som

y(k) = > hln)u(k — n) (1.3
n=0
Sekvensen h(n), n =0,1,2,,, anger hur olika virden pa insignalen viktas for att
generera utsignalen. Vanliga namn pa h(n) dr impulssvar, pulssvar och vikts-
funktion.

Att systemet dr kausalt betyder att utsignalen inte beror av framtida virden
pa insignalen, dvs y(k) beror inte pa u(s) dar s > k. Observera att tidsinter-
vallet mellan virdena i sekvenserna normalt dr konstant. I framstéllningen har
tidsintervallet mellan virdena normerats till en tidsenhet. Z-transformering av
(4.3 ger uttrycket

Y(z)=> h(n)z"U(z)

vilket ger 6verforingsfunktionen for systemet

Y(2) < n
i) = ; h(n)z (4.4)

H(z) =

Systembeskrivningen ar ofta anviandbar i teoretiska hirledningar. Ett
mera naturligt sdtt att beskriva ett linjart samband mellan insignal- och utsig-
nalsekvens i diskret tid dr att ange en differensekvation.

y(k)+ary(k—1)+. . .4ay(k—n) = bou(k)+biu(k—1)+ . . .+bu(k—n) (4.5)
eller om man skiftar bada leden n tidssteg framat
y(k+n)+ay(k+n—1)+. . .4ay(k) = bou(k+n)+bju(k+n—1)+ . . .+byu(k)

Om vi som tidigare forutsitter att systemet ar i vila och z-transformerar far vi
uttrycket

(2" + a2 . 4 an)Y(2) = (b2 b 2"+ L+ b,)U(2)
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och overforingsfunktionen H(z) kan bildas som kvoten mellan Y'(z) och U(z)
enligt
Y(z)  boz" +biz" 4 L+ by

H(z) =
(2) U(z) Va2 4 tay

(4.6)

och det géller att

Cbo" b2+ L+,

Y(Z) = H(Z)U(Z) Zn _'_ alzn_l _'_ + a

U(z) (4.7)

Notera likheten med éverforingsfunktioner f6r kontinuerliga system (Avsnitt
3.1). Det ar dock betydligt enklare att beskriva ett system med tidsférdréjning.
Antag att vi har en tidsfordrojning i systemet pa p steg. Det dr da bara att sétt

bo = b = ...b, = 01 (A1) alternativt h(0) = h(1) = ...h(p) = 0 ([L3).
Exempel 4.1. Overforingsfunktion fér lagermodellen i Exempel 2.8]
I Exempel 2.8 (2.33)) visade vi att antalet artiklar i ett lager bestdmdes av
differensekvationen
y(k)=yk—1) +u(k —2) —v(k) (4.8)

déar y(k) ar lagernivan dag k, u(k) ar den bestéllning som gors till lagret dag
k och v(k) &r uttaget ur lagret dag k. Om vi for ett 6gonblick bortser fran
storningen v fas sambandet mellan y och u som

y(k) = y(k —1) + u(k - 2)
vilket om vi skiftar ekvationen tva tidssteg framat kan skrivas som
ylk+2)—ylk+1) =u(k)

och z-transformerat fas

(2 = 2)Y(2) = U(z) (4.9)
Vi kan darmed skriva sambandet med 6verforingsfunktion enligt
1
Y(2)=H(2)U(z) = o ZU(z) (4.10)

Pa samma sétt fas overforingsfunktionen fran storningen v till utsignalen y som

Y(2)=F(2)V(z2) = — V(z) (4.11)

22 — 2

och det slutgiltiga uttrycket for Y (z) fas enligt superpositionsprincipen da vi

kombinerar (4.10) och(4.II]) som

Y(2)=H(2)U(z) + F(2)V(z) = U(z) —
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4.1.1 Anvindning av forskjutningsoperatorn

En alternativ representation av tidsdiskret system kan fas med hjilp av for-
skjutningsoperatorn (kallas ocksa skiftoperatorn) ¢ som for en allmén tidsdiskret
signal z(k) definieras av

qr(k) = z(k+1)
Bakatskiftoperatorn definieras analogt
¢ 'a(k) =2k —1)
Med hjilp av g-operatorn kan (4.5]) skrivas
(1+aiqg 4. ..+ ag™ylk) = (bo+big ' + ...+ byug ")u(k)
Vi kan nu definiera overféringsoperatorn

L boHbigt o+ bag bog" g™ by,

H
(a) 14+a gt +.. . +a,q ™ "+ a "+ ... +a,

(4.13)

[ rakningar fyller g-formalismen samma funktion som z-transformen och det
ar snarare en smaksak vilket representation som anvinds. En liten férdel med
g-operatorn ar att insignal-utsignal sambandet ges i tidsplanet dvs

4.1.2 Klassificering av system utifran respons i tidsplanet

I Avsnitt definierade vi ett antal parametrar for att klassificera ett systems
transienta egenskaper. Dessa parametrar géller naturligtvis dven i diskret tid
eftersom man vid definitionen utgick direkt fran responsen i tidsplanet, och inte
anvande sig av transformerna.

Aven begreppet statisk forstirkning har forstas samma innebord, men ef-
tersom slutviardesteoremet ser annorlunda ut i diskret tid maste rakningarna
modifieras nagot. Analogt med det tidskontinuerliga fallet antar vi att insig-
nalen ar en konstant sekvens med virdet ug och utsignalen svinger in mot en
konstant niva y(oco) = tliglo y(k). Precis som tidigare definieras den statiska

forstarkningen som
y(0)
Ug

K =

(4.14)
om systemet ar asymptotiskt stabilt, eftersom gransvirdet y(oo) da existerar vid

konstant insignal. Detta medfor i sin tur att slutvirdesteoremet far anvindas.
Da insignalen dr ett steg med nivan ug (konstant signal for ¢ > 0) far vi att
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utsignalen for ett tidsdiskret dynamiskt system Y (z) = H(z)U(z) konvergerar
mot
y(00) = Tim y(k) = lim (2 — )Y (2) = lim (2 — 1) H (2)—= = H(1)uq (4.15)

k—oo z—1 z—1 z—1

och den statiska forstdrkningen for detta system blir darfor

K=Y _ gy (4.16)

Tolkningen av begreppet statisk forstirkning &r densamma som i kontinuerlig
tid, det vill sdga hur mycket en konstant insignal forstirks av systemet till ut-
signalen da alla transienter avklingat.

4.1.3 Puls och stegsvar for tidsdiskreta system

I detta avsnitt skall puls- och stegsvar for tidsdiskreta system gas igenom och
illustreras med nagra exempel. Vi kommer att se att arbetsgangen och resulta-
ten ar mycket likartade vad vi sett tidigare i det tidskontinuerliga fallet.

Vi later i det forsta fallet insignalen vara en s k enhetspuls (notera skillnaden

mot impuls) sa att
1 k=0
u(k) =
0 k+£0

U(z) =1

vilken har z-transformen

For systemet Y (z) = H(z)U(z) géller da att z-transformen av systemets
pulssvar kan skrivas

Y(2) = H(2) (4.17)

och dérmed ar alltsa systemets pulssvar

dér h(k) &r den inversa z-transformen till 6verforingsfunktionen H(z). Skillna-
den mot det kontinuerliga fallet &r att h(k) &r en tidsberoende sekvens och inte
en funktion, annars ar resultatet i grunden detsamma.

[ fallet da u(k) ar ett steg giller att

M@:{Lkzo

0, annars



och man far da direkt ifran (3] att

y(k) = h(n) (4.18)

vilket &r analogt med det kontinuerliga fallet.
Vi illustrerar begreppen ovan med ett exempel.

Exempel 4.2. Puls- och stegsvar for ett enkelt tidsdiskret system
Vi utgar fran differensekvationen
y(k+1) = ay(k) + u(k)

dar vi definierar £ som tiden i sekunder. Detta uttryck kan efter z-transformation
skrivas som

och darmed

1 z
z—az—1

y(k) = 27N (H(2)U(2)) = 27( )

Vi kan ocksa berdkna slutvirdet pa stegsvaret enligt

lim y(k) = lim (= — )Y () = lim (2 ~ DH(z)—— = H(1) = —

k—o0 z—1 z—1

Pulssvaret finns till beskadan i figur [4.1] och stegsvaret i figur [4.2] Verifiera
girna via handrikningar att formeln (LI8)) stdmmer.
|
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Figur 4.1: Pulssvar for det tidsdiskreta systemet i Exempel med « = 0.5.
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Figur 4.2: Stegsvar for det tidsdiskreta systemet i Exempel med o = 0.5.

4.1.4 Poler, nollstallen och stabilitet for tidsdiskreta LTI-
system

Antag nu att vi har ett tidsdiskret LTI-system med overforingsfunktionen

. B(Z) boZn_l + blz"_2 + ... + bn—l

H
(2) A(z) a2 4 L tay,

Systemets poler definieras da analogt med det tidskontinuerliga fallet som
nollstéllena till overforingsfunktionens ndmnarpolynom, det vill sdga rétterna
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till
Ma2 4+ L 4a,=0

Analogt med det tidskontinuerliga fallet kallas dven detta uttryck for karakte-
ristisk ekvation, och &dr betydelsefullt for systemets upptriadande.

Nollstéllena for ett tidsdiskret LTI-system ges pa samma sitt av nollstéllena
till 6verforingsfunktionens taljarpolynom, det vill siga rotterna till

boz" P4 b2 2+ .. +b,1 =0

Vi skall nu ge tva stabilitetsvillkor for tidsdiskreta LTT-system:

e Ett system &r insignal-utsignalstabilt om alla systemets po-
ler (rotter till den karakteristiska ekvationen) A; ligger strikt
innanfor enhetscirkeln i det komplexa talplanet (det vill sdga
alla poler har belopp mindre &n 1).

Det &r latt att visa foljande resultat:

e Ett system &r insignal-utsignalstabilt om viktfunktionen
h(k) uppfyller

> " |h(n)] < oo (4.19)

4.1.5 Samband mellan pollage och respons i tidsplanet

Vi skall nedan behandla hur polernas ldge i det komplexa talplanet paverkar
responsen i tidsplanet for ett tidsdiskret system. Vi utgar fran ett enkelt exempel.

Exempel 4.3. Ett enkelt exempel p4 samband mellan pollige och re-
spons i tidsplanet

Betrakta ett forsta ordningens tidsdiskret system som beskrivs av differens-
ekvationen

y(k+1) = yy(k) + (1 = y)u(k) (4.20)
vilket med hjalp av overforingsfunktion kan skrivas som

Y(2) = H(z)U() = i —u()

och systemet har alltsa en poli z = 7.
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Om vi vill anvéinda ett enhetssteg som insignal sa géller att u(k) =1, k > 0,
och differensekvationen (£20) reduceras till

y(k+1) =yk)+(1-7), k=0 (4.21)

Om vi vidare antar att y(0) = 0 kan via rekursion stegsvaret skrivas som

Ed

YR = (1- )3 (4.22)

3
Il
o

och systemet ar alltsa stabilt om Zﬁ;é ~™ konvergerar mot nagot dndligt varde
da k — oo, vilket géller om |y| < 1. Det virde summan konvergerar mot ar da
ﬁ. Har har vi alltsa for detta exempel verifierat stabilitetsdefinitionen.

Stegsvaret for systemet for nagra olika viarden pa v visas i figur [£.3] Man ser
att stegsvaret dr snabbare ju nidrmare origo polen ligger.

LE Rk ok o S AR ook ok sk sk ok e ok ok ok T e
X sk ree
y=0.2

0.8

06

utsignal

I
IS

02F % i

L
0 10 20 30 40 50 60
tid [s]

Figur 4.3: Stegsvar for det tidsdiskreta systemet i:—?{ for nagra varden pa

Vi har i exemplet ovan visat att ett systems respons blir snabbare ju ndrmare
origo polerna ligger. Oscillationer i ett systemet utsignal uppkommer liksom i
det kontinuerliga fallet da poler dr komplexvirda. Dock kan ett system med rent
reella poler ocksa vara oscillativt om de reella polerna ligger i vanstra halvplanet.
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4.2 Frekvensbeskrivning

Vi ska nu studera vad som hénder med utsignalen till systemet (4.3]) da insignalen
ar en tidsdiskret sinussignal (for enkelhets skull sitter vi amplituden till ett):

u(k) = sin(wk)

I analysen #r det bekvimt att skriva sinussignalen som u(k) = Im e™*. System-
beskrivningen ([A.3]) ger da

y(k) = Z h(n)Im e@k=n) — I ek Z h(n)e ™" = Im e“* H (™)
n=0 n=0

= Im “*|H (e™)]e' @8 ) = | H ()| sin(wk + arg(H (¢™))) (4.23)

Det tidsdiskreta systemets frekvensfunktion erhalls da z ersitts med e* i
H(z) Vi har samma tolkning som i det tidskontinuerliga fallet det vill siga
att utsignalens amplitud ér forstirkt med en faktor |H(e™)| och fasforskjuten
arg(H (e™)) radianer i forhallande till insignalen. P& grund av symmetriskél be-
héver man endast studera H(e™) for 0 < w > .

Vi har i analysen av de tidsdiskreta systemen antagit att tiden mellan tva
tidsdiskreta virden (t ex y(k) och y(k+ 1)) &r (normerat till) en tidsenhet. Om
vi istéllet har en "verklig” tid mellan tva nérliggande virden pa T [s] erhalls
riitt frekvensaxel om H(e™7+) studeras for 0 < w > 7/h.

Vi illustrerar frekvensfunktionen for tidsdiskreta system med ett exempel

Exempel 4.4. Frekvensfunktionen for ett forsta ordningens system

Overforingsfunktionen for exemplet i avsnitt ges av

_1-9

()=

vilket ger frekvensfunktionen

: 1— 1—
H(e®)= = !

e —~y  cos(w)+isin(w) —

Enkla rdkningar ger

| 1—
H(e™)| =
[H (e")] V1472 — 2% 7 * cos(w)
and in(w)
arg(H (")) = — arctan(m)
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Bode Diagram

Magnitude (dB)
A
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-135f 8

-180 &
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Figur 4.4: Bodediagram for det tidsdiskreta systemet for v = 0.2 (6versta kurvan
i bade figurerna), v = 0.7 (mellersta kurvan) och v = 0.9 (understa kurvan)

[ figur 4.4 visas Bodediagrammet for systemet ovan for nagra olika virden

pa .
[ ]

4.3 Digitala filter

[ manga fall 4r det naturligt att beskriva onskade egenskaper hos ett (digitalt)
filter i frekvensplanet. Nagra typiska exempel:

e Den intressanta signalen har obetydlig energi 6ver frekvensen w; |rad/s|.
Storningarna och brus har hogre frekvenser.

e Mitningarna stors av en signal med frekvensen wy [rad/s| (det kan t ex
vara storningar fran nitfrekvensen).

e For att kontrollera att inga resonanser uppkommer behdver frekvensen
frekvensen ws [rad/s| 6vervakas.

Ovanstaende exempel leder till formuleringar diar man vill att vissa frekvenser
i en signal ska passera genom filtret medan andra ska stoppas. Det finns fyra
klassiska typer av frekvensselektiva filter:
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1. Lagpassfilter. Laga frekvenser i signalen ska passera och hoga frekvens-
komponenter ska ska spirras. Ett exempel pa ett enkelt lagpassfilter visas
i figur (£.4) dér vi ser att systemets forstdarkning minskar med okad fre-
kvens. Ett idealt lagpassfilter har forstarkning 1 for alla frekvenser upp till
en viss gransfrekvens w, och forstirkning noll for frekvenser over w,. Ett
sadant filter kan inte realiseras med ett kausalt filter utan en approxima-
tion maste goras.

2. Hogpasstilter. Hoga frekvenser i signalen ska passera och laga frekvenser
ska spérras.

3. Bandpassfilter. Signalens frekvenser inom ett visst frekvensomrade ska pas-
sera medan Ovriga ska sparras.

4. Bandspérrfilter. Frekvenser inom ett visst frekvensomrade ska spérras.

For att designa digitala filter finns bra datorstod. En standardmetod i Matlab
ar funktionen butter som tar fram filterkoefficienter for ett s.k. "Butterworthfil-

ter”.
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Kapitel 5

Sampling av tidskontinuerliga
signaler

I detta kapitel ska vi titta lite mera pa tidsdiskreta signaler och system och
studera sampling av en tidskontinuerlig signal, problemet med att sampla for
langsamt samt en kort oversikt av nagra enkla metoder for att approximera
kontinuerliga LTI modeller.

5.1 Sampling av tidskontinuerliga signaler

Alla signaler som finns lagrade i en dator eller i nagot annat digitalt media
ar tidsdiskreta (“digitala”). Det vanligaste séttet som en tidsdiskret signal upp-
kommer &r fran sampling (métningar vid tidsdiskreta tidpunkter) av en tids-
kontinuerlig (“analog”) signal. Den enhet som utfor sjilva samplingen kallas for
analog-till-digitalomvandlare (AD-omvandlare) och finns t ex i ljudkortet pa en
dator.

Oftast utfors samplingen med jamn hastighet, vi kommer normalt att anvin-
da (vinkel) samplingsfrekvensen w; [rad/s| men ibland anges samplingsfrekven-
sen fs |Hz|. Samplingstiden ges av T = 1/ fs = 27 /ws.

Vid sampling fas dven ett kvantiseringsfel som beror pa att AD-omvandlaren
maste omvandla nivan (amplituden) pa den signal som samplas till ett binért
tal. En vanlig AD-omvandlare har 16-bitars binédr representation vilket gor att
signalen kan representeras med drygt 65000 forutbestdmda nivaer. I manga fall
kan kvantiseringsfelet forsummas vilket kommer att goras i denna text.

Listan av tidskontinuerliga signaler som samplats kan goras ndstan oandligt

lang. Alla métningar som lagrats i en dator (tryck, temperatur, pH, varvtal, flo-
de etc) representeras av en tidsdiskret signal som samplats fran en kontinuerlig
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signal. Notera ocksa att alla ljudfiler &r samplingar av tidskontinuerliga ljudsig-
naler. Ofta ndr man studerar grafer (plottar) av signaler kan man litt missa att
signalen ar tidsdiskret eftersom datorprogrammen ofta ritar heldragan kurvor,
dvs interpolerar mellan datapunkterna.

Aven manga dynamiska modeller #r tidsdiskreta. Vi har tidigare sett att en
del modeller dr tidsdiskreta till sin natur. Om en modell av ett tidskontinuerligt
system ska simuleras i en dator maste modellen forst goras om (approximeras)
till en tidsdiskret modell. Tidsdiskreta modeller dr darfér extremt vanliga - alla
simuleringar baseras pa sadana modeller.

5.2 Shannons samplingsteorem

Valet av samlingsfrekvens dr mycket viktigt vid all sampling av tidskontinuer-
liga signaler. Det &r ldtt att inse att om samplingsfrekvensen viljs for langsam
kommer mycket av informationen i den tidskontinuerliga signalen att férsvinna.
A andra sidan, ju hogre samplingsfrekvens dr ju mer data méste sparas per tids-
enhet.

Det &r viktigt att veta (inte minst vid sampling av audiosignaler) nér en
tidskontinuerlig signal entydigt kan representeras av de samplade virdena. An-
tag att en tidskontinuerlig signal y(¢) har en Fouriertransform som &r noll for
w > w,. Signalen har alltsa ingen signalenergi for (vinkel) frekvenser storre dn
w,. Lat y(k) vara samplade viarden med samplingsfrekvensen wy |rad/s| av den
tidskontinuerliga signalen. Vi har féljande fundamentala resultat:

e Om wy; > 2w, bestdms den tidskontinuerliga signalen enty-
digt av de samplade virdena y(k) (dvs ingen information
forloras vid samplingen).

Den tidskontinuerliga signalen kan berdknas fran

n=oo

y(t)= > glt,n)y(n)
dar
 sin(0.5wst — 7n)

g(t,n) =

Notera att rekonstruktionen krdver bade gamla och framtida data, den ar
alltsa icke-kausal. Uttrycket for rekonstruktionen kan se ganska kranglig ut men
kan tolkas naturligare i frekvensdoménen. Rekonstruktionen svarar mot ett ide-
alt lagpassfilter som har forstarkningen 1 for w < w,/2 och forstarkning noll for

0.5wst — ™
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w > ws/2.

[ praktiken gors nagon form av approximation av ¢(t,n). En enkel approxima-
tion ar att skicka den samplade signalen till en digital-till-analog (D/A) omvand-
lare och fran denna till ett (tidskontinuerligt) lagpassfilter. D/A-omvandlaren
haller utsignalen styckvis konstant med den tidsdiskreta signalen virde. Det ef-
terfoljande lagpassfiltret "mjukar upp "~ denna signal. Om samplingsfrekvensen
véljs hogre dn den teoretiska griansen minskar felen i de approximationer man
gor i rekonstruktionen.

For en given samplingsfrekvens wy, defineras Nyquistfrekvensen wy = w/2.
Nyquistfrekvensen ar alltsd den maximala bandbredd (dvs hogsta frekvens dar
det finns signalenergi) en signal far ha for att ingen information ska ga forlorad
vid samplingen.

Exempel 5.1. Rekonstruktion av ljud

CD-skivanl]. Eftersom horbart ljud har ett frekvensomrade upp till ca 20
kHz (vi anvinder hir "vanlig” frekvens och inte vinkelfrekvens) séger Shannons
samplingsteorem att vi maste sampla atminstone med 40 kHz for att kunna
aterskapa den analoga signalen fran en CD-skiva. Samplingsfrekvensen pa van-
liga CD skivor dr 44 Khz dvs strax dver den teoretiska nivan. Det kan tilliggas
att en CD-skiva innehaller en hel del extra kodning av signalen t ex sa att sma
repor pa skivan inte ska forstora ljudet.

I takt med att nya ljudspelare utvecklats ("Mp3-spelare”) har ocksa kompri-
mering av ljuddata blivit vanligt. Standardtekniken mp3 minskar filstorleken ca
10 ggr. Denna komprimering ar "forstorande” dvs den okodade signalen kan inte
exakt aterskapas. Det dr en stor utmaning att ta fram kodningstekniker som ger
sa hog komprimering som mojligt men som “later bra”. Det finns ocksa forlustfri
kodning, dvs dér originaldata exakt kan aterskapas. Ett vanligt format for ljud
ar FLAC (Free Lossless Audio Codec). I vissa fall kravs forlustfri kodning, t ex
nar man vill komprimera filer pa harddsiken!

Avslutningsvis kan ndmnas att det dven finns manga tekniker for bildkom-
primering. T ex JPEG (Joint Potographic Expert Group) dér olika komprime-
ringsforluster kan stéllas in. Notera att en digital bild kan tolkas som en tvadi-
mensionell tidsdiskret signal. |

IDen forsta CD-spelaren for hemmabruk slipptes 1982
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5.3 Frekvensvikning

Aven om man att inte ska rekonstruera den tidskontinuerliga signalen fran samp-
lade vérden finns det ett mycket viktigt skil till att inte sampla for langsamt -
informationen forvanskas! Ett exempel far illustrera problemet.

Exempel 5.2. Sampling av sinussignaler

Antag att sinussignalen
y1(t) = sin(wst)
samplas med samplingsfrekvensen w; vilket mostvarar en samplingstid Ty =
27 Jws. Detta ger en samplad signal

y1(k) = sin(w k27 /wy)
Betrakta nu en sampling av signalen
ya(t) = sin((wy + wg)t)
dér samplingen gors med samma frekvens. Den samplade signalen ges av
Yo (k) = sin((wy + ws) k271 /ws) = sin(2mwr k/ws + k27) = sin(w k27 /ws) = y1(k).

De tva samplade signalerna ar identiska! Det finns ingen mdojlighet att ut-
ifran de samplade virdena avgora om samplingen har gjorts pa signalen y;(¢)

eller ys(t).

I figur G.lillustreras detta problem. Tva sinussignaler med frekvensenerna, 0.1
rad /s och 0.9 rad/s samplas med (vinkel) samplingsfrekvensen ws; = 0.8 rad/s.
De samplade virdena blir identiska. Man kan uttrycka det som att den signalen
med frekvensen 0.9 rad/s viks in vid samplingen och upptrider som om den var

en signal med frekvensen 0.1Hz.
|

Det visar sig att om de finns signalenergi i den kontinuerliga signalen &ver
Nyquistfrekvensen sa kommer den tidsdiskreta signalens spektrum att forvans-
kas. Om den kontinuerliga signalen har Fouriertransformen Fj(w) sa har den
samplade signalen Fouriertranformen

o0

Fy(w) = = Z Fr(w + nwy)

n=—oo

Ett sdtt att garantera att samplingsteoremet ar uppfyllt ar att lagpassfilte-
rar signalen (med ett tidskontinuerligt filter) som tar bort all signalenergi 6ver
Nyquistfrekvensen. Ett sadant filter kallas antivikningsfilter.
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30 40

Figur 5.1: Problemet att sampla for langsamt.

5.4 Approximering av tidskontinuerliga linjara mo-
deller

For att simulera en tidskontinuerlig modell maste modellen diskretiseras. Det
finns manga metoder att géra detta pa och detaljer lars ut i kurser i berdknings-
vetenskap. Vi ska har endast beskriva en metod ndmligen den sa kallade "Euler
bakat”. Nar man ska approximera en differentialekvation till en differensekvation
behover derivatorna approximeras genom nagon form av differensbildning. For
Euler bakat utnyttjas foljande approximation:

de _a(k) —x(k—1)
dt T,

dér T &r samplingstiden (steglingden). Valet av steglingd bestammer hur nog-
grann approximationen blir. Genom att utnyttjas laplacetransformen och z-
transformen kan vi skriva detta som

1—2z1 z—1
X(2) =
T, (2) .

sX(s) ~ X(2)
Ett enkelt sétt att diskritisera en kontinuerlig 6verforingsfunktion G(s) r saledes
att ersitta s i G(s) med

z—1

2T

*

S =
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och vi far da den tidsdiskreta 6verforingsfunktionen som

Vi illustrera metoden med ett enkelt exempel

Exempel 5.3. Diskretisering av en kontinuerlig éverforingsfunktion
Antag att overforingsfunktionen
G(s) =

ska diskritiseras med Euler bakat. Vi far da

a
s24+bs+c

a
N ()2 + b5 +c
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Kapitel 6

Tillstdndsmodeller for LTI-system

6.1 TillstAndsmodeller for tidskontinuerliga system

I Kapitel 2 representerades dynamiska system via transformmetoder av Gver-
foringsfunktioner. I detta kapitel skall vi ga igenom ett annat vanligt sétt att
representera system, namligen med s k tillstandsmodeller. Denna typ av modeller
bygger pa att en hogre ordningens differentialekvation kan beskrivas med ett an-
tal kopplade forsta ordningens differentialekvationer. Denna notation har vissa
fordelar, bl a kan dven olinjira system modelleras pa detta sétt (se nésta kapitel )
och man erhaller dessutom kompakta beskrivningar av systemet. Det finns flera
tillfallen da det ar smidigare att anvinda sig av denna typ av modellbeskrivning-
ar. Ofta blir system med flera in och utsignaler lattare att hantera, och mycket
av analysen av envariabla system underliattas ocksa. Tillstandsrepresentationen
ar dessutom lamplig att anvinda for numerisk 16sning av differentialekvationer,
bl a kommer initialvirden in pa ett naturligt satt. For att visa vad som menas
med tillstandsmodeller borjar vi med ett enkelt exempel:

Exempel 6.1. Tillstandsmodell for servosystemet i Exempel 2.3

I Exempel 2.3 i Kapitel 2 presenterades en differentialekvation som beskrev
rotation av en massa pa stel axel (ett s k servosystem). Differentialekvationen
var

JO(t) 4+ BO(t) = Ty(t) (6.1)

dér 0 &r lastens vinkelldge (utsignalen) och T, det drivande momentet fran lik-
stromsmotorn (insignalen).

Vi visade vidare i Exempel att systemet med Overforingsfunktion kan
skrivas som

1/J
s(s+ B/J)

Ett annat sétt att representera systemet (G.I]) &r att skriva om det pa till-
standsform, dvs som ett system av forsta ordningens differentialekvationer. Om

0(s) = G(s)Ty(s) = Ty(s)
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vi séitter x1(t) = 0(t) och x5(t) = 0(t) géller uppenbarligen relationen iy (t) =
0(t) = xo(t). Ekvationen (6.1)) kan vidare med dessa definitioner skrivas om som

B. . 1 B
—=4

alt) = B(0) = =500 + STa(t) =~ Sa(t) + Tl

Sammanfattar vi detta kan vi alltsa skriva om insignal-utsignalsambandet som
ges av differentialekvationen (6.1 som ett kopplat system av forsta ordningens
differentialekvationer enligt

a(t) = —at) + STl
0(1) = (1)

eller i en mer komprimerad form med hjilp av matriser och vektorer som

E s R HET

=i o)

6.1.1 Allman tillstaindsbeskrivning for fallet m <n

Viskall i detta avsnitt visa hur tillstandsmodeller kan skrivas pa ett mer generellt
sitt. Vi utgar fran den allménna linjira (tidsinvarianta) differentialekvationen

d™y(t) " d"ty(t) d™u(t) d™tu(t)
dtn L ggn—1 dtm dtm=1

+ . Fany(t) = b +b + o bpu(t)
(6.2)
dar vi antar att m < n. En tillstandsmodell {or denna differentialekvation kan

skrivas som

x(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Ca(t) 63)

dir A ar en n X n matris, B ar en n x 1 kolonnvektor och C' ar en 1 x n radvek-
tor. Vektorn z = [z; 2o ...x,|" kallas systemets tillstandsvektor och de enskilda
variabler xy, xs,...x, som ingar i den kallas tillstandsvariabler. Bakgrunden
till bendmningen tillstand kommer sig av att tillstandsvektorn x vid tiden ¢
innehaller all den information om systemets tillstand som behdvs for att forut-
siga systemets upptriadande (16sa6.4]) om man vet virdet pa framtida insignaler.

Vi kommer i fortsdttningen ofta att utlimna argumentet ¢ i tillstandsbeskriv-
ningen och t ex skriva x istéllet for x(t).
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6.1.2 Allmén tillstAndsbeskrivning for fallet m =n *

Om vi i (62) har m = n maste vi utvidga tillstandsmodell med en direktterm
enligt

&= Ax + Bu
y=Cx+ Du (6.4)

dar D ar en skaldr. Vi hanvisar till kursen Reglerteknik for en detaljerad beskriv-
ning av detta fall. [ denna kurs kommer vi fortsidttningsvis bara att behandla
fallet m < n.

6.1.3 Att siatta upp tillstAndsbeskrivningar

Vi sag i Exempel hur vi kunde stélla upp ett servosystem pa tillstandsform
om vi valde tillstandsvariablerna som vinkellédget € och vinkelhastigheten 0. Att
vilja fysikaliska variabler som tillstand faller sig naturligt, men later sig inte
alltid goras. Det finns systematiserade sétt att direkt utgaende fran en differen-
tialekvation eller 6verféringsfunktion stilla upp en tillstandsmodell for ett linjart
system utan att bekymra sig om inneborden av tillstandsvariablerna. Detta kom-
mer att behandlas i kursen Reglerteknik. I detta avsnitt nojer vi oss med att
utga fran de fysikaliska variablerna samt att titta pa nagra enkla specialfall. Det
ar svart att ge nagra generella regler for hur man skall ga tillviga, detta eftersom
en tillstandsrepresentation inte dr unik. Det finns faktiskt ett odndligt antal till-
standsmodeller som ger samma insignal- utsignalsamband (det vill siga hogre
ordningens differentialekvation eller 6verforingsfunktion). Overforingsfunktionen
eller en hogre ordningens differentialekvation ar alltsa alltid unik givet initialvér-
den, men man kan véilja tillstandsvariabler pa odndligt manga satt och dérmed
representera ett system med ett odndligt antal tillstandsmodeller.

Forfarandet later sig béast beskrivas genom ett antal exempel.

Exempel 6.2. Tillstandsmodell for fjider-massasystemet

Vi har visat att ett system dar en massa héngde i en fjader och en ddmpare
16d under differentialekvationen

mi(t) +by(t) + ky(t) = Fa(t) (6.5)

dér y &r massans avstand till viloldget (utsignal) och Fj &r en yttre dragkraft
(insignal).
I Exempel B.1] visades i princip vidare att systemet i Laplacedoménen kunde
skrivas /
1/m
Y =
(s) s+ (b/m)s + k/m

Fy(s) (6.6)
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Vi har hir en andra ordningens differentialekvation, och kommer ddrmed
att behova ett system med tva forsta ordningens differentialekvationer for att
representera (6.5]) (for en n:te ordningens differentialekvation behévs n tillstand).
Vi sétter z1(t) = y(t) och x5(t) = y(t). Fran detta erhaller vi direkt relationen

Zi'l = T2 (67)
Substituerar vi in vara definitioner av tillstanden i (6.5) erhaller vi sedan

. . k b . 1 k b 1
By =9 =——y——y+—Fy(t)=——a1 — —xa+ —Fy(t)  (6.8)
m m m m m m

Enligt definitionen av tillstanden har vi ocksa att

y=1 (6.9)

och vi har darmed relaterat insignalen till utsignalen via en tillstandsmodell.
Sammanfattar vi nu (6.7)-(6.9) pa standardformen (€.4]) far vi alltsa tillstandsmo-

dellen
o] =1 ][]+ 2] oo

Rent allmént &r det faktiskt sa att system utan nollstéllen gar att behandla

pa detta enkla satt. Utgar man fran differentialekvationen
dny dn—ly
g + e +..... +apy = bu (6.10)

som med Laplacetransform kan uttryckas enligt

Y(s) = b Ul(s)

s"+asm L tay,

. d qn—1 v . o .
kan man sitta 1 =y, o = d_i/7 T, = dtT,}“’ och darigenom erhalla att @7 = o,

Tp_1 = x,. Uttrycket for derivatan av den sista tillstandsvariabeln z,, fas sedan
genom substitution i (G.I0) som

Ty = —QpT1 — ... — Q1 Ty + bu
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och man far pa standardformen

0 1 0 0
0 0 0
A P (6.11)
S T :
0 ... ... ... 0 1 0
| —an ... ... ... ... —ay 0]
y=[10 ... ... ... 0=z (6.12)

Det ar nagot svarare att hérleda en tillstandsform om differentialekvationen man
utgar ifran innehaller derivator dven av insignalen, det vill siga om systemet har
nollstéllen.

Ett annat fall da det &r enkelt att stdlla upp en tillstandsrepresentation ar da
ett systems overforingsfunktion gar att skriva som en summa av férsta ordning-
ens system utan nollstéllen. Systemmatrisen A i standardbeskrivningen (6.4)
kan da viljas som diagonal, vilket dr mycket tilltalande eftersom detta goér den
enkel att anvinda for berdkningar. T ex kan systemet av differentialekvationer
enkelt 16sas analytiskt. Vi skall illustrera med ett exempel.

Exempel 6.3. Diagonalformen
Vi tar som ett numeriskt exempel ett system med 6verforingsfunktionen

4% + 165 + 14
s34+ 652+ 11s+6

G(s) =

Némnaren kan skrivas som (s+ 1)(s+ 2)(s + 3) och partialbraksuppdelning ger

1+2+1
s+1 s4+2 s+3

G(s) =

och in- utsignalsambandet beskrivs alltsa av

1 2 1

V(s) =
e S B R

)U(s)

Om vi nu infor tillstandsvariabler enligt

1

Xi(s) = s—i—lU(S)’ dvsi; =—z1+u
1

Xa(s) = s—|—2U(S)’ dvsiy=—-2w+u
1

X3(s) = s—|—3U(S)’ dvsay=—-3r3+u
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och har darmed att
Yy =1+ 225 + 3

Sammanfattar man systemet pa tillstandsform kan man alltsa skriva

-1 0 0 1
=10 =2 0|z+ |1]|u

0 0 -3 1
y=1[1 2 1]

Anmérkning. Notera att valet av tillstanden inte &r entydigt. Vi kan t ex
vilja foljande tillstand (dér tillstandet xo &r dndrat jamfort med ovan)

1

Xi(s) = s+1U(S)’ dvsi;=—z1+u
2

Xao(s) = s+2U(S)’ dvsiy=—2w9+2u
1

X3(s) = s+3U(S)’ dvsig=—-3w3+u

vilket ger
Yy=x1+ T2+ T3

6.1.4 Exempel pa tillstdndsbeskrivning for fallet m <n

Vi skall i detta avsnitt ge ett exempel (utan hérledning) pa en tillstandsbeskriv-
ning for ett system med 6verforingsfunktion (dar gradtalet for téljaren &r lagre
an gradtalet for nimnaren)
bis" P b, by,
G(S) _ 1S + 1 18 +

s"+a18s"+. ... +a,

Detta system kan beskrivas pa tillstandsform

[ —a; 1 0 ... ... 0] by
) o 1 ... ... 0 :
T R B (6.13)
: R 0 :
—Aap—1 0 0 1 bn—l
| —a, O . ... 0] by,
y=[1 0 ... ... ... 0= (6.14)
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6.1.5 Att ga fran tillstAndsrepresentation till overforings-
funktion

Antag nu att vi har ett system givet pa tillstandsform enligt
& = Ax + Bu (6.15)
y==Cx (6.16)

och att vi utgaende fran detta vill bestdimma systemets overféringsfunktion fran
u till y. Laplacetransformerar man (6.15) fas om begynnelseviirdena &r noll

sX(s) = AX(s)+ BU(s)

dér X (s) och U(s) ar Laplacetransformerna av u(t) och z(¢). Vi kan omformulera
detta uttryck som
(sI — A)X(s) = BU(s)

dér I r enhetsmatrisen. Genom att multiplicera bada sidor i detta uttryck med
inversen till matrisen sI — A fas darmed

X (s) = (s — A)'BU(s) (6.17)
Om vi nu Laplacetransformerar (6.16) och sitter in (6.17) fas da
Y(s) =C(sI — A)"'BU(s)
och &verforingsfunktionen &r alltsa
G(s)=C(sI—A)™'B

Nér man arbetar med uttryck dar matriser ingar maste man alltid vara noga med
dimensionerna pa de ingaende variablerna. Observera att division med matriser
ar en odefinierad rédkneoperation som saknar mening (ABSOLUT forbjudet).
Att multiplicera med matrisinverser ar déremot en tillaten operation.

Exempel 6.4. Ett numeriskt exempel
Lat systemet vara

Man far da

G(s)=[2 1] [8__11 5__23}_1 H -2 ”@[813 531} H )

25 —5H
s2 —4s+1
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Observera att ndimnaren i detta uttryck dr lika med det(s/ — A). Systemets poler
ar alltsa lika med egenvirdena till matrisen A. [ |

Rent allmént giller att inversen av en matris, sig H, kan skrivas som

1
detH

*

dar H* ar den sa kallade adjunktmatrisen till H. Hur denna matris ser ut ar
inte intressant for tillfdllet. Med denna notation kan man skriva

C(sl —A)*B

Gls) = det(sl — A)

(6.18)

Om inga forkortningar sker mellan téljare och ndmnare i (6I8]) ar alltsa
det(sI — A) overforingsfunktionens ndmnarpolynom (kar. ekv.), och systemets
poler &r alltsa lika med egenvérdena till matrisen A. Vi sammanfattar nedan
resultaten i detta avsnitt:

Overforingsfunktionen for systemet
= Axr + Bu
y=Cx
ar
G(s)=C(sl —A)™'B

Om ingen forkortning sker da detta uttryck evalueras ar systemets poler
lika med egenvirdena till matrisen A.
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6.2 TillstAndsbeskrivningar for tidsdiskreta LTI-
system

6.2.1 Inledande exempel

Antag att vi har foljande tidsdiskreta modell:
y(k) =y(k = 1)+ u(k —2)

Vi infor nu f6ljande tillstandsvariabler

vilket ger

Vi ser hér att vi fatt en tillstandsbeskriving i diskret tid, som i detta fall bestar
av tva forsta ordningens differensekvationer.

6.2.2 Allman beskrivning

Tillstandsbeskrivningar for tidsdiskreta LTI-system foljer samma principer som
for kontinuerliga system, med den skillnaden att man héar skriver om en hogre
ordningens differensekvation som ett system av forsta ordningens differensekva-
tioner, jamfor exemplet ovan. En tidsdiskret tillstandsbeskrivning har darfor
formen

x(k+1) = Fa(k) + Gu(k)
(6.19)
y(k) = Hyx (k)

Precis som for det tidskontinuerliga fallet finns det odndligt manga sétt att
skriva en tillstandsform for ett tidsdiskret system. En allmén linjar differen-
sekvation

y(k)+ay(k—1)+...+aylk—n)=bu(k—1)+ ...+ byu(k —n) (6.20)
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kan till exempel skrivas pa féljande tillstandsform

[ —a; 1 0 ... ... 0] b1
—ay 0 1 ... ... 0 :
ek+1=| T T e+ || k) (6.21)
: O | :
—Gpy O ... ... 0 1 by 1
| —a, 0 ... ... ... 0] b,
yky=[1 0 ... ... ... 0]z(k) (6.22)

En hirledning av ovanstaende tillstandsform ligger utanfor ramen for denna
kurs.

6.2.3 Fran tillstAndsbeskrivning till 6verforingsfunktion

Helt analogt med tidigare resonemang har vi féljande resultat

Overforingsfunktionen for det tidsdiskreta systemet

x(k+1) = Fa(k) + Gu(k)
y(k) = Hax(k)
" H(z) = Hy(zI — F)"'G

Om ingen forkortning sker da detta uttryck evalueras dr systemets poler
lika med egenvirdena till matrisen F'.

6.2.4 Diskretisering av tidskontinuerliga tillstiAndsmodel-
ler

Om vi approximerar derivatan for tillstandsvektorn z(¢) i (6.15) enligt

ﬂﬂzx%+%—ﬂ@

dar T ar samplingstiden erhalls direkt en tidsdiskret tillstandsmodell pa formen
(619) med F = AT, + I, G = BT}, och H; = C. Saledes &ar det mycket enkelt
att diskretisera tillstandsmodeller! Andra typer av derivata-approximationer kan
goras pa liknande sdtt. Om man har en insignal som &r styckvis konstant kan man
exakt rikna ut den tidsdiskreta tillstandsmodellen (dvs inga approximationer
behover goras). Vi tar dock inte upp detaljerna for detta hér.
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6.2.5 Losning av tillstdndsekvationer

Det ar mycket enkelt att ta fram l6sningen for x(k) givet ett kint begynnelse-
virde z(0) och en kind insignal u. Fran (6.19) far vi

z(k) = Fax(k — 1) + Gu(k — 1) = F(Fx(k — 2) + Gu(k — 2)) + Gu(k — 1)
= F?2(k — 2) + FGu(k — 2) + Gu(k — 1)
o= F*2(0) + FF'Gu(0) + ... + FGu(k —2) + Gu(k — 1)

k
= F*2(0) + Z FF"Gu(n — 1)

n=1

Notera att om matrisen I ir diagonal dr F* mycket enkel att rikna ut.
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Kapitel 7

Nagot om olinjara system

Teorin med overforingsfunktioner (Kapitel 3 och 4) som vi hittills gatt igenom
géller tyvarr bara for linjara system. De allra flesta verkliga system &r olinjéra,
och vi maste alltsa anvinda andra verktyg for att analysera och férsta beteendet
hos dessa. Det mesta av den stabilitetsanalys som genomfordes i Kapitel 3 blir
betydligt svarare, och vi maste utnyttja mer generella metoder. Det stabilitets-
villkor vi kommer att anvinda i detta kapitel (dven om det inte sigs explicit
overallt) ar asymptotisk stabilitet. Vi ger hir en definition for system pa till-
standsform:

Antag att ett olinjirt system har en jamviktspunkt (stationdr punkt)
x,. Jamviktspunkten &r asymptotiskt stabil om alla l6sningar som star-
tar tillrackligt nara jamviktspunkten konvergerar mot jamviktspunkten.
Mera formellt (dock nagot forenklat) géller att en jamviktspunkt z, ar
asymptotiskt stabil om det existerar ett 0 sadan att om begynnelsevir-
det z(0) uppfyller |x(0) — x,| < § medfor detta att |z(t) — z,] — 0 da
t — 00.

Jamviktslosningen sdges vara globalt asymptotiskt stabil om konvergens
mot jamviktspunkten géller for alla begynnelsevirden.

I detta kapitel skall vi ga igenom tva olika tillvigagangssatt for att genomfo-
ra en stabilitetsanalys for 16sningar till olinjéra kontinuerliga system. Det forsta
siattet bygger pa att den olinjara modellen approximeras med en linjar modell
(linjérisering) runt en jamviktspunkt, och vi anvinder sedan linjar teori for ana-
lysen. Det siger sig sjalvt att denna analys endast blir giltig dir var approxima-
tiva modell géller, det vill sdga i ndrheten av jamviktspunkten. Det andra séttet
(6verkurs) &r mer generellt och utnyttjar s k Lyapunovfunktioner for att pavisa
stabilitet for det olinjara systemet.
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7.1 Linjarisering av olinjiara system
Antag att vi har ett olinjirt system som beskrivs av

2(t) = f(x(t), u(t)) (7.1)
y(t) = h(x(t)) (7.2)

det vill siiga en olinjir tillstandsmodell. Har ar alltsa z(t) = [z1(¢), ..., 2, (t)]"
och f(z(t),u(t)) = [fi(z(t),u(t)),. .., fu(x(t),u(t))]. Vivill nu approximera den-
na olinjara modell med en linjar tillstandsmodell runt nagon jamviktspunkt som
vi betecknar {zg, ugp}. uo ar alltsa den konstanta insignal som stationért genere-
rar tillstandet xy. Motsvarande utsignal kallar vi yy. De stationédra vardena xg
och yg kan for givet uy berdknas ur

0 = f(.l’(), U(]) (73)
Yo = h(zo) (7.4)

Ett vanligt sdtt att genomfora linjériseringen &r att approximera det olinjéra
systemet med dess 1:a ordningens Taylorserie, utvecklad runt punkten {xg, uo}.
D& man har en skalir funktion (motsvarande fallet med ett tillstand) motsvarar
detta att det olinjdra systemet approximeras med sin tangent i varje punkt. For
att illustrera forfarandet tar vi ett enkelt exempel.

Exempel 7.1. Linjarisering av en enkel olinjar funktion

Antag att vi har funktionen y = f(x) = 22 (alltsd en statisk olinjiritet)
som (av nagon anledning) skall approximeras med en linjar funktion i punkten
{0, yo}. Om vi Taylorutvecklar funktionen runt denna punkt (och slopar hogre
ordningens termer) erhalls:

Ar = x — 29

Ay =y —1yo
dr |,_,,
Ay = 2x0Ar =
y = 2xox — 225 + Yo (7.5)

dir (7.5H) alltsd dr tangenten till funktionen y = 2 i punkten {zg,yo}. For
att illustrera detta numeriskt siger vi nu att vi vill approximera y = 22 i en
omgivning till en punkt pa kurvan, nidmligen {x,yo} = {3,9}. Enligt (Z0) &ar
da

y=06x—9
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var efterstkta approximation. Kurvorna y = 2% samt y = 6z — 9 finns plottade i

figur [CI] Vi ser dar att den réta linjen sammanfaller vil med parabeln i en néra
omgivning till linjariseringspunkten. Langre bort fran denna punkt &r dock inte
samstammigheten lika stor och man bor dar vilja ett annat {xg, yo}-

25

— — y=8x-9
et
* %Yo

20

10 8

Figur 7.1: Illustration av funktionen y = 2% och den approximation som fis av
funktionen med kurvans tangent via en 1:a ordningens Taylorutveckling, det vill
saga linjen y = 6x — 9 da {zo,yo} = {3,9}.

Pa samma sidtt som man approximerar en statisk olinjaritet som funktionen
i exemplet ovan kan man linjarisera det dynamiska olinjéra systemet i (Z.I])-
(C2). Motsvarande linjara approximation runt jamviktspunkten {zg, ug, yo} kan
skrivas pa den vanliga linjira tillstandsformen enligt

At = AAz + BAu (7.6)
Ay = CAzx (7.7)

dar Ax =z — 1z, Au = u—up och Ay = y—1yp. I hdrledningen utnyttjas att den
konstanta insignalen ug stationdrt ger jimviktspunkten x,. Systemmatriserna
fas som (observera att = &r en vektor och f en vektorvird funktion):

of1 o of1
oxr1 = Oxp ou
A= , B=: (7.8)
Ofn Ofn Ofn
Do Dun izﬁg Ou 5233
c=[& - &, (7.9
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Vi kan alltsa se koefficienterna i en rad i matrisen A som lutningen med avseende
pa respektive tillstand i varje differentialekvation. Ekvivalent kan koefficienter-
na i matrisen B ses som lutningen med avseende pa insignalen u i respektive
ekvation.

Da vi linjariserat ett system enligt ovanstaende kan vi anvinda den linjira
teorin i Kapitel 4 for att gora t ex en stabilitetsanalys. Eftersom var linjara ap-
proximation endast kan antas beskriva det ursprungliga systemet nagorlunda vil
i en nirhet av punkten {zo, up} blir naturligtvis stabilitetsanalysen meningsfull
endast da man befinner sig i nérheten av denna punkt. Man kan dessutom ut-
tala sig med sdkerhet om stabilitet for det olinjéra systemet da det linjiriserade
systemet inte har poler pa imaginéra axeln.

Vi skall harnést illustrera linjarisering av olinjira system med nagra exempel.

Exempel 7.2. Linjarisering av tanken med fritt utfall, Exempel

I Exempel hirledde vi en olinjar differentialekvation som beskrev hur
vatskehojden varierade i en tank enligt

dht)  —ayg !
o = a VMO Qun(t) = f(h(t), Qin(t)) (7.10)

dér de tidsvarierande storheterna &r vitskehojden i tanken h(t) och inflodet av
vatten till tanken @;,(t). Differentialekvationen &r alltsa olinjar med avseende
pa vitskehojden h(t). Framover slopar vi tidsindexet pa dessa bada variabler for
att latta upp notationen.

Antag nu att vi vill linjérisera systemet i (T.I0). Lat Q0 vara ett konstant
vatskeflode som stationdrt ger den konstanta vitskehdjden hg i tanken. Denna

stationdra vatskehojd kan vi bestimma genom att sidtta vansterledet till 0 i
(T.I0) och erhélla sambandet

a\/%\/h: = Qin,O (711)

som vi skall anvinda lite senare i exemplet.

Om vi nu véljer vart tillstand som h(t) och linjériserar systemet runt den
stationdra punkten {Qj, 0, ho} sa far vi alltsa

d(h—ho)  df(h, Qi) Af (h, Q) B
dt n dh h=ho (h = ho) + W h=h (Qin — Qino) =
Qin=Qin,0 Qin=Qin,0
—a+/2g 1
2A\/E hzh() ( 0) _'_ A(Q Q ,0)
Qin:Qin,O
—a+/2g 1
A )+ 7(Qin = Qino) (7.12)
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och vi har darmed en ekvation som ar linjar i A och @;,. Om vi nu for att férenkla
beteckningarna en smula infér notationen Ah = h—hg samt AQjy, = Qin — Qino

kan (7.12) skrivas

d av/2g
—Ah = IAh A in 7.13
dt 2A/ hy * @ ( )

Fran (TII) vet vi vidare att (av/29) = Qin,0/v ho. Infor vi detta uttryck for den
stationdra vitskeh6jden i (Z13) for att eliminera a och g fas slutligen att

d _ Qin,O
™= 2 Ahg

1
Ah + ZAQm

vilket dr det linjériserade uttrycket for tanken sasom det presenterades i (Z.17]).

Exempel 7.3. Linjarisering av bioreaktorn i Exempel

[ Exempel infordes en olinjiar modell som beskrev en biologisk reaktor.
Modellen formulerades i (2.20)-(2.21) som

S(t) Q

X(t) = s oty X () + 7 (X = X () (7.14)
$(t) = —%um%@@m + 25,0 - S() (7.15)

dér X ar koncentrationen av biomassa (bakterier). Biomassan livnir sig pa ett
substrat vars koncentration i tanken dr S. I (ZI4)-(7I5) gor vi det rimliga
antagandet att vi kan bestdmma halten av substrat i den inkommande vitskan
och denna blir darfor en lamplig insignal. Biomasshalten i inflodet kan antas vara
lika med noll, det vill sdga X;, = 0. De variabler som kan antas tidsvarierande
ar alltsa X, S och S;,, Ovriga variabler kan antas konstanta. For att forenkla
lite for oss sjilva foljer vi notationen i (L)) och sétter x; = X, x93 = S och

u = S;,. Vi slopar vidare tidsindexet pa dessa variabler i rdkningarna framdover.
Ekvationerna (7.I14)-(7.I5) kan da omformuleras enligt:

. To Q

- max v~ ., - s '1
Ty =p Kt ) Vxl (7.16)
. 1 To Q Q

— max ]'
2 Y’u K5+x2x1 sz Vu (7.17)
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Givet detta kan vi alltsa formulera systemet pa standardformen enligt
T = f(x,u)
x1 .fl (Ia U)
= ) ,U) = 7.18
o= 2] s =) (7.18)

2
fl(flf,U) — MmaxK;j_m2$1 - %1’1
fg(!L',U) =2

7.19
— 3 Hmar 2 01 — 21 + U (7.19)

Om vi nu véljer en konstant insignal vy kommer detta stationért att resultera
i konstanta virden &ven pa tillstanden, sig zo = [:L’l,o 517270} . Dessa virden
kan man enkelt rikna ut genom att sétta (C.I6) och (TI7) till noll. Det visar
sig da att vi far tva olika jamviktspunkter, den ena &dr dock trivial eftersom
den ger att x19 = 0. Detta motsvarar att all biomassa stationart dor ut, och
ar ointressant i detta fall. Den andra, mer intressanta jamviktspunkten ges av

o = [Y(UO - QKS/(MmaxV - Q))v QKS/(MmawV - Q))}T

Da vi linjériserar systemet (7.I8) behover vi rdkna ut ett antal derivator
for att fa fram systemmatriserna enligt (Z.8). For att fa fram koefficienterna i
matrisen A behovs (n ér i detta fall 2)

=20 QT @

11 o0xy " Kg+xy V i—to fimes Ks+xo V
a12:M:,u Liﬂl =H Lzlo
L e U .

21 o7y y Hmaz Kg + o a=m0 Y5 Kg + @90
o OB 1 K Q1 Ky

ax2 Yy mazx (KS + 1.2)2 V |z=z0 Y mazr (KS + ZL'2,0)2 )
u=ug

Pa samma satt fas koeflicienterna i vektorn B som

Ofi(x,u) dfs(z,u)

R Nt B =0, =2

ou z=x0 du
=ug

o=z V
u=ug

Egentligen hade vi inte behoévt genomfora rakningarna for B-matrisen eftersom
differentialekvationen ar linjar m a p u.

Den linjara modell vi nu fatt fram kan alltsa anvindas for en forenklad stabi-
litetsanalys av systemet pa samma siatt som i kapitel 4. Man undersoker da om
egenvirdena till matrisen A (dvs systemets poler, rétterna till det(s/ —A) =0)
har strikt negativ realdel, och i sa fall ar 16sningen stabil i en néarhet av {xo, uo}.
Precis som i det linjéra fallet avgor ocksa egenvirdena hur snabbt losningen gar
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mot jamviktspunkten. Ju mer negativ egenvirdenas realdel dr, desto snabbare
ar systemet.

7.2 Fasportratt

Som namnts i foregaende avsnitt kan den linjira approximationen av ett olinjért
system ge information om stabilitet i omradet nédra en jamviktspunkt. Forutom
information om stabilitet kan man ocksa dra vissa slutsatser om uppférandet
ndra en jamviktspunkt. Vi skall titta ndrmare pa detta i specialfallet med ett
system med tva tillstandsvariabler, eftersom man relativt enkelt kan representera
detta grafiskt. Man ritar da den ena tillstandsvariabeln mot den andra. Den plot
man da erhaller kallas fasportrdtt, och kurvorna brukar kallas banor. Vi skall
borja med att kort ta upp fasportritt for linjira system (se dven kursen i ODE).

7.2.1 Fasportratt for linjara system

Antag att vi har ett andra ordningens linjart system (utan insignal) pa till-
standsform enligt
&= Az (7.20)

Fran kapitlen 3 och 4 vet vi att egenvirdena till matrisen A har stor betydelse
for systemets upptriadande. Det ar faktiskt dven sa att egenvektorerna har en
viss betydelse. Egenvektorerna for detta andra ordningens system representerar
de banor som losningar till (Z20) kommer att rora sig ldngs in mot alternativt
bort fran jimviktspunkten i tillstandsplanet. Da egenvektorn hor till ett egen-
virde med strikt negativ realdel (stabilt) kommer l6sningar att asymptotiskt
rora sig in mot jamviktspunkten lings denna bana. Om den dadremot hor till
ett egenvirde med positiv realdel kommer l6sningen rora sig bort fran jamvikts-
punkten lings banan. Da egenvirdena ar komplexvirda fas lite mer avancerade
rorelsemonster. Vi sammanfattar nedan de olika typer av jaimviktspunkter som
kan intréiffa for linjara system.

e Tva reella olika negativa egenvirden
Da systemmatrisen A i (C.20) har tva reella egenvirden A; och Ay som
uppfyller Ay < Ay < 0 fas en jamviktspunkt som ar en sa kallad stabil
tvatangentnod. Om vy och vy dr motsvarande egenvektorer far vi banor som
ror sig in mot jamviktspunkten utmed rata linjer v; och ve. Eftersom vy ar
kopplad till det snabbare egenviardet gar losningar langs denna snabbare
mot jamviktspunkten. Man brukar darfor tala om en snabb och en langsam
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egenvektor. De banor som inte gar langs egenvektorerna kan skrivas som
tidsvariabla linjarkombinationer av dessa och far da formen:

I(t) = cle’\ltvl + 02€A2tv2 (721)

Tva reella positiva egenvirden

Banorna ser hér i princip ut som i foregaende fall men eftersom egenvér-
dena &r positiva kommer l6sningarna vixa mot odndligheten, det vill siga
banorna ar riktade bort fran jamviktspunkten. En sadan jamviktspunkt
kallas instabil tvatangentnod.

Tva reella egenvirden med olika tecken
Antag nu att egenvéirdena &r reella och har olika tecken, det vill séga

)\1<O<)\2

med motsvarande egenvektorer v; och v,. Eftersom \; dr negativ kommer
banor langs v; att nirma sig jamviktspunkten och vi kan kalla v, for den
stabila egenvektorn. Lings vy, kommer banor att avldgsna sig fran jam-
viktspunkten. En komponent i ([(.2I]) gar alltsd mot 0 och den andra mot
odndligheten. Denna typ av jamviktspunkt kallas for sadelpunkt.

Sammanfallande egenvirden

Om egenvirdena sammanfaller, det vill sdga A\; = Ay kan man fa tva olika
fall beroende pa antalet linjart oberoende egenvektorer. Om det bara finns
en egenvektor talar man om en entangentnod som kan vara stabil eller
instabil beroende pa om egenvardet ar negativt eller positivt. Finns det
tva oberoende egenvektorer fas en sa kallad stjarnnod, det vill siga alla
riata linjer som gar genom jamviktspunkten blir banor.

Komplexa egenvirden
Sag nu att vi har ett system med komplexa egenvirden, det vill sdga

A=o0Fiw

I detta fall blir banorna spiraler. Om o < 0 fas ett s k stabilt fokus dar
16sningen ror sig i en spiral in mot jamviktspunkten. Om o > 0 ror sig
16sningen bort fran jamviktspunkten instabilt fokus. Skulle o = 0 sa ror
sig banorna i ellipser runt origo och jamviktspunkten ar da ett centrum.

7.3 Fasportratt for olinjira system

7.3.1 Fasportratt nira jamviktspunkt

Om vi nu atergar till de olinjira systemen sa vet vi ju att dessa kan approximeras
med ett system av linjara differentialekvationer enligt (Z.6) nira en jamvikts-
punkt. Det dr darfor naturligt att tillaimpa den den linjara fasportriattsanalysen
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fran forra avsnittet pa det linjiriserade systemet néra en jamviktspunkten. Ef-
tersom skillnaden mellan det olinjéra systemet och den linjara approximationen
ar liten néra jimviktspunkten kan man forvinta sig att det olinjira systemet dér
far samma utseende pa fasportriattet som den linjara approximationen. Detta ar
sant i manga fall, och man kan visa att foljande géller:

e Om det linjiriserade systemet har en tvatangentnod, entangentnod, fokus
eller sadelpunkt sa har det olinjira systemet visentligen samma fasportratt
nara jamviktspunkten.

e Om det linjiriserade systemet har ett centrum sa kan det olinjira systemet
ha karaktdren av centrum savil som fokus vid jamviktspunkten.

e Om det linjdriserade systemet har en stjdrnnod, kan det olinjira systemet
ha en rad olika utseenden vid jamviktspunkten.

7.3.2 Fasportratt langt fran jamviktspunkter

Det kan ocksa vara intressant att fa en uppfattning om det olinjira systemets
banor langt fran en jaimviktspunkt. Betrakta ett andra ordningens system

iy = fi(z1, 22)

Ty = fowy, 72)
och bilda sedan kvoten mellan derivatorna enligt

j?g . dl’g dl’l . dIQ

iy dt'dt  dm
Genom att bilda denna kvot fas en differentialekvation dar det explicita bero-
endet av ¢ eliminerats, det vill sdga

dry  falz1,20)

dey — fi(wr, @) 722

Ibland kan denna ekvation l6sas explicit och vi har da ett exakt uttryck for
hur tillstandsvariablerna beror av varandra, det vill sdga ett uttryck som exakt
beskriver hela fasportrattet. Oftast dr dock uttrycket sa pass besvirligt att detta
inte gar, och man kan bara anvinda (((.22)) for att fa en uppfattning om banornas
lutning i tillstandsplanet. Speciellt &r banorna vagrata dar

fa(xy,22) =0

och lodrata dar
fi(zr,22) =0
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Genom att studera gransviardena

. folwy,29) . fa(wy, )
im 20Ty, 2T
r1—Fo0 fl (,],’17 ,],’2) Tro—Fo0 fl (3717 ,],’2)

far man enkelt en uppfattning om banornas lutning langt ute i fasplanet, det
vill sdga for stora x; och x,.

Vi skall nu avsluta diskussionen om fasportriatt med ett mer omfattande ex-
empel.

Exempel 7.4. Ett populationsdynamiskt exempel

I ett enkelt ekosystem finns tva slags fiskar. Den ena arten lever pa alger
medan den andra arten lever pa den forsta. Om vi later x; beteckna méngden (i
antal tusen individer) algétande fiskar och xo méngden (i antal tusen individer)
rovfiskar sa géller att

r1 =20 — ——— — 0.2 7.23

O T oy, T (7.23)
19

-3 7.24

T2 Tg + 1+ 1/62, ( )

Vi skall strax gora en fasportrittsanalys, men lat oss forst forsoka tolka ([C.23])

och (7.24).

Den forsta termen i (T.23)) beskriver en exponentiell tillvixt, det vill sdga
man antar att det finns obegrinsad tillgang pa alger sa att den vixtdtande
populationen kan vixa exponentiellt. Om vi inte hade nagra rovfiskar i systemet
skulle dessa fiskar alltsa tillvixa enligt

jjl = 2.]71
Tillgangen pa alger &r dock begransad, och darfor intridder en méattning enligt
iy = 2y — 0.227

Om dessutom rovfisken x5 finns i dammen kommer algitarna att bli uppétna i

takten
T1T2

vilket dr den tredje termen i ekvationen (med negativt tecken). Forsta ekvatio-
nen dr dirmed forklarad.
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I den andra ekvationen motsvarar den forsta termen —3x, att rovfiskar dor.
Den andra termen (samma som i[.23] men nu med positivt tecken)

T1T2

ger en tillvixt av rovfiskar som dock méttas da ry — oo.

Det bor ndmnas att de olika numeriska parametervirdena i dessa differentia-

lekvationer valts hogst godtyckligt, och man kan lika gidrna tanka sig andra val.
Efter denna lilla introduktion kéinner vi oss mogna att skissa fasportrittet

for systemet. En lamplig borjan ar att ta fram de stationdra punkterna. Om vi

borjar med att betrakta (7.24]) far vi stationért (det vill siga da i,—0) att

T1T2

=0 = 0= —3ap + 112
©2 "2 T 6,

1
0= —31’2(1 + 1/61’1) + Ty = 5(1’1 — 6)1’2

Vi far har alltsa tva fall, dels kan x; =6 eller x5 =0. Den forsta differentialekva-
tionen (7.23) sitts nu till noll for bada dessa fall:

e ry=0o0chz;=0=
0 =27, —0.227 = 0.2(10 — 21)x;

Denna ekvation har tva losningar, ;1 = 0 och x; = 10. Fallet zo = 0 ger
alltsa upphov till tva jamviktspunkter.
e zy=6o0ochz; =0=

61’2

2 026
1+1/6-6

0=2-6

vilket har 16sningen x5 = 1.6.

Sammanfattar vi resultaten ovan sa har vi alltsa tre jamviktspunkter, ndmligen

=0 =10 =6
T = x1,0 ’ Z1,0 ’ Z1,0 (7.25)
Too = 0 Too = 0 Too = 1.6
Vi skall nu ta fram den linjara approximationen for avvikelsen fran jaimvikts-

punkten Az = AAz for vart system. A ges som vanligt ur (7.6) och vi kan
skriva

_ df(x)
A= dx

B [2 —04x; —23/(1+21/6)> —x1(1 + 21/6) ]
r=1x0 a IQ/(1+:E1/6)2 —3+1’1(1+£E1/6)

T=x0

(7.26)
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Var och en av de tre jimviktspunkterna i (7.25) skall nu séttas in i matrisen
Ai (L26]), och vi skall genom att studera egenviirden och egenvektorer till denna
avgora vilken typ av jamviktspunkt det ror sig om.

Jamviktspunkt I
T10 = T20 = 0 ger
2 0
=l
Denna matris har egenviarden i Ay = 2 och A\; = —3, och vi har alltsa tva
reella egenvirden med olika tecken. Detta medfor att punkten x,9 = 229 = 0
ar en sadelpunkt, och det olinjira systemet kommer att ha samma principiella
uppforande. Egenvektorerna till A ar v; = [1 O}T och vy = [O I}T, det vill
sdga x1- och xs-axlarna. ve svarar mot det stabila egenviardet Ao och 16sningen
kommer alltsa att féras mot jamviktspunkten origo via banor langs xs-axeln. Pa
samma satt fors losningar bort fran jamviktspunkten lings egenvektorn svarande
mot det instabila egenvirdet (x;-axeln). Det principiella fasportrittet for detta
linjara system finns atergivet i figur Observera att vi i denna principskiss

tagit med dven negativa virden pa x; och s trots att dessa i verkligheten ar
orimliga.

Figur 7.2: Fasportratt for det linjariserade system som erhalls i jaimviktspunkten
origo.

Jamviktspunkt II
T1,0 = 10, Ta,0 = 0 ger

—2 -3.75
A‘{o 0.75]

Denna systemmatris har egenvirdena \; = —2 och Ay = 0.75, vilket medfor
att dven denna punkt &r en sadelpunkt, och didrmed att det olinjéra syste-
met kommer att ha samma principiella uppforande. Egenvektorerna ar v; =
[1 0} (det vill sdga zi-axeln) svarande mot det stabila egenvirdet A\; och
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Vg RS [0.80 —0.59} svarande mot det instabila egenvirdet A\o. Vi erhaller darfor
fasportrittet i figur [[.3] for det linjériserade systemet svarande mot z; o = 10,
Too = 0.

-08

L L L L L L L L L
9 9.2 9.4 96 9.8 10 102 104 106 108 1
X,
1

Figur 7.3: Fasportritt for det linjariserade system som erhalls i jaimviktspunkten
T1,0 = 10, Too = 0.

Jamviktspunkt III
T1,0 = 6, Too = 1.6 ger

—-0.8 —3
A= { 04 0 }
Egenvirdena blir nu \; o = —0.4 & 1.02:. Eftersom vi har komplexa egenvarden

med en negativ realdel ar jamviktspunkten for det linjiriserade systemet ett
stabilt fokus, och det olinjiara systemet kommer diarmed att uppvisa samma
egenskaper. Det stabila fokuset for det linjara systemet finns redovisat i figur

T4

Figur 7.4: Fasportratt for det linjariserade system som erhalls i jaimviktspunkten
T1,0 = 6, Too = 1.6.
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Nu aterstar endast att sitta samman de tre fasdiagrammen till ett. Vi har
hér plottat fasportréittet for det verkliga olinjéra systemet (se figur [[]), och
sambandet med vara linjara system bor framga klart. Verifiera gidrna vad som
star i Avsnitt med hjalp av denna plot. Observera att vi endast tagit med
x1 och x5 storre &n 0, da endast sadana viarden &ar rimliga for populationer. H

25

J— N
B[R . .
. I

Figur 7.5: Fasportrattet for det verkliga, olinjéra systemet.

7.4 Lyapunovfunktioner *

Vi skall nu pa ett mycket forenklat sitt ta upp begreppet Lyapunovfunktioner
och visa hur dessa kan anvinda for att pavisa stabilitet, &ven dar analysen for
linjériserade system inte fungerar. Sa ér ju fallet t ex da ett eller flera egenvirden
till det linjariserade systemet ligger pa imaginédra axeln. Teorin adr ocksa giltig
aven da man inte befinner sig i ndrheten av en stationdr punkt. Analysen i detta
avsnitt ar giltig for godtyckliga systemordningar.

Betrakta ett system av differentialekvationer

i(t) = f(x(t)) (7.27)

med jamviktslosning xy. Jamviktslosningen zg siges (analogt med definitioner-
na i Kapitel 2) vara globalt asymptotiskt stabil om z(t) — ¢, t — oo for alla
begynnelsevirden z(0).

Harnast skall ett sdtt att pavisa global asymptotisk stabilitet for en jam-

viktslosning till ett system pa formen (27) gas igenom. Foljande tillrickliga
(men inte nodvéndiga) villkor kan formuleras:
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En jamviktspunkt xq till systemet & = f(z) ar globalt asympto-
tiskt stabil om man kan finna en funktion V' (z) satisfierar

V(zg) =0, V(x)>0 for x # xg (7.28)
V(z) — 00, da |z| — o0 (7.29)
d‘;(tx) — V(@) = Va(2)f(z) <0 (7.30)
Ve(2) f(z) <0, 2 # 29 (7.31)

dér V,(x) beréknas enligt

_OV(x)  OV(x) IV (x)
T Ox = oxr, 7 8xn]

En tolkning av funktionen V' &r att den beskriver ett generaliserat avstand
fran l6sningen till (C.27) vid en godtycklig tidpunkt, x(t), till jimviktspunkten
xg. Om detta avstand avtar strikt med tiden kommer 16sningen ju sa smaningom
att hamna i jamviktspunkten. Kraven (Z.30)) och (T31]) sdger att tidsderivatan
av avstandet mellan en 16sning vid en godtycklig tidpunkt, x(¢) och jamvikts-
punkten xoy maste vara strikt negativ (utom i sjilva jaimviktspunkten xq) for
att global asymptotisk stabilitet skall garanteras. Att denna derivata alltid ar
negativ innebdr ju att avstandet hela tiden minskar da ¢ okar, och 16sningen
maste didrmed ga mot jaimviktspunkten. Kraven (T.28)) och (7.29) ar nédvéndiga
for att V(x) skall vara ett generaliserat avstand. Observera att om man inte
kan pavisa stabilitet med hjilp av den funktion man valt innebdr inte detta
automatiskt att systemet inte dr asymptotiskt stabilt. Det kan ocksa vara sa
att den kandiderande Lyapunovfunktion man valt helt enkelt inte duger. En av
de svara sakerna med denna analys ar att hitta en lamplig kandiderande Ly-
apunovfunktion. Ofta uttrycker dock Lyapunovfunktionen den totala energin i
systemet. Om man kan teckna ett uttryck for denna energi kan man dérigenom
erhalla en lamplig kandidat.

Va()

Exempel 7.5. Stabilitetsanalys for ett enkelt olinjart system.

Zifl _ Ty — ZL’El5
1’2 —X1 — I‘g

Detta system har origo som jamviktspunkt, och om vi linjariserar fas approxi-

mationen
jjl . 0 1 T
i’g N -1 0 i)
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och det linjdra systemet har sina egenvarden i A\;, = =i. Detta innebar att
det linjariserade systemet ar ett centrum, och att det olinjdra systemet kan ha
karaktdren av antingen ett centrum eller ett fokus. For att fa reda pa vilket
anvander vi Lyapunov-teori!

Som redan namnts ar ett problem att hitta lampliga Lyapunovfunktioner.
Ett siitt dr att helt enkel prova sig fram. Vi ansiitter hir V(x) = 2?2 + 22 som
en kandidat. Denna funktion dr ju inget annat dn kvadraten av avstandet till
jamviktspunkten (origo) och kan vara en lamplig borjan. Vi ser direkt att funk-
tionen uppfyller kraven i (7.28) och (T.29)). Da aterstar att undersoka uttrycket
Ve(z) f(x). Vi har att

oV (x) oV (x)

‘/;c($) = [ 81‘1 81‘2 ] = [2371 2$2}
vidare ar
Vi ( _ Ty — 1";’ o4 o4
w(@)f(z) = [221 2a,) i ad| T 2x] — 2,

och déarmed géller att V,(z)f(x) < 0 vilket ar kravet i (Z30), och den enda
punkt dir uttrycket &r lika med 0 &r i x¢ (origo). Déarfor dr alltsa kravet (7.31),
Ve(z)f(x) < 0, x # o, uppfyllt. Vi kan dirmed dra slutsatsen att avstandet
V(z) mellan en l6sning vid tidpunkten ¢, z(¢), och jamviktspunkten z, (origo)
hela tiden krymper. Jamviktspunkten dr darmed globalt asymptotiskt stabil och
det géller att x(t) — x¢ da t — oo. Jamviktspunkten maste dirmed ha karak-
téren av ett stabilt fokus. |

Vi skall nu ta upp en utvidgning av stabilitetsvillkoren, och enklast gors
detta genom ytterligare ett exempel:

Exempel 7.6. Ytterligare ett exempel

Lat systemet ges av

1 — T2 (732
To = —Ty — l’i’ (7 33)
med jimviktspunkten {0,0}. Om funktionen V(z) = az] + 23 ansitts som

kandiderande Lyapunovfunktion fas
Va(2)f (@) = (da — 22wy — 223

Viljer vi nu o = 1/2 far vi alltsa V,f = —222 < 0. Vi observerar att V, f kan
vara noll dven da z; # 0. Villkoret (Z31I]) dr ddrmed inte uppfyllt, och vi kan
inte pa grundval av vad vi lart oss hittills uttala oss om stabiliteten. |
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Den svarighet som uppstod ovan da man ej far strikt olikhet i (Z.31)) ar vanlig,
men gar att komma runt med féljande alternativa tillrackliga stabilitetsvillkor:

En jamviktspunkt zo till systemet & = f(x) &r globalt asympto-
tiskt stabil om man kan finna en funktion V(z) som

1. uppfyller (Z.28)-(730) for alla virden pa =

2. har egenskapen att ingen losning till differentialekvationen
(utom z(t) = x¢) 16per helt i det omrade dir V,(z)f(x) =0

Vi skall nu aterga till Exempel for att uttala oss enligt de nya villkoren.

Exempel 7.7. Fortsidttning av stabilitetsanalysen i Exempel

[ Exempel erholl vi att V, f = —2x§ < 0. Vi skall nu anvinda vara modi-
fierade stabilitetsvillkor. Om en 16sning skall 16pa helt i omradet dar V,f = 0
sa maste xo = 0 for alla tidpunkter. Fran (Z.33)) inses da att detta ar uppfyllt
endast da x; = 0. Denna l6sning ar x(t) = x9 = {0,0} och systemet dr ddrmed
globalt asymptotiskt stabilt. |

Vi har har endast diskuterat global asymptotisk stabilitet. Denna typ av sta-
bilitet for en punkt uppkommer endast da ett system bara har en jamviktspunkt.
Har man ett system med flera jamviktspunkter (som i Exempel [[.4) talar man
om eventuell lokal asymptotisk stabilitet. Det géller da att hitta en funktion
som uppfyller kraven for att vara en Lyapunovfunktion i ett omrade runt varje
jamviktspunkt. Detta problem behandlas dock inte i denna kurs.
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Kapitel 8

Empirisk modellering

I kapitel 2 diskuterades fysikalisk modellering, dvs hur man fran basekvationer
kan ta fram dynamiska modeller. Vi har ocksa antagit att modellparametrarna
1 de dynamiska modellerna varit kiinda. Ofta ar forstas sa inte fallet och man
maste darfor genomfora vissa experiment for att fa fram viarden pa parametrarna
i sin modell. Det dr ocksa vanligt att det inte gar att ta fram vettiga basekva-
tioner utan att man helt maste bygga sin modell fran empiriska observationer.
Denna teknik kallas black-box modellering (pa svengelska).

[ detta avsnitt antar vi att in- och utsignalen fran det system som vi vill
modellera kan métas. Vi kommer ocksa att anta att vi kan paverka systemet
genom att gora dndringar i insignalen (u). Det finns atminstone tre fall da detta
kan vara av intresse:

o Modellvalidering av "fysikaliska” modeller. Antag att en modell tagits fram
med fysikalisk modellering. F'or att vi ska kunna lita pa modellen bér man
jamfora modellens beteende med det verkliga systemet. Genom att gora
samma experiment pa modellen som pa systemet kan man testa att mo-
dellen ger ett rimligt resultat. I princip maste alla modeller pa nagot sétt
jamforas med data fran det system (eller klass av system) som modellen
avser beskriva for att man ska kunna lite pa modellen. Vi vill dock poang-
tera att det i strikt mening inte gar validera modeller, det man kan géra
ar att falsifiera eller icke falsifiera en modell. Inom systemtekniken och
angransade omraden innebdr begreppet modellvalidering att man under-
soker med hjilp av observationer fran det verkliga systemet om modellen
ar tillrackligt bra for sitt syfte.

e Grey-bor modellering. Antag att en modell tagits fram med fysikalisk mo-
dellering men att ett antal parametervirden inte gar att bestdmma "teore-
tiskt”. Givet métdata fran ett experiment, bor de okdnda parametrarna i
modellen kunna optimeras pa sa sitt att man tar fram de parametrar som
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sa vil som mojligt gor att modellen kan beskriva data fran det verkliga ex-
perimentet. Denna teknik kallas grey-box modellering, vi anvinder kunskap
om systemet for att ta fram modellstrukturen (inklusive kiinda samband)
och data for att skatta virden pa okdnda modellparametrar. Har finns ett
potentiellt problem, en modell med manga parametrar kanske kan anpas-
sas val till befintliga méitdata trots att modellen inte dr korrekt. Detta
fenomen ar kint som “overfitting”.

Black-box modellering. Ibland kan man ha vildigt vaga forkunskaper om
hur ett system ska modelleras (inklusive dess modellstruktur). Detta gil-
ler inte minst om systemet har stokastiska inslag. En mojlighet da ar att
skatta parametrar i generella modellstrukturer. Ett typiskt exempel ar
att en linjar differensekvation (se ekvation (4.5)) ansitts och att model-
lens parametrar anpassas sa att modellens utsignal och systemets utsignal
(den verkliga utsignalen) blir sa lika som mdjligt (typiskt anvinds ett
minstakvadratkriterium). Denna ansats dr i manga fall attraktiv for att
modellera komplexa system dar fa forkunskaper om de dynamiska sam-
banden finns. En modell tas helt enkelt fram baserat pa endast méitningar
fran systemet! Det finns dock en hel del mojliga problem: Vad hinder om
matdata innehaller storningar och brus? Vilken modellstruktur och mo-
dellordning ska viljas? Hur ska modellen valideras? Notera att problemet
med overfitting dven uppkommer i black-box modellering

Tekniken att anvinda matdata for att kalibrera modeller kallas systemidenti-
fiering eller empirisk modellering och dr mycket vl utvecklad speciellt for linjira
system. Vi ska nedan ge exempel pa nagra enkla experiment som kan anvindas
for att skatta modeller. Avslutningsvis visas nagra exempel pa hur parametrar i
dynamiska modeller kan kalibreras med minstakvadratmetoden. Framstéllning-
en ar pa intet satt heltdckande utan ska snarare ses som nagra exempel fran ett
mycket omfattande omrade av metoder.

8.1

Icke-parametriska metoder

Vi beskriver hir nagra metoder som inte direkt ger virden pa parametrarna i en
modell utan istéllet ger en kurva eller diagram som resultat av ett experiment.
Dessa typer av experiment ar mycket vanliga och ger ofta virdefull basinforma-
tion om ett system.
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8.1.1 Impulssvar och stegsvar

Om insignalen till ett tidskontinuerligt LTI system dr en impuls (deltafunktion)
ges utsignalen enligt (3.6) av

y(t) = / g(r)8(t — 7)dr = (1) (8.1)

dir g(t) = L£L7Y(G(s)), det vill siga den inversa Laplacetransformen till éver-
foringsfunktionen. Experimentellt kan ¢(t) bestimmas om insignalen wu(t) &r
en kortvarig puls. Fran impulssvaret kan vi fa en o6versikt av systemdynami-
ken. Finns nagon tidsférdréjning? Ungefér hur snabbt &r systemet? Har sy-
stemet oscillationer? Kan vi fran experimentet skatta en funktion som beskri-
ver ¢(t) kan vi ocksa berékna systemets overforingsfunktion genom sambandet

G(s) = L(g(1))-

Det kanske vanligaste experimentet for att fa en kinsla for dynamiken hos
ett system ar att gora ett stegsvar. Detta gors genom att insignalen abrupt
andras fran ett véirde till ett annat, och utsignalens svar registreras. Detta kallas
for ett stegsvarsexperiment. Fran stegsvaret kan man fa en uppskattning om
tidsfordréjning, dominerande tidskonstant, eventuella oscillationer samt statisk
forstarkning. Amplituden pa stegsvaret ar en viktig parameter, i princip géller
att ju storre amplitud desto lattare blir det att urskilja stegsvaret fran storningar
och métbrus. A andra sidan stors processen mera med 6kad amplitud och icke
onskvirda olinjara effekter kan forstérkas. Dessutom é&r det for verkliga system
inte alltid tillatet att paverka systemet hur mycket som helst.

8.1.2 Frekvensanalys

Ett linjart system ar entydigt bestdmt av sitt frekvenssvar G(iw). Fran Kap 3.2
vet vi att om insignalen till ett linjért system med overforingsfunktion G(s) ar

u(t) = u, sin(wt)
sa blir utsignalen (da eventuella transienter har dott ut):

y(t) = yosin(wt + ¢)

dér y, = u,|G(iw)| och ¢ = arg G(iw). Genom att anvinda en sinussignal som
insignal med en viss frekvens w; och amplitud u, och méata upp utsignalens
amplitud och fasvridning kan vi alltsa bestdmma |G (iw;)| och argG(iwy), dvs
en punkt i ett bodediagram. Genom att upprepa detta forfarande for olika fre-
kvenser kan man fa en uppfattning om systemets frekvenssvar. Metoden kallas
frekvensanalys och ar en mycket vanlig metod for att fa reda pa dynamiken for
ett okdnt system. En nackdel ar att man inte alltid far eller kan stora ett verkligt
system genom att applicera en sinussignal. Dessutom, om man vill bestimma
frekvensfunktionen for manga frekvenser kan experimentet ta lang tid.
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8.1.3 Spektralanalys

For ett linjart dynamiskt system géller att Y (s) = G(s)U(s), genom att ersitta s
med iw far vi f6ljande samband mellan in- och utsignalernas fouriertransformer:

Y (iw) = G(iw)U (iw)

Om vi kunde bestdmma signalernas fouriertransform skulle frekvensfunktionen
kunna bestdmmas som

Y (iw)

Ul(iw)

I praktiken har vi endast tillgang till ett dndligt antal samplade varden av in-
och utsignalen vilket gor den tidsdiskreta fourierserien (TDF) anvénds

G(iw) =

N
Yrpp(iw) = y(k)e ™"
k=1
N
Urpr(iw) = Y u(k)e ™
k=1
Vi kan da forma skattningen
A Yrpr(iw)
Gliw) = ———= 8.2
(iw) Trpr (i) (8.2)

Typiskt giller att om insignalen innehaller rena sinusfrekvenser kommer skatt-
ningen av overforingsfunktionen att bli noggrann vid dessa frekvenser. Fér andra
frekvenser blir skattningen ganska brusig ("fladdrig”). For att minska fladdrig-
heten kan man (pss som i projektet i transformteori!) dela upp dataserien i ett
antal segment och berdkna den tidsdiskreta fouriertranformen fér varje segment
och sen ta medelvirdet och anvinda i skattningen (82]). Detta forfarande redu-
cerar fladdrigheten men till priset av en forsdmrad frekvensupplosning (dvs en
okad svarighet att t ex sérskilja tva nérliggande frekvenstoppar).

8.2 Parameterskattning i linjara regressionsmo-
deller

Vi ska studera foljande modellstruktur

§(k) = @1(k)01 + a(k)ba + ... + pu (k)00 = " (k)0 (8.3)

dir §(k) dr modellens utsignal (k) = [p1 w2 ... @,|T dr en n-dimensionell
kolumnvektor med kinda storheter “regressorvektorn”, och 6 = [0, 6 ... Qn]T

ar en n-dimensionell kolumnvektor med okdnda parametrar. Matristransponat
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betecknas med T'. Argumentet k =1, 2, 3... betecknar tidsindex.

Det problem som ska studeras dr att fran ett antal méatningar fran ett sy-
stem skatta parametrarna i den okdnda parametervektorn 6. Grundiden &r att
anpassa parametrarna sa att y — ¢ blir liten (normalt i minstakvadratmening).
Modellparametrarna anpassas sa att modellen kan ge en sa bra prediktion av
méitdatat som mojligt.

8.2.1 Exempel pa linjara regressionsmodeller

Vi ger hiar nagra exempel pa modellstrukturer som kan skrivas pa standardfor-
men (k) = (k)"0

e En polynomtrend:
(k) =a, + a1k + ...+ a,k"
kan skrivas som §(k) = ¢(k)T0 with
olk) = (1 k...km7T

= (ap ay...an)"

e Summa av exponentialfunktioner:
(k) = bie™F 4 bye=2F 4 4 bk
Antag att ¢;, co...c, ar kinda. Vi har da
QO(]{?) — (€_Clk e—cgk o e—an)T
0 = (by by...by)"
e FIR-modellen (Finite Impulse Response). FIR-modellen dr det forsta ex-
emplet pa en dynamisk modell. Modellens prediktion av systemets utsig-

nal betecknas som tidigare y(k) Insignalen betecknas u(k). I FIR-modellen
predikteras utsignalen genom gamla varden pa insignalen:

g(k) = bou(k)+buk—1)+... 4+ byu(k —n)

=
ok) = (u(k) u(k—1)...u(k—n))"
6 = (b, by...by)"
I modellen ar b,, ... b, de okidnda parametrarna. Det ar enkelt att ut-

vidga modellen till flera insignaler t ex f6r en modell med tva insignaler(u,
and uy) far vi:

g(l{i) = bLoul(k) + bl,lul(k; — 1) 4+ ...+ bl,nul(k: — n)
‘|‘b270u2(k’) + b2,1u2(k‘ — 1) + ...+ bQ’n'UQ(k — n)
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e ARX-modellen (AutoRegressive model with an eXternal input). En na-
turlig utvidgning av FIR modellen ar att dven ta med gamla virden pa
utsignalen i prediktionen. En ARX-modell kan skrivas

y(k) + awylk—1)4+ay(k—2)+ ...+ any(k — na)
= bou(k) + biu(k — 1)+ ...+ bypu(k — nb) + e(k)

Vi har alltsa en generell linjar differensekvation dér vi ocksa lagt till en
brusterm e(k) som normalt antas vara vitt brus. Vi kan skriva om modellen
som

y(k) = —aylk—1) —ay(k —2) — ... — any(k — na)
+bou(k) + byu(k — 1) + ... + bpu(k — nb) + e(k)

Prediktorn for ARX-modellen fas genom att stryka brustermen e(k) dvs

g(k) = —awy(k —1) —agy(k —2) — ... — aney(k — na)
+bou(k) + byu(k — 1) + ... + bppyu(k — nb)

=
ok) = (—ylk—1) —y(k—2)...—y(k—na) u(k) uwk—1)...u(k—nb))"
= (a1 ag . ..0Apq bo bl e bn(,)T

Denna modellklass dr den kanske mest anvinda for att skatta dynamiska
modeller.

e AR-modellen (AutoRegressive model). En modell f6r en stokastisk tidsserie
kan enkelt fas genom att sitta u = 0 i ARX prediktorn. Detta ger (AR-
prediktorn):

gk) = —aylk—1)—ay(k—2)— ... — apny(k — na)

=
k) = (—ylk—1) —y(k—2)...—y(k—na))"
= (ay ag...an)"

En utvidgning av AR-modellen &r ARMA-modellen som vi dock inte tar
upp i denna o6versikt.
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8.3 Minstakvadratmetoden

Antag att en dataserie {y(k), p(k)}r=1,. .~ fran ett system har insamlats. Vi
har alltsa N sampel fran systemet. Fran métningarna vill vi skatta (estimera)
parametrarna i en linjar regressionsmodell. Problemet ar alltsa att skatta den
okdnda parametervektorn € givet métningarna.

8.3.1 Forlustfunktionen

[ minstakvadratmetoden anvinds f6ljande forlustfunktion (som ska minimeras
map 6):

V(0) = (y(k) = 4(k)* = Y _(y(k) — " (k)6)* (8.4)

Vi kan infora prediktionsfelen e(k) = y(k) — y(k). Forlustfunktionen (8.4) kan
da skrivas som

N

V(9) =) ek)

N
k=1

Kommentarer:

e Om den uppmétta utsignalen y(k) vore helt brusfri skulle det vara naturligt
att vilja N = n, diar n ar antalet okinda parametrar. I praktiken ar dock
utsignalen mer eller mindre paverkad av méatbrus vilket gor att valet N =n
kan ge en mycket dalig skattning av 6!

e Det dr vanligt att normalisera forlustfunktionen enligt

Detta kriterium ger samma skattning av 6 som (8.4)).

8.3.2 Minstakvadratskattningen

For linjira regressionsmodeller finns en analytisk 16sning till (84]) som vi pre-
senterar i foljande teorem.:

Teorem 1. Antag att matrisen Ry = S~ | (k)" (k) ér inverterbar. Det 6
som minimerar (84) ges av:

N

0=0>_ k)" (> e(k)y(k) (8.5)

k=1 k=1
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Bevis. Det finns flera sitt att bevisa teoremet, ett sitt ar att derivera kri-
teriet map ) och sitta derivatan till noll (noll-vektorn)

—Waf) = 2 (k) - wT<k>9>_5*0579(k)9 = =2 (y(k) = " (k)0)p(k)
k= k=

1

2)—‘

= 2 (k) — o) ()6)

k=1

[ sista uttrycket har vi satt (k) framfor skalérerna y(k) och ¢ (k). Vi sitter
nu uttrycket lika med noll-vektorn

vilket ger

Avslutningsvis loser vi ut 0 genom att multiplicera med inversen av Ry fran
vinster. Vi far da minstakvadratskattningen (8.5]). O

Kommentarer:

e Notera att uttrycket (8.3]) giller for alla modeller som kan skrivas som en
linjar regressionsmodell. Det finns i t ex Matlab goda numeriska metoder
for att berdkna (8.3]). Se nedan.

e For att beriikna minstakvadratskattningen (8.3]) ar det nodvindigt att Ry
ar inverterbar. Situationer da Ry &r singuldr eller néstan singulédr kallas
illakonditionerade problem. Dessa problem kriver speciella metoder som
inte tas upp har.

e Vi kan skriva om minstakvadratskattningen (83]) pa normaliserad form
enligt

)= 15 3 e (B 5 D e(ky(h)

Detta ger samma skattning men &r ofta bekviimare att analysera da antalet
data gar mot odndligheten.
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8.3.3 En matrisformulering

I detta avsnitt ges en matrisformulering av minstakvadratmetoden. Vi antar som
tidigare att N métningar av y(k) och (k) finns tillgédngliga, Vi kan skriva detta

kompakt som:

y(1)
y o=
y(N)
@' (1)
o =|
" (N)

Modellutsignalen (prediktionen) fran den linjira regressionsmodellen

G(k) = p(k)'0, k=1,...,N

kan skrivas

dar
}/} == :
g(N)
Forlustfunktionen (8.4) kan nu skrivas som
V(0) = (Y - ®0)T(Y — ®0)
Det 6 som minimerar V' (0) ges av:

0= o) )Y p(k)y(k) = [@7e] ey

N
k=1 k=1

Den sista likheten foljer av

S k)T (k) = [p(1).o(N)] | 1 | =070
ST(N)
och
N y(1)
S k() = [p(1)p(N)] | | = @7V
k=1 y(N)
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Kommentar:

e Minstakvadratlosningen i Matlab kan enkelt berdknas genom att lagra
datamatrisen ® i en variabel, t ex med namnet Phi och métningarna av
utsignalen i en vektor Y. Minstakvadratlosningen i Matlab ges da av

>> theta_hat=Phi\Y

e | Appendix A ges (pa engelska) ett alternativt bevis av minstakvadratme-
toden baserat pa matrisformuleringen ovan.

8.3.4 Ett exempel

Det enklaste exemplet pa en linjar regressionsmodell ar
g(k) =m

vilket betyder att en konstant (medelvirdet av signalen y) ska skattas. I detta
fall fas p(k) =1 och 6 = m (se (83)). Vi antar att N métningar av utsignalen,
y(1),y(2) ... y(N) finns. Minstakvadratskattningen ges da av

0=1>_ (k)" (™D eRyk) =D _ 17> 1-y(k) = %Zyw

1 k=1 k=1

som motsvarar det aritmetiska medelvirdet av méatningarna.

8.4 Analys

Vi har nu sett hur parametrarna i en linjar regressionsmodell kan skattas med
minstakvadratmetoden. En viktig fraga &r vilken noggrannhet de skattade pa-
rametrarna har. For att kunna besvara det maste vi géra antaganden om hur
det verkliga systemet (som vi far y(k) ifran) ser ut. I den analys som gors ne-
dan behandlar vi bara fallet att regressionsvektorn antingen bestar av en kind
funktion (t ex tiden som i en polynommodell) eller virden pa insignalen u(k).
Det typiska exemplet for det senare fallet 4r FIR-modellen. Notera att analysen
nedan inte géller for ARX- eller AR-modeller.

8.4.1 System och brusantagande
Vi antar foljande:

AntagandeAl.
Data kommer fran ett system givet av

y(k) = T (k)0, + e(k) k=1,...,N (8.7)
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dér e(k) ar en ométbar storning (se nedan). I matrisform far vi
Y =900,+e (8.8)
med e = [e(1) ...e(N)].

Antagande A2.
Storningen ("bruset”) e(k) antas vitfl] med varians A.

Antagande A3.
Vi antar att E{¢(k)e(s)} = 0 for alla k och s. Detta betyder att regressionsvek-
torn inte dr paverkad av brustermen e(k). Detta innebir att analysen t ex inte
géller for ARX- eller AR-modeller. Se &ven ovan.
Antagandet A3 forenklar analysen betydligt. Om A3 géller har vi t ex att

E{dTde) = dTDE{e}.

Teorem 2. Antag att A1-A3 hir uppfyllda. Da géller

1. Minstakvadratskattningen 6 ir en medelvérdesriktig (unbiased) skattning
av 0, d.v.s. E{0} = 0,,.

2. Osékerheten i skattningen kan uttryckas mha foljande kovariansmatris

P =covd=E{0—EO—ENHY=FE{6H-0,)0-0,)"} =\NdTD)"
(8.9

3. Brusvariansen A kan skatts medelvirdesriktigt med

1
N-—n

A= V(0) (8.10)

dér n dr antalet parametrar (n = dim#) och N antalet data.

Bevis *.

1. Véntevardesriktighet:
E{0} = E{[®70] 10Ty} = E{[®7 D] 1T D0, +e} = 0,4 [0T D] ' dTDE e} =0,

Notera att A3 i tredje likheten.

1Vitt brus e(k) dr en sekvens av slumpmissiga variabler som dr okorrelerade, har medel-
varde noll och en konstant dndlig varians. Om e(k) &r vitt brus géller saledes E{e(k)} = 0,
E{e*(k)} = )\, och E{e(k)e(j)} =0 da k och j ir olika.
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2. Uttrycket for kovariansmatrisen
Vi noterar forst att

~

0 = [@70] 'Y = [0 ] ' DT (D0, + e) = [@T D] DT DY, + [®T D] dTe
0, + [®T ) 'dTe

vilket betyder att § — 6, = [®T®]"'®Te. Vi har ocksa att E{d} = 6,.
Kovariansmatrisen kan nu berdknas enligt

covl = E{(0—0,)0—0,)"} = E{[®7®] 0 e([dT D] dTe)"}
= E{[@79] "0 eeT P[0T @]}

Genom att utnyttja A3 behover vi bara beriikna vintevirdet for F{ee™} =
E{le(1); ...e(N)]T[e(1); ...e(N)]}. Eftersom bruset antas vara vitt blir
denna matris en diagonalmatris dir alla diagonalelementen har virdet .
Alltsa dr E{eeT} = Al dér I betecknar enhetsmatrisen. Sammanfattnings-
vis fas

covl = [®TD] BT AIB[DT ]! = N[BT D] BT B[BT ]! = A[®T D]

3. Utgar.

Kommentarer:

e Notera att antagande Al innebér att systemet som genererat data och
var modell har samma struktur (¢(k) dr densamma). Till exempel om
modellen ar en linjir trend antar vi att det system som genererat dataserien
ocksa &r en linjér trend (men med en additiv term av vitt brus).

e Signalen e(k) in (81 representerar typiskt métbrus (brus fran givare)
och/eller brus fran systemet (t ex via ométbara storningar som paverkar
systemets utsignal)

e Kovariansmatrisen P kan skattas fran métdata. Detta kan goras med
P=X\o"®)"!

dir A fas fran (810). Skattningen av P kan anvéndas i uttrycken nedan
(vilket gors i praktiken) Detta betyder att vi kan ge de skattade paramet-
rarna ett "kvalitetsmatt”.

e For den skattade parametern 6; (i = 1, 2,... n)) giller att varf(i) =
P(i,4). Variansfelet for varje skattad parameter fas alltsa fran diagonale-
lementen i P.
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e Om bruset e har en Gaussisk férdelning kommer dven f att var Gaussisk
0 € N(6,, P)

and )
0(z) — 0
00 — %W ¢ wrpo,1)
P(i,i)
Vi kan nu enkelt berdkna konfidensintervall som med viss sannolikhet (kon-
fidensniva) anger ett intervall dir skattningen finns. Se statistikkursen for

detaljer.

e Det gar att generalisera resultatet ovan for fallet att bruset ar fargat (icke-
vitt).

8.4.2 Noggrannhet for en skattad forsta ordningens FIR-
modell

Betrakta foljande modell
y(k) = bu(k)

som motsvarar ¢(k) = wu(k) och § = b. Antag foljande data ar uppmétt,
y(1),u(l), ... y(N),u(N). Minstakvadratskattningen ges av

0 = D ek ()™ elk)y(k)
= DR ulk)y(k) = >l u2 Zu

o A
Sy u2(k)
Variansfelet minskar om

1. Antalet data N oOkar,
eller

2. Insignalens energi (amplitud) okar,
eller

3. Brusnivan A\ minskar.

Aven for mera komplexa modeller paverkas skattningen kvalité av av ovanstaende
faktorer.
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8.4.3 Asymptotisk noggrannhet for FIR-modeller

I vissa fall ar antalet data NV stort. Det forenklar ofta analysen att studera fallet
N — o0. Vi kan skriva kovariansmatrisen (se Teorem 2) som

N N
_ ) T
P=cov=M\d )" Z o(k N Z o(k

k=1 k=1

(8.11)
vilket ger
A A

P — N[R]_l = N[E{(p(t)goT(t)}]_l da N — oo (8.12)

For en FIR modell dr p(k) = (u(k) u(k —1)...u(k —n))T. Vi ser da att
elementen i R = E{p(k)p T( )} kommer att innehalla olika kombinationer
E{u(k)u(k— 7')}, 7=1,2,...,n. Om E{u(k)} = 0, svarar detta mot kovarians-
funktionen av u(k).

8.5  Val av modellstruktur och modellordning

En mycket viktig fraga vid all typ av empirisk modellering ar valet av modell-
struktur (regressionsvektor) och modellordning (antal parametrar i modellen).
Hér ska vi bara ge nagra korta kommentarer (och ldmna detaljer till kommande
kurser).

Nar det géller val av modellstruktur finns tva mojligheter:

1. Anvand fysikalisk insikt dvs utnyttja eventuell kunskap om systemet for
att fa ledtrad om modellstrukturen.

2. Prova olika modellstrukturer och vilj den modellstruktur som ”bast” kan
beskriva datasetet.

Vi behover ocksa bestdmma modellordningen n=dim 6. Héar behovs statistiska
tester (ett flertal tester finns) kombinerat med sunt fornuft. Notera att det inte
ar en bra ide att forsoka hitta den modellordning som minimerar forlustfunktio-
nen (84). Detta eftersom forlustfunktionen minskar (eller i varje fall inte 6kar)
med 6kad modellordning. Nedan ges tva exempel pa tester som kan anvindas
for att bestimma modellordningen:

2For en tidsdiskret stokastisk stationér (de statistiska egenskaper forindras inte 6ver tiden)
process w(k) med medelvirde Fw(k) = 0 ges kovariansfunktionen av

Ry,(7) = B{w(k + 1w(k)} 7=0,1,2
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1. Utvdrdera de olika modellerna for en ny dataserie som inte anvints for
kalibrering. Vilj den modellordning (man kan naturligtvis ocksa testa mo-
dellstrukturer) som ger det lagsta prediktionsfelet pa det “farska” datase-
tet. Denna metodik kallas for korsvalidering och &r en mycket vanlig och
tilltalande metod. Den enda nackdelen ar att vi maste reservera en del
av datasetet for modelljamforelsen och dirmed kan vi inte anvinda all
tillgdnglig data for kalibreringen.

2. Anvand ett kriterium som straffar antalet parametrar i modellen. Ett ty-
piskt kriterium kan se ut som

M.

2

(14303 elh)
k=1

Man forsoker att hitta den modellordning n som minimerar kriteriet.

Avslutningsvis vill vi ndmna att empiriskt modellbygge i stora delar &r en iterativ
process dir en god programvara som stodjer alla faser i modelleringen &r viktigt.
En av de mest spridda programpaketen &r System Identification Toolbox (SITB)
som anvinds tillsammans med Matlab. Programpaketet bestar av en samling
med m-filer kopplat till ett grafiskt anvindargranssnitt.

8.6 Kommentarer

Detta kapitel har gett en 6versikt av nagra olika metoder for att skatta dyna-
miska system fran métdata "data driven modelling”). Vi har presenterat nag-
ra vanliga icke-parametriska metoder samt minstakvadratskattning av linjara
regressionsmodeller (en parametrisk metod). Vi har &dven kort diskuterat det
viktiga fragan att hitta en trovirdig modell ("modellvalidering”). Den metodik
som presenterats hér ger en inblick i den mycket omfattande metodik och analys
som finns inom empirisk modellering (systemidentifiering).
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APPENDIX A

8.7 Lite matrisalgebra och bevis av minstakvadrat-
metoden
Nagra viktiga resultat
e For en symmetrisk matris P giller att P = PT
o (AB)T = BTAT
e For en positive definit matris P (skrivs ofta som P > 0) géller bland annat:

— 2T Pz > 0 for alla x > 0.

— Alla egenvirden till P ar store dn noll.
— det P >0

Deriveringsregler da u ar en kolumnvektor och P en matris:

diuTPu = 2u'P om P symmetrisk
u

izTPu = 2P 2z = kolumnvektor
du

iuTPz = ApT

du

Vi ger nedan en alternative harledning av minstakvadratskattningen dir ma-
trisalgebra anvinds.

Forlustfunktionen kan skrivas som
V()= (Y -30)"(Y —®0) =YY —YT®0 — 070"V + 670" d0
Genom att anvdnda ridknereglerna ovan for derivering fas

dv(0)

— = —YT® - YT + 207070 = 2(70Td — YT D)

Vi sétter nu transponatet av gradienten till noll

a7

Minstakvadratskattningen ges saledes av

6=[070]'d"Y
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8.8

APPENDIX B

Nagra grundliggande statistiska begrepp

Fordelningsfunktion for den stokastiska variabeln (s.v.) X definieras enligt
Fx(z) = P(X < z), dvs sannolikheten att den s.v. X &r mindre &n eller
lika med talet .

Tathetsfunktion fx(z) = derivatan av fordelningsfunktionen. Vi har att
b
Pla<X <b)= / Fr(k)dt

Normalférdelning X € N(m, A) har tdthetsfunktionen

1 2
_ —(z—m)?/(2X)
xTr) = e
fx(@) V2T A

dar m =medelvardet och A\ =variansen.

Om fxy(z,y) = fx(z)fy(y) &r de s.v. X och Y oberoende.

Vintevirde (medelviirde): m = E{X} = [*_afx(x)dz. E &r en linjir
operator: E{aX + b} = aFE{X} + .

Variandd: V(X) = FE{(X —m)?}. Vi har
V(X) = E{X?} - (B{X})’
V(eX +b) = a*V(X)
Kovarians: Cov(X,Y) = E{(X —mx)(Y —my)}.

Om Cov(X,Y) =0 ar X och Y okorrelerade. Notera att oberoende medfor
okorrelerade (men inte tvéirtom).

3Standardavvikelse dr kvadratroten av variansen.
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APPENDIX C

8.9 Nagot om parameterskattningar (punktskatt-
ning)

e Om X,,... Xy dr oberoende och normalférdelade s.v. N(m, \) sa ar {ol-
jande skattning av medelvardet

1 N
Ao - XZ
i N;

normalférdelad och vintevirdesriktig dvs E{m} = m. Skattningens vari-

ans ges av V(i) = %.

o Lat é(N ) vara en skattning av den okénda parametern 6, givet N stycken
observationer. Foljande definitioner ar centrala:

— Skattningens bias ges av b = E{(N)} — 0,

— Skattningens varians v = E{(A(N) — E{(N)})?}

— Medelkvadratfelet] MSE= v + 2

— Asymptotisk viinteviirdesriktig: E{#(N)} — 6, da N — oc.
— Konsistens: E{(A(N) — 6,)2} — 0 da N — oc.

e Flerdimensionella s.v. Lat X = [X, Xo,..., X,,]T vara en n-dimensionell
s.v. D& ges viintevirdet av m = E{X} = [EX,,EX,,..., EX,]|T. Kova-
rianvariansmatrisen definieras V(X) = E{(X — m)(X — m)T} vilket &r
en symmetrisk och positiv semidefinit n|n matris. Om Y = ¢ + AX &r
E{Y} =c+ AE{X} och Vy = AV(X)AT,

En linjarkombination av en n-dimensionell normalférdelad s.v dr ocksa
normalfordelad.

‘Engelska: MSE-Mean Squared Error
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