4 Rakneovningar till kapitel 4 i kompendiet

4.1

Ta fram &verforingsfunktionen for féljande differensekvation
y(k) —2y(k — 1) = bu(k — 2) + 2u(k — 3)
Bestam systemets poler och nollstillen samt undersék om systemet ar stabilt.

4.2

Bestam differensekvationen for ett system med overforingsfunktionen

Y(2) (z+1)2
U(z)  (z—0.5)(z+0.2)

4.3

Foljande tidsdiskreta system ar givet:
y(k) = u(k — 2) + 3u(k — 3)

Ange hur y(k) da ser ut da u(k) =1, k=0,1,2.... (1at u(k) = 0,k < 0 samt
y(0) = 0). Ta fram systemets overforingsfunktion och bestdm dess statiska

forstarkning. JAmfor den statiska forstarkningen med vad y(k) blir for stora
k.

4.4

Ett tidsdiskret system med 6verforingsfunktion H(z), har poler i 0.5 och 0.2
samt ett nollstélle i 0.8. Vidare vet man att H(1) = 1. Bestdm polynomen

A(z) och B(z) i uttrycket H(z) = zgg




4.5
Betrakta foljande tidsdiskreta system

y(k) =Y h(n)u(k —n)
n=0
a) Visa hur stegsvaret fran systemet kan beréknas fran impulssvaret h(n).

b) Visa att om

Z |h(n)] < oo
n=0

och dessutom |u(k)| < M for alla k s& ar utsignalen begrénsad (dvs systemet
ar insignal-utsignalstabilt).

4.6
Betrakta foljande tidsdiskreta overforingsfunktion
b
H(z) = —
(2) 1—az!

dér |a|] < 1 (vilket innebér att systemet ar stabilt). Visa att systemet har ett
oandligt impulssvar och bestdm impulssvaret (impulssvarskoefficienterna).

Ledning: Utnyttja serieutvecklingen (den geometriska serien) l%c = E;’io(c)J
med ¢ = az"!.

4.7
En differensbildning kan skrivas
y(k) = w(k) —u(k - 1)

a) Vad blir utsignalen stationért om insignalen &r en konstant? Som en
jamforesle, ta fram systemets 6verforingsfunktion H(z) och bestdm H(1).

b) Ta fram frekvensfunktionen H (™) for differensbildaren. Skissa amp-
litudkurvan |H (e™| for w = 0 till w = 7.

4.8

Polerna for foljande tidsdiskret system
Kz?
22 — 2abz + b?
didr —1 < a <1 och |b| < 1 ska undersokas. Visa att polradien (avstandet

fran origo till respektive pol) ges av b, samt att vinkeln ¢ fran positiva reella
axeln till respektive pol ges av a = cos ¢.

H(z) =



4.9

Enligt uppgiften ovan kan vi skriva ett andra ordningens tidsdiskret system
med komplexa poler som

Kz?
22 — 2r cos(d)z + 2

H(z) =
dér r ar polradien och ¢ ar "polvinkeln”.

a) I figur 1 visas stegsvaret for 3 olika system (i alla tre fallen har K valts
sd att den statiska forstarkningen &r ett):
1) r=0.9, ¢ = 0.46 [rad]
2) r=0.9, ¢ =1.11 |rad|
3) r=0.8, ¢ = 0.46 [rad]

Ange vilket system som hor till vilket stegsvar.
Ledning: Polvinkeln avgor frekvensen pé oscillationerna, ju storre polvinkel
ju hogre frekvens.

b) Figur 2 visar bodediagrammen for de tre systemen. Kombinera ihop
réitt system till ratt bodediagram. Tips: Enklast dr att anvdnda informatio-
nen fran amplitudkurvorna (Magnitude).
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Figur 1: Stegsvar for de tre systemen
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Figur 2: Bodediagram for de tre systemen
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Losningar/svar

4.1

Vi far direkt
527242273

H(z) = ——5 =

for att berdkna poler och nollstéllen méaste 6verforingsfunktionen skrivas som
polynom i z och inte z~'. Vi méaste multiplicera tiljare och nimnare med
23 vilket ger:

5z 42

C 22(2-2)

Nollstéllen: z=-2/5, Poler; z=0 (dubbelpol), z=2. Ej stabilt ty en pol utanfor
enhetscirkeln.

H(z)

4.2

Vi skriver om Overforingsfunktionen som

2242241

H(z) = 2 +T227
(?)= 303 —o1

vilket ger
(22 =032 = 0.1)Y (2) = (22 + 22 + 1)U (2)
I tidsdoménen fas
y(k+2) —03y(k+1) —0.1y(k) = u(k +2) + 2u(k + 1) + u(k)
Detta kan (dock inget krav i denna uppgift) ocksé skrivas

y(k) — 0.3y(k — 1) — 0.1y(k — 2) = u(k) + 2u(k — 1) + u(k — 2)

4.3

Fran differensekvationen far vi direkt y(0) = y(1) = 0, y(2) = 1, samt
y(k) = 4 for k > 2. Systemet har éverforingsfunktionen H(z) = 272 + 3273
och vi far H(1)—4 vilket som véntat dr det stationdra virdet for y(k) da
insignalen ar ett enhetssteg.



4.4

Overféringsfunktionen far formen

K(z-0.8)
(z—0.5)(z —0.2)

H(z)=

dér vi bestammer K s& att H(1) = 1 vilket ger K = 2. De sokta polynomen
blir B(z) = 2z — 1.6, A(z) = 22 — 0.7z + 0.1.

4.5

a) Genom att sitta u(k) =1, k > 0 far vi direkt att

dvs stegsvaret blir en successiv summering av impulssvaret. Jamfor med upp-
gift 4.4!

b) Vi far
ly(k)| =1 h(n)u —n|<ZIh )[u(k —n|<MZIh
n=0

och utsignalen &r alltsd begransad om Y 7 |h(n)| < oco.

4.6

0.9

— _ k_—k

H(z) = 1—az1_ Z —Zbaz
k=0 k=0

Alltsa &r impulssvaret h(k) = bak, k = 0,1,2.... (Vi ser hiir ocksi att |a]

maste vara mindre &n 1 for att h(k) - 0 dad k — 00.)

4.7

a) Om insignalen u(k) = wu, fas (stationért, i detta fall for y(k), &k > 1)
y(k) = 0. Vi har att H(z) =1 — 271, och H(1) = 0 vilket alltsa siiger att
den statiska forstéarkningen &r 0.

b) Frekvensfunktionen ges av H(e*’) = 1—e~*. Beloppet blir: |H (e*|) =
|1 — cos(w) + isin(w)| = /2(1 — cos(w).
(Notera att |H(e%9)| = 0.)
OBS- skiss av amplitudkurvan saknas i denna version av facit.



4.8

Polerna ges av

z12 =ab*Va?b? -2 =bla+iv1—a?)

dér vi med enkla rikningar ser att polradien (|z|) &r b, vinkeln mellan positiva
reella axeln och en av polerna ( ta ex polen i b(a+iv'1 — a?) ges av cos(¢) = a
(notera att for den andra polen fas cos(—¢) = cos(¢p) = a).

4.9

a) Den undre figuren har det mest vilddmpade stegsvaret vilket motsvarar
poler ndrmast origo = System nr 3.

Den 6versta figuren har hogre frekvens pa oscillationerna &n de i den mellers-
ta figuren, alltsé har systemet i den Gversta figuren den storsta polvinkeln =
Oversta figuren ges av system nr 2 (och den mellersta saledes av system nr 1).

b) En resonanstopp ger ett oscillativt system (svarar mot poler nira
enhetscirkeln), resonanstoppens lige svarar mot frekvensen pa oscillationen.
Alltsé: system 1 svarar mot den heldragna kurvan, system 2 svarar mot den
prickade kurvan, och system 3 svarar mot den stjarnmarkerade kurvan.



