
4 Räkneövningar till kapitel 4 i kompendiet
4.1Ta fram överföringsfunktionen för följande di�erensekvationy(k)� 2y(k � 1) = 5u(k � 2) + 2u(k � 3)Bestäm systemets poler oh nollställen samt undersök om systemet är stabilt.4.2Bestäm di�erensekvationen för ett system med överföringsfunktionenH(z) =

Y (z)U(z)
=

(z + 1)2

(z � 0:5)(z + 0:2)4.3Följande tidsdiskreta system är givet:y(k) = u(k � 2) + 3u(k � 3)Ange hur y(k) då ser ut då u(k) = 1; k = 0; 1; 2:::. (låt u(k) = 0; k < 0 samty(0) = 0). Ta fram systemets överföringsfunktion oh bestäm dess statiskaförstärkning. Jämför den statiska förstärkningen med vad y(k) blir för storak.4.4Ett tidsdiskret system med överföringsfunktion H(z), har poler i 0.5 oh 0.2samt ett nollställe i 0.8. Vidare vet man att H(1) = 1. Bestäm polynomenA(z) oh B(z) i uttryket H(z) = B(z)A(z)
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4.5Betrakta följande tidsdiskreta systemy(k) =

1Xn=0

h(n)u(k � n)a) Visa hur stegsvaret från systemet kan beräknas från impulssvaret h(n).b) Visa att om 1Xn=0

jh(n)j <1oh dessutom ju(k)j < M för alla k så är utsignalen begränsad (dvs systemetär insignal-utsignalstabilt).4.6Betrakta följande tidsdiskreta överföringsfunktionH(z) =
b

1� az�1där jaj < 1 (vilket innebär att systemet är stabilt). Visa att systemet har ettoändligt impulssvar oh bestäm impulssvaret (impulssvarskoe�ienterna).Ledning: Utnyttja serieutveklingen (den geometriska serien) 1
1� =

P1j=0()jmed  = az�1.4.7En di�erensbildning kan skrivasy(k) = u(k)� u(k � 1)a) Vad blir utsignalen stationärt om insignalen är en konstant? Som enjämföresle, ta fram systemets överföringsfunktion H(z) oh bestäm H(1).b) Ta fram frekvensfunktionen H(ei!) för di�erensbildaren. Skissa amp-litudkurvan jH(ei! j för ! = 0 till ! = �.4.8Polerna för följande tidsdiskret systemH(z) =
Kz2z2 � 2abz + b2där �1 � a � 1 oh jbj � 1 ska undersökas. Visa att polradien (avståndetfrån origo till respektive pol) ges av b, samt att vinkeln � från positiva reellaaxeln till respektive pol ges av a = cos �.2



4.9Enligt uppgiften ovan kan vi skriva ett andra ordningens tidsdiskret systemmed komplexa poler somH(z) =
Kz2z2 � 2r cos(�)z + r2där r är polradien oh � är �polvinkeln�.a) I �gur 1 visas stegsvaret för 3 olika system (i alla tre fallen har K valtsså att den statiska förstärkningen är ett):1) r = 0:9, � = 0:46 [rad℄2) r = 0:9, � = 1:11 [rad℄3) r = 0:8, � = 0:46 [rad℄Ange vilket system som hör till vilket stegsvar.Ledning: Polvinkeln avgör frekvensen på osillationerna, ju större polvinkelju högre frekvens.b) Figur 2 visar bodediagrammen för de tre systemen. Kombinera ihoprätt system till rätt bodediagram. Tips: Enklast är att använda informatio-nen från amplitudkurvorna (Magnitude).
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Figur 1: Stegsvar för de tre systemen3
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Lösningar/svar
4.1Vi får direkt H(z) =

5z�2 + 2z�3

1� 2z�1för att beräkna poler oh nollställen måste överföringsfunktionen skrivas sompolynom i z oh inte z�1. Vi måste multipliera täljare oh nämnare medz3 vilket ger: H(z) =
5z + 2z2(z � 2)Nollställen: z=-2/5, Poler; z=0 (dubbelpol), z=2. Ej stabilt ty en pol utanförenhetsirkeln.4.2Vi skriver om överföringsfunktionen somH(z) =

z2 + 2z + 1z2 � 0:3z � 0:1vilket ger
(z2 � 0:3z � 0:1)Y (z) = (z2 + 2z + 1)U(z)I tidsdomänen fåsy(k + 2)� 0:3y(k + 1)� 0:1y(k) = u(k + 2) + 2u(k + 1) + u(k)Detta kan (dok inget krav i denna uppgift) okså skrivasy(k)� 0:3y(k � 1)� 0:1y(k � 2) = u(k) + 2u(k � 1) + u(k � 2)4.3Från di�erensekvationen får vi direkt y(0) = y(1) = 0, y(2) = 1, samty(k) = 4 för k > 2. Systemet har överföringsfunktionen H(z) = z�2 + 3z�3oh vi får H(1)=4 vilket som väntat är det stationära värdet för y(k) dåinsignalen är ett enhetssteg. 5



4.4Överföringsfunktionen får formenH(z) =
K(z � 0:8)

(z � 0:5)(z � 0:2)där vi bestämmer K så att H(1) = 1 vilket ger K = 2. De sökta polynomenblir B(z) = 2z � 1:6, A(z) = z2 � 0:7z + 0:1.4.5a) Genom att sätta u(k) = 1; k � 0 får vi direkt atty(k) =

kXn=0

h(n)dvs stegsvaret blir en suessiv summering av impulssvaret. Jämför med upp-gift 4.4!b) Vi fårjy(k)j = j 1Xn=0

h(n)u(k � n)j � 1Xn=0

jh(n)jju(k � n)j �M 1Xn=0

jh(n)joh utsignalen är alltså begränsad om P1n=0 jh(n)j <1.4.6 H(z) =
b

1� az�1
= b 1Xk=0

(az�1)k =

1Xk=0

bakz�kAlltså är impulssvaret h(k) = bak; k = 0; 1; 2 : : :. (Vi ser här okså att jajmåste vara mindre än 1 för att h(k) ! 0 då k !1.)4.7a) Om insignalen u(k) = uo fås (stationärt, i detta fall för y(k), k > 1)y(k) = 0. Vi har att H(z) = 1 � z�1, oh H(1) = 0 vilket alltså säger attden statiska förstärkningen är 0.b) Frekvensfunktionen ges avH(ei!) = 1�e�i! . Beloppet blir: jH(ei!j) =j1� cos(!) + i sin(!)j =
p

2(1 � cos(!).(Notera att jH(ei�0)j = 0.)OBS- skiss av amplitudkurvan saknas i denna version av fait.6



4.8Polerna ges av z1;2 = ab�pa2b2 � b2 = b(a� ip1� a2)där vi med enkla räkningar ser att polradien (jzj) är b, vinkeln mellan positivareella axeln oh en av polerna ( ta ex polen i b(a+ip1� a2) ges av cos(�) = a(notera att för den andra polen fås cos(��) = cos(�) = a).4.9a) Den undre �guren har det mest väldämpade stegsvaret vilket motsvararpoler närmast origo ) System nr 3.Den översta �guren har högre frekvens på osillationerna än de i den mellers-ta �guren, alltså har systemet i den översta �guren den största polvinkeln)Översta �guren ges av system nr 2 (oh den mellersta således av system nr 1).b) En resonanstopp ger ett osillativt system (svarar mot poler näraenhetsirkeln), resonanstoppens läge svarar mot frekvensen på osillationen.Alltså: system 1 svarar mot den heldragna kurvan, system 2 svarar mot denprikade kurvan, oh system 3 svarar mot den stjärnmarkerade kurvan.
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