
6 Räkneövningar till kapitel 6 i kompendiet6.1Skriv systemen nedan på tillståndsform. Antag att u är insignal o
h y utsig-nal.a) ÿ(t) + y(t) = u(t)b)
2ÿ(t) + 3ẏ(t)� 5u(t) = 0
)

4v̇(t) + 5v(t) = 2u(t)ẏ(t) + 2y(t) = 5v(t)d) v̇(t) + 2v(t) = 3u(t)ÿ(t) + 7ẏ(t) + 4y(t) = 5v(t)e) y(3) + ÿ(t) + 3ẏ(t) + 4y(t) = 2u(t)6.2Representera de system vars överföringsfunktioner är givna nedan på till-ståndsform med hjälp av diagonalformen.a) G(s) =
4s + 8

2s2 + 6s + 4b) G(s) =
3

(s + 2)(s + 4)
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6.3En viss första ordningens pro
ess som beskriver vatten�öde genom en ventilkan beskrivas med insignal/utsignalsambandetY (s) =
4

1 + 2sZ(s)där y(t) är vatten�ödet genom ventilen o
h z(t) är ventilens öppningsarea.Ventilens öppningsarea kan i sin tur o
kså representeras som en första ord-ningens pro
ess för vilken det gäller attZ(s) =
1:5

1 + 0:5sU(s)där u(t) är spänningen till den motor som öppnar o
h stänger ventilen.a) Vad är överföringsfunktionen mellan spänningen till motorn o
h vat-ten�ödet genom ventilen?b) Ställ upp en tillståndsmodell där de fysikaliska modellstorheterna ärtillstånd (u insignal o
h y utsignal).
) Ställ upp en tillståndsmodell för en tillståndsmodell på diagonalform(u insignal o
h y utsignal).6.4Ett system på tillståndsform är givet:ẋ =

� �2 1
0 �3

�x +

�
1
1

� uy = (�1 2)xTag fram överföringsfunktionen mellan u o
h y.6.5Beräkna poler o
h nollställen till systemetẋ =

�
1 �1
2 1

�x +

�
1
0

� uy =
�

1 1
�x2



6.6Följande kopplade di�erentialekvationer beskriver ett dynamiskt system:ẋ(t) + x(t) = u(t)ẏ(t)� y(t) + 2x(t) = u(t)a) Formulera en tillståndsmodell med u som insignal o
h y som utsignal.Tag fram överföringsfunktionen från u till y.b) Analysera systemets stabilitet dels utifrån tillståndsmodellen o
h delsfrån överföringsfunktionen. Försök förklara skillnaden i resultaten.6.7Ett andra ordningens system på tillståndsform kan beskrivas på enligtẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)y(t) = Cx(t)Man vet att systemets impulssvar är y(t) = sin t. Vidare gäller att ẋ1(t) =x2(t). Bestäm (i den mån det är möjligt) matriserna A, B o
h C.Tidsdiskreta tillståndsmodeller6.8Ett tidsdiskret system har följande tillståndsbeskrivning�x1(k + 1)x2(k + 1)

�
=

�
0:1 0:6325
0 0:8 � �x1(k)x2(k)

�
+

�
0
2

�u(k)y(k) =
��0:6325 1

� �x1(k)x2(k)

�Bestäm motsvarande överföringsfunktion H(z).6.9Undersök om följande två tillståndsmodeller beskriver samma tidsdiskretasystem (dvs bestäm överföringsfunktionen för de båda modellerna):Modell 1: �x1(k + 1)x2(k + 1)

�
=

��a1 �a2

1 0

� �x1(k)x2(k)

�
+

�
1
0

�u(k)y(k) =
�b1 b2

� �x1(k)x2(k)

�3



Modell 2: �x1(k + 1)x2(k + 1)

�
=

��a1 1�a2 0

� �x1(k)x2(k)

�
+

�b1b2

� u(k)y(k) =
�
1 0

� �x1(k)x2(k)

�6.10Bestäm tillståndsmodellen för följande di�erensekvationy(k + 3) = �a1y(k + 2)� a2y(k + 1) � a3y(k) + bu(k)om följande tillståndsvariabler används x1(k) = y(k), x2(k) = y(k + 1),x3(k) = y(k + 2).6.11Ett tidsdiskret system (utan insignal) har följande tillståndsbeskrivning�x1(k + 1)x2(k + 1)

�
=

�a1 0
0 a2

� �x1(k)x2(k)

�Bestäm tillståndsvektorn x(k) uttry
kt i begynnelsevärdet x(0) samt a1 o
ha2.
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Lösningar/svar
6.1a) Låt t ex x1(t) = y(t)x2(t) = ẏ(t)Vilket ger ẋ(t) =

�
0 1�1 0

� x(t) +

�
0
1

�u(t)y(t) =
�
1 0

�x(t)b) Låt t ex x1(t) = y(t)x2(t) = ẏ(t)Vilket ger ẋ(t) =

�
0 1
0 �3

2

� x(t) +

�
0
5
2

�u(t)y(t) =
�
1 0

�x(t)
) Låt t ex x1(t) = v(t)x2(t) = y(t)Vilket ger ẋ(t) =

��5=4 0
5 �2

�x(t) +

�
1=2
0

�u(t)y(t) =
�
0 1

�x(t)d) Låt t ex x1(t) = v(t)x2(t) = y(t)x3(t) = ẏ(t)5



Vilket ger ẋ(t) =

24�2 0 0
0 0 1
5 �4 �7

35x(t) +

243
0
0

35u(t)y(t) =
�
0 1 0

�x(t)e) Låt t ex x1(t) = y(t)x2(t) = ẏ(t)x3(t) = ÿ(t)Vilket ger ẋ(t) =

24 0 1 0
0 0 1�4 �3 �1

35x(t) +

240
0
2

35u(t)y(t) =
�
1 0 0

�x(t)6.2a) G(s) =
4s + 8

2s2 + 6s + 4
=

4s + 8

(s + 1)(s + 2)
=

2s + 1
+

0s + 2Tillståndsmodell på diagonalform:ẋ(t) =

��1 0
0 �2

�x(t) +

�
2
0

� u(t)y(t) =
�
1 1

�x(t)Notera att in-utsignalsambandet skulle kunna beskrivas med en förstaordningens tillståndsmodell.b) G(s) =
3

(s + 2)(s + 4)
=

3=2s + 2
� 3=2s + 4Tillståndsmodell på diagonalform:ẋ(t) =

��2 0
0 �4

� x(t) +

�
3=2�3=2

�u(t)y(t) =
�
1 1

�x(t)6



6.3a) Y (s) =
4

1 + 2s 1:5
1 + 0:5sU(s) =

6

(1 + 2s)(1 + 0:5s)U(s) =
6

(s + 0:5)(s + 2)
U(s)Överföringsfunktionen är alltsåG(s) =

6

(s + 0:5)(s + 2)b) Låt x1(t) = y(t)x2(t) = z(t)Invers Lapla
etransformering av de båda sambanden ger tillståndsmo-dellen ẋ(t) =

��1=2 2
0 �2

�x(t) +

�
0
3

� u(t)y(t) =
�
1 0

�
) G(s) =
6

(s + 0:5)(s + 2)
=

4s + 0:5 � 4s + 2Tillståndsmodellen på diagonalform blirẋ(t) =

��1=2 0
0 �2

�x(t) +

�
4�4

�u(t)y(t) =
�
1 1

�Observera att de båda tillståndsmodellerna i b) o
h 
) svarar mot sammain-utsignalsamband.6.4 ẋ(t) =

� �2 1
0 �3

�x(t) +

�
1
1

�u(t)y(t) = (�1 2)x(t)Överföringsfunktionen ges avG(s) = C(sI �A)�1B7



(sI �A) =

� s + 2 �1
0 s + 3

�
(sI �A)�1 =

1

(s + 2)(s + 3)

� s + 3 1
0 s + 2

�G(s) =
1

(s + 2)(s + 3)
(�1 2)

� s + 3 1
0 s + 2

��
1
1

�
=

s
(s + 2)(s + 3)6.5Svar: Poler: 1� ip2. Nollställen: �1.6.6a) Låt x1(t) = x(t)x2(t) = y(t)vilket ger tillståndsmodellenẋ(t) =

��1 0�2 1

�x(t) +

�
1
1

�u(t)y(t) =
�
0 1

�Överföringsfunkionen från U(s) till Y (s) ges av G(s) = C(sI �A)�1Bvilket med de givna matriserna blirG(s) =
�
0 1

���s 0
0 s�� ��1 0�2 1

���1 �
1
1

�
=

=
�
0 1

� �s + 1 0
2 s� 1

��1 �
1
1

�
=

s� 1

(s + 1)(s� 1)
=

1s + 1b) Stabiliteten hos tillståndsmodellen bestäms av polerna som ger det(sI�A) = 0, vilket i detta fall blir s = 1 o
h s = �1 som alltså motsvararett instabilt system.Stabiliteten hos in-utsignalsambandet ges av polerna till överförings-funktionen mellan U(s) o
h Y (s), dvs s = �1 o
h in-utsignalsambandetär därmed stabilt.Tillståndsmodellen är en intern representation av systemet där samtli-ga poler ingår. Överföringsfunktionen beskriver barasambandet mellanin o
h utsignal. Polen i vänster halvplan motsvarar alltså det instabila8



tillståndet x1, men denna instabilitet kommer inte att synas i samban-det mellan in o
h utsignal.Notera: Sambandet mellan in o
h utsignal skulle även här kunna skri-vas som en 1:a ordningens tillståndsmodell.6.7Lösningen till en modell på tillståndsform kan skrivasy(t) = L�1fC(sI �A)�1BU(s)gDå u(t) är en impuls är U(s) = 1 o
h lösningen y(t) = sin t, d v sL�1fC(sI �A)�1Bg = sin teller vid Lapla
etransformeringC(sI �A)�1B =
1s2 + 1Systemet är vidare av 2:a ordning, o
h det gäller att ẋ1 = x2. Man kan alltsåansätta A =

�
0 1a1 a2

� ; B =

�
0b2

�C =
�
1 
2

�Man får då
1s2 + 1

= C(sI �A)�1B =
�
1 
2

� � s �1�a1 sa2

��1 �
0b1

�
=

b2
2s + b2
1s2 � a2s� a1Identi�erar vi termvis med högerledet får vi då att följande relationer måstevara uppfyllda: b2
2 = 0b2
1 = 1�a2 = 0�a1 = 1vilket ger att a1 = �1 o
h a2 = 0. De första 2 ekvationerna ovan kan ses somett ekvationssystem med 3 obekanta. Detta har oändligt många lösningar.Välj tillexempel b2 = 1, 
1 = 1 o
h 
2 = 0 för att satis�era ekvationerna.9



6.8Överföringsfunktionen för ett tidsdiskreta systemetx(k + 1) = Fx(k) + Gu(k)y(k) = Hdx(k)är H(z) = Hd(zI � F )�1Gvilket ger H(z) =
��0:6325 1

� �z � 0:1 �0:6325
0 z � 0:8 ��1 �

0
2

�
=

2(z � 0:5)

(z � 0:1)(z � 0:8)
=

2z � 1z2 � 0:9z + 0:08Notera att denna uppgift (pre
is som många andra) kan lösas mha av Matlab.Som ett exempel visas här en Matlab-lösning:>> %Definiera matriserna>> A=[0.1 0.6325; 0 0.8℄; B=[0; 2℄;C=[-0.6325 1℄; D=0;>> sys1=ss(A,B,C,D,-1); %Skapa tidsdiskret tillståndsmodell>> tf(sys1) %Beräkna överföringsfunktionen (Se även help ss, o
h help tf)Transfer fun
tion:2 z - 1------------------z^2 - 0.9 z + 0.08Sampling time: unspe
ified6.9Överföringsfunktionen för båda tillståndsmodellerna ärH(z) =
b1z + b2z2 + a1z + a2(det �nns oändligt många tillståndsbeskrivningar för en överföringsfunktionH(z) eller G(s).) 10



6.10Vi har att x1(k + 1) = y(k + 1) = x2(k), x2(k + 1) = y(k + 2) = x3(k) samtx3(k + 1) = y(k + 3) = �a1x3(k)� a2x2(k)� a3x(k) + bu(k) dvs24x1(k + 1)x2(k + 1)x3(k + 1)

35 =

24 0 1 0
0 0 1�a3 �a2 �a1

3524x1(k)x2(k)x3(k)

35+

240
0b35u(k)y(k) =

�
1 0 0

� 24x1(k)x2(k)x3(k)

356.11Allmänt gäller för lösningen till en tidsdiskret tillståndsmodell attx(k) = F kx(0) +
kXn=1

F k�nGu(n� 1)vilket ger om u(k) = 0 x(k) = F kx(0)Om matrisen F är diagonal fås F k genom att ta diagonalelementen upphöjttill k. Vi får alltså x(k) = F kx(0) =

�ak1 0
0 ak2�x(0)
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