6 Rakneovningar till kapitel 6 i kompendiet

6.1

Skriv systemen nedan pa tillstandsform. Antag att u &r insignal och y utsig-
nal.

a)
§(t) +y(t) = u(t)
b)
24(t) + 3y(t) — 5u(t) =0
c)
40(t) + bu(t) = 2u(t
y(t) + 2y(t) = dSo(t
d)
0(t) + 2v(t) = 3u(t)
G(t) + 7y(t) + 4y(t) = du(t
e)
y® +4i(1) + 34 (t) + 4y(t) = 2u(t)
6.2

Representera de system vars dverforingsfunktioner dr givna nedan pa till-
standsform med hjilp av diagonalformen.

a)
4s + 8
G(s) = 252 +6s+4
b)
Gs) = ——>

(s+2)(s+4)



6.3

En viss forsta ordningens process som beskriver vattenflode genom en ventil
kan beskrivas med insignal /utsignalsambandet

dér y(t) ar vattenflodet genom ventilen och z(t) &r ventilens 6ppningsarea.
Ventilens Oppningsarea kan i sin tur ocksé representeras som en forsta ord-
ningens process for vilken det géller att

1.5

Z(s) = — 2
()= 15059

U(s)
déar u(t) ar spidnningen till den motor som 6ppnar och sténger ventilen.

a) Vad ar overforingsfunktionen mellan spénningen till motorn och vat-
tenflodet genom ventilen?

b) Stéll upp en tillstindsmodell dér de fysikaliska modellstorheterna &r
tillstdnd (u insignal och y utsignal).

c) Stéll upp en tillstandsmodell for en tillstandsmodell pa diagonalform
(u insignal och y utsignal).

6.4

Ett system pa tillstandsform ar givet:

(3 3) )
y=(-1 2z

Tag fram overforingsfunktionen mellan u och y.

6.5

Berékna poler och nollstillen till systemet

Mt

y:[l 1]:v



6.6

Foljande kopplade differentialekvationer beskriver ett dynamiskt system:

(1) + 2(t) = u(t)
g(t) —y(t) + 22(t) = u(t)

a) Formulera en tillstindsmodell med » som insignal och y som utsignal.
Tag fram overforingsfunktionen fran w till y.

b) Analysera systemets stabilitet dels utifran tillstdndsmodellen och dels
fran overforingsfunktionen. Forsok forklara skillnaden i resultaten.

6.7

Ett andra ordningens system pa tillstaindsform kan beskrivas pé enligt

#(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cult)

Man vet att systemets impulssvar ar y(¢) = sint. Vidare giller att i (t) =
x2(t). Bestam (i den mén det ar mojligt) matriserna A, B och C.

Tidsdiskreta tillstandsmodeller

6.8

Ett tidsdiskret system har féljande tillstandsbeskrivning

2] 13 ]
y(k) = [-0.6325 1] [ ]
)-

Bestdm motsvarande overforingsfunktion H(z

6.9

Undersok om foljande tva tillstandsmodeller beskriver samma tidsdiskreta
system (dvs bestam overforingsfunktionen for de bada modellerna):

Modell 1:



Modell 2:

6.10
Bestam tillstandsmodellen for foljande differensekvation
y(k+3) = —ar1y(k +2) —agy(k + 1) — azy(k) + bu(k)
om foljande tillstandsvariabler anvinds z1(k) = y(k), z2(k) = y(k + 1),
z3(k) =y(k+2).

6.11

Ett tidsdiskret system (utan insignal) har f6ljande tillstdndsbeskrivning

Za]-[6 a6

Bestam tillstdndsvektorn z(k) uttryckt i begynnelsevéirdet x(0) samt aq och
as.



Losningar/svar

6.1
a) Lat t ex
21(t) = (0
a(t) = (0
Vilket ger
i)=& |t |
y(t) = [1 0]=(t)
b) Lét t ex
z1(t) = y(t)
raft) = (1)
Vilket ger
i(t) = [8 _1%] :Jc(t)+[
u(® =1 0] ()
¢) Lat t ex
r1(t) = ()
a(t) = (0
Vilket ger
0= 50+ ]
y(t) = [0 1] (1)
d) Lat t ex
r1(t) = ()
z2(t) = y(t)
ra(t) = (1)



Vilket ger

e) Lat t ex
z1(t) = y(t)
o (t) = 4(t)
z3(t) = §(t)
Vilket ger
0 1 0 0
z(t) = |: 0 0 1 ] z(t) + |:0] u(t)
-4 -3 -1 2
y)=[1 0 0]z
6.2
! 45 +8 45 +8 2 0
) = 6t d G2 sl sto

Tillstandsmodell péa diagonalform:

i(t) = [_01 _02] z(t) + m u(t)

y(t)=[1 1]=(t)

Notera att in-utsignalsambandet skulle kunna beskrivas med en forsta
ordningens tillstandsmodell.

b)
3 _3/2 3/2
(s+2)(s+4) s+2 s+4

G(s) =
Tillstandsmodell pa diagonalform:

i(t) = [_02 0 4] o(t) + [ 3?5/22] u(t)

y(6) =1 1)



4 1.5 6 6

Y = 517050 = Ao 10590 ) =

Overforingsfunktionen #r alltsa

6
G —
&) = 505679
b) Lat
z1(t) = y(t)
za(t) = 2(t)
Invers Laplacetransformering av de bada sambanden ger tillstandsmo-
dellen
=172 2 0
z(t) = [ 0 _2] x(t) + [3] u(t)
y(t)=[1 0]
c)
6 4 4

G = GT0ne T2 5105 512

Tillstandsmodellen pé diagonalform blir

O A EURS A 10

y(t) =1 1]

Observera att de bada tillstandsmodellerna i b) och c) svarar mot samma
in-utsignalsamband.

an:(}f_g>an+(}>mn
y(t) = (=1 2)z(t)

Overforingsfunktionen ges av

6.4

G(s)=C(sI - A)™'B

(s +0.5)(s +2)

U(s)



_ 1 s+3 1
- e (0 e )

1

6 =Graery ] 2)<8j53 si2><1>:m

6.5
Svar: Poler: 1 £ iv/2. Nollstillen: —1.

6.6

a) Lat
z1(t) = =(t)
za(t) = y(t)
vilket ger tillstandsmodellen

#(t) = [:; ‘1)] (t) + H u(t)

y(t) =10 1]

Overforingsfunkionen fran U (s) till Y (s) ges av G(s) = C(s[ — A)~'B

vilket med de givna matriserna blir

= ([ -1 ]) [i-
=0 1] [8_2“ 581]_ [ﬂ:(s—i—sl)_(sl—l):s—il—l

b) Stabiliteten hos tillstdndsmodellen bestams av polerna som ger det(sI—
A) = 0, vilket i detta fall blir s =1 och s = —1 som alltsd motsvarar
ett instabilt system.

Stabiliteten hos in-utsignalsambandet ges av polerna till Sverforings-
funktionen mellan U(s) och Y (s), dvs s = —1 och in-utsignalsambandet
ar darmed stabilt.

Tillstandsmodellen ar en intern representation av systemet dér samtli-
ga poler ingér. Overforingsfunktionen beskriver barasambandet mellan
in och utsignal. Polen i vinster halvplan motsvarar alltsi det instabila



tillstandet z1, men denna instabilitet kommer inte att synas i samban-
det mellan in och utsignal.

Notera: Sambandet mellan in och utsignal skulle &ven héir kunna skri-
vas som en l:a ordningens tillstandsmodell.

6.7

Losningen till en modell pa tillstandsform kan skrivas
y(t) = £L7HC(sI - A) " BU(5)}
D& u(t) &r en impuls &r U(s) = 1 och 16sningen y(t) = sint, d v s
L7YC(sT — A)7'B} = sint
eller vid Laplacetransformering

1

C(SI— A)_IB = m

Systemet ar vidare av 2:a ordning, och det géller att £1 = x2. Man kan alltsa
ansatta

Man far da

1
s24+1

~1
e | I A

—a1 Sa b1 2 ass — a1

Identifierar vi termvis med hogerledet far vi da att foljande relationer maste
vara uppfyllda:

bocy =0
bocp =1
—ay =0
—a1 =1
vilket ger att a; = —1 och as = 0. De forsta 2 ekvationerna ovan kan ses som

ett ekvationssystem med 3 obekanta. Detta har odndligt manga l6sningar.
Vilj tillexempel bs = 1, ¢; = 1 och ¢ = 0 for att satisfiera ekvationerna.



6.8

Overforingsfunktionen for ett tidsdiskreta systemet

z(k+1) = Fz(k) + Gu(k)
y(k) = Hqx (k)

ar

H(z) = Hy(2I — F) '@

vilket ger

H(z) = [-0.6325 1] | " —0.6325]‘1 [o]

0 z—0.8 2
2(z — 0.5) 2z -1

 (2-01)(z - 0.8) 22 -0.92+0.08

Notera att denna uppgift (precis som ménga andra) kan 16sas mha av Matlab.
Som ett exempel visas har en Matlab-16sning:

>> JDefiniera matriserna

>> A=[0.1 0.6325; 0 0.8]; B=[0; 2];C=[-0.6325 1]; D=0;

>> sysl=ss(A,B,C,D,-1); %Skapa tidsdiskret tillst&ndsmodell

>> tf(sysl) ¥Berédkna &verforingsfunktionen (Se &ven help ss, och help tf)

Transfer function:
2z -1

z72 - 0.9z + 0.08

Sampling time: unspecified

6.9

Overforingsfunktionen for bada tillstandsmodellerna, dr

b1z + b

H(z)= 2T 2
(2) 224 a1z + as

(det finns oéndligt ménga tillstdndsbeskrivningar for en 6verforingsfunktion
H(z) eller G(s).)

10



6.10

Vi har att z1(k+ 1) = y(k+ 1) = z2(k), x2(k + 1) = y(k + 2) = z3(k) samt
z3(k +1) =y(k+3) = —a123(k) — asxa(k) — asz(k) + bu(k) dvs

.’L‘l(k + 1) 0 1 0 .’L‘l(k) 0
l:m(k—i— 1)] = [ 0 0 ] l:rg(k)] + |:O] u(k)
.’L‘g(k + 1) —a3 —az —a1 .’L‘g(k) b

k
y(k) =[1 0 0] {wz(k
k

—_

6.11

Allméant géller for 16sningen till en tidsdiskret tillstandsmodell att

k
z(k) = F*z(0) + Y FF"Gu(n — 1)

n=1
vilket ger om u(k) =0
z(k) = F*z(0)
Om matrisen F' #r diagonal fas F*¥ genom att ta diagonalelementen upphojt
till k. Vi far alltsé
k

(k) = F*z(0) = [%1 ;),5] 2(0)
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