
7 Räkneövningar till kapitel 7 i kompendiet7.1Givet di�erentialekvationen
ẍ − (0.1 − 10

3
ẋ2)ẋ + x + x2 = 0Inför tillståndsvariablerna x1 = x och x2 = ẋ, och skriv systemet på till-ståndsform. Bestäm de stationära punkterna, linjärisera tillståndsmodellenmkring dessa och undersök de stationära punkternas karaktär (se sid 85-86 ikompendiet). Vad gäller för det olinjära systemet i närheten av jämvikts-punkterna (se sid 86-87 i kompendiet)? Skissa fasplanet.7.2Betrakta systemet

ẋ =

(

−x3

1
+ u

x1

)Skissa fasplanet för u = 0.Ledning: Utnyttja ekvation (7.22) i kompendiet.7.3En bils dynamik kan via Newtons 2:a lag beskrivas med di�erentialekvationen
mv̇(t) = Fd(t) − bv2(t)där v är bilens hastighet, Fd är den dragkraft motorn ger (insignalen) och

bv2(t) är den motkraft som genereras av luftmotståndet (b är här en propor-tionalitetskonstant).a) Linjärisera systemet runt en godtycklig stationär punkt {Fd,0, v0}b) Antag att den konstanta (stationära) insignalen är Fd,0=1. Tag medhjälp av resultatet i a) fram överföringsfunktionen mellan avvikelsenfrån insignalens jämviktsläge och avvikelsen från utsignalens (hastighe-tens) jämviktsläge. Under vilken förutsättning är systemet stabilt närajämviktspunkten? Kan man förvänta sig att detta krav är uppfyllt?
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7.4I processlabben stötte ni på dubbeltankprocessen. I princip kan ett systemav olinjära di�erentialekvationer som beskriver vätskehöjderna i tankarnaskrivas som
ḣ1(t) = − a

A

√

2gh1(t) +
KP

A
u(t)

ḣ2(t) =
a

A

√

2gh1(t) −
a

A

√

2gh2(t)där h1 är vätskehöjden i övre tanken, h2 är vätskehöjden i undre tanken, u(t)är spänningen på den lilla motor som pumpar vatten till övre tanken. Övrigavariabler är konstanter, a/A är kvoten mellan bottenhålets area och tankenstvärsnittsarea (som vi antar vara samma för båda tankarna), KP /A [cm/s/V]är förhållandet mellan en motorkonstant och tankarean, och g är tyngdac-celerationen 981 [cm/s2]. I ett lab-experiment har vi erhållit a/A=0.015 och
KP /A=0.125. Sätter man in dessa värden i modellen ovan får man:

ḣ1(t) = −0.06644
√

h1(t) + 0.125u(t)

ḣ2(t) = 0.0664
√

h1(t) − 0.0664
√

h2(t)a) Antag nu att de tillstånd vi väljer är vätskehöjderna i respektive tank.Tag fram en linjär modell som beskriver systemet (eg avvikelsen frånjmv.punkten x − x0) i ett område runt den stationära punkt som fåsdå insignalen u(t) är konstant 2 V, dvs u = u0 = 2.b) Antag nu att den utsignal vi vill studera är vätskenivåns avvikelse frånjämviktsläget i den undre tanken (y−y0). Tag fram överföringsfunktio-nen från insignalens avvikelse från jämviktspunkten (u−u0) till y−y0.Är systemet stabilt?7.5En olinjär tillståndsmodell ges av
[

ẋ1(t)
ẋ2(t)

]

=

[

−
√

x1(t) + x2(t)
x1(t)u(t) − x2(t)

]

y(t) = x2

1
(t)Då u(t) =konstant= 0.5 har systemet en jämviktspunkt i x1,0 = 4 och

x2,0 = 2. Veri�era detta, och tag sedan fram en linjär modell som beskriversystemet i ett område nära jämviktspunkten. Kan man utifrån denna dranågra slutsatser om hur lösningarna kommer att se ut nära jämviktspunkten,d v s vilken typ av jämviktspunkt det olinjära systemet har?2



Lösningar/svar
7.1

ẍ − (0.1 − 10ẋ2/3)ẋ + x + x2 = 0Inför tillståndsvariablerna x1 = x och x2 = ẋ, samt skriv på tillståndsform
ẋ1 = x2 = f1(x1, x2)
ẋ2 = −x1(1 + x1) + x2(0.1 − 10x2

2
/3) = f2(x1, x2)Bestäm de stationära (singulära) punkterna och deras karaktär, samt skisserafasplanet. (I lösningen nedan betecknas stationära punkter med xo iställetför som i kompendiet xo, detta för att slippa dubbelindex")1. Stationära punkter

f(x◦) = 0 ⇒ x◦
2

= 0 samt x◦
1
(1 + x◦

1
) = 0.

SP I

{

x◦
1

= 0
x◦

2
= 0

, SP II

{

x◦
1

= −1
x◦

2
= 02. Linjärisera kring de stationära punkternaTaylors formel:

f(x) = f(x◦)+
df

dx
(x)

∣

∣

∣

∣

x=x◦

(x−x◦)+o|x−x◦| =
df

dx
(x)

∣

∣

∣

∣

x=x◦

(x−x◦)+o|x−x◦|eftersom f(x◦) = 0. Matrisen df
dx

(x) är funktionen f :s Jacobian. Denhar ij-elementet ∂fi

∂xj
(x)

∂f1

∂x1
= 0 ∂f1

∂x2
= 1

∂f2

∂x1
= −1 − 2x1

∂f2

∂x2
= 0.1 − 10x2

2Gör variabelbytet z = x − x◦ i de olika stationära punkterna.3. SP ILinjär approximation ż = ASP1z, med
ASP1 =

(

0 1
−1 0.1

)3



Matrisen ASP1:s egenvärden ges av
0 = det(λI − ASP1) = λ(λ − 0.1) + 1,dvs

λ = 0.05 ±
√

0.052 − 1Den linjära approximationen har således ett instabilt fokus i SP1 dvs(0,0). För instabila fokus gäller att den olinjära di�erentialekvationenhar samma typ av singularitet som den linjära approximationen (sekursmaterialet). Observera att den linjära approximationen endast gäl-ler nära den stationära punkten.linjär
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4. SP IILinjär approximation ż = ASP2z, med
ASP2 =

(

0 1
1 0.1

)Egenvärden till ASP2,
0 = det(λI − ASP2) = λ(λ − 0.1) − 1

λ = 0.05 ±
√

0.052 + 1, λ1 ≈ −0.95, λ2 ≈ 1.05Den linjäriserade ekvationen har tydligen en sadelpunkt i (-1,0). Dettagäller även för den olinjära ekvationen. Den stabila egenvektorn är (fåst ex från kommandot "eig"i matlab) (1,−0.95), och den instabila är
(1, 1.05).
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5. Långt från stationära punkterHur ser banorna ut på långt avstånd från origo? Bilda derivatan,
dx2

dx1

=
ẋ2

ẋ1

=
−x1(1 + x1) + x2(0.1 − 10x2

2
/3)

x2När x1 är begränsad och x2 → ±∞, så gäller tydligen att ẋ2/ẋ1 → −∞.Alltså blir banorna lodräta när |x2| växer (och även då x2 → 0).5
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7.2Stationära (singulära) punkter ges av x1 = 0, dvs hela x2-axeln, då u = 0.Banorna ges av
dx2

dx1

= − 1

x2

1

⇔ x2 =
1

x1

+ C.
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7.3a)
∆v̇(t) =

−2b

m
v0∆v(t) +

1

m
∆Fd(t) (1)6



där ∆v(t) = v(t) − v0 och ∆Fd(t) = Fd(t) − Fd,0b)
∆V (s) =

1/m

s + 2
√

b/m
∆Fd(s) (2)Asymptotiskt stabil då b > 0 vilket i detta fall alltid bör gälla.7.4a) Sätt h =

[

h1(t) h2(t)
]T . Jämviktshöjderna motsvarande u0 = 2 blir

h1,0 = 14.1 cm och h2,0 = 14.1 cm. Med ∆h(t) = h(t) − h0 kan detlinjariserade systemet skrivas
∆ḣ(t) =





− K

2

√
h1,0

0

K

2

√
h1,0

− K

2

√
h2,0



 ∆h(t) +

[

Km

0

]

∆u(t)där K = 0.06644 och Km = 0.125. Med alla värden insatta blir syste-met
∆ḣ(t) =

[

−0.0088 0
0.0088 −0.0088

]

∆h(t) +

[

0.125
0

]

∆u(t)b) ∆y(t) = ∆h2(t) =
[

0 1
]

∆h(t). Sambandet mellan avvikelse i in ochutsignal fås av ∆Y (s) = C(sI − A)−1B∆U(s). Man erhåller med A,
B och C enligt ovan att

∆Y (s) =
0.0011

s2 + 0.0176s + 7.7441̇0−5
∆U(s) (3)Dubbelpol i λ1,2 = −0.0088 och jämviktspunkten därmed stabil. (Po-lerna för det linjariserade systemet hade också kunnat erhållas direktfrån A-matrisens egenvärden).7.5

ẋ(t) = 0 och insättning veri�erar jämviktspunkterna. Den linjära modellenkan skrivas
∆ẋ(t) =

[

− 1

2
√

x1,0
1

u0 −1

]

∆x(t) +

[

0
x1,0

]

∆u(t)

∆y(t) =
[

2x1,0 0
]

∆x(t)Med värden insatta fås att systemmatrisen A är
A =

[

−0.25 1
0.5 −1

]7



Egenvärdena till denna (polerna till det linjäriserade systemet) ges av poly-nomet (s + 0.25)(s + 1)− 0.5 = 0, d v s s = 0.175 och s = −1.425. Punktenär alltså en sadelpunkt, och lösningarna till det olinjära systemet beter sigdärmed på liknande sätt runt jmv.pktn.
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