7 Raiakneovningar till kapitel 7 i kompendiet

7.1

Givet differentialekvationen
10
i — (0.1 — §¢2)¢+x+x2 =0

Infor tillstdndsvariablerna x1 = x och xo = &, och skriv systemet pa till-
standsform. Bestdm de stationédra punkterna, linjarisera tillstandsmodellenm
kring dessa och undersok de stationdra punkternas karaktér (se sid 85-86 i
kompendiet). Vad géller for det olinjara systemet i narheten av jamvikts-
punkterna (se sid 86-87 i kompendiet)? Skissa fasplanet.

7.2
Betrakta systemet
. < —xi’ +u >
Tr =
Z1
Skissa fasplanet for u = 0.
Ledning: Utnyttja ekvation (7.22) i kompendiet.

7.3

En bils dynamik kan via Newtons 2:a lag beskrivas med differentialekvationen
mo(t) = Fy(t) — bv*(t)

dér v ar bilens hastighet, F; dr den dragkraft motorn ger (insignalen) och
bv?(t) dr den motkraft som genereras av luftmotstandet (b &r hir en propor-
tionalitetskonstant).

a) Linjérisera systemet runt en godtycklig stationér punkt {Fy o, vo}

b) Antag att den konstanta (stationdra) insignalen &r Fyo=1. Tag med
hjalp av resultatet i a) fram 6verforingsfunktionen mellan avvikelsen
fran insignalens jamviktslédge och avvikelsen fran utsignalens (hastighe-
tens) jamviktslige. Under vilken forutsittning &r systemet stabilt néra
jamviktspunkten? Kan man forvinta sig att detta krav ar uppfyllt?



7.4

I processlabben stotte ni pa dubbeltankprocessen. I princip kan ett system
av olinjira differentialekvationer som beskriver vitskehojderna i tankarna
skrivas som

fa(t) = %/ 2ga () + S )
ha(t) = 5/290(8) = 5/ 29ha (1)

dér hy ar viatskehojden i 6vre tanken, ho dr vitskehojden i undre tanken, u(t)
4r spanningen pa den lilla motor som pumpar vatten till 6vre tanken. Ovriga
variabler &r konstanter, a/A ar kvoten mellan bottenhalets area och tankens
tvarsnittsarea (som vi antar vara samma for bada tankarna), Kp/A [cm/s/ V]|
ar forhallandet mellan en motorkonstant och tankarean, och g ar tyngdac-
celerationen 981 [cm/s?]. I ett lab-experiment har vi erhallit a/A=0.015 och
Kp/A=0.125. Sétter man in dessa virden i modellen ovan far man:

hi(t) = —0.06644+/hy (t) 4 0.125u(t)
ho(t) = 0.0664+/h (t) — 0.06641/ha(t)

a) Antag nu att de tillstdnd vi véljer ar vitskehojderna i respektive tank.
Tag fram en linjir modell som beskriver systemet (eg avvikelsen fran
jmv.punkten x — xg) i ett omrade runt den stationéra punkt som fas
d& insignalen u(t) ar konstant 2 V, dvs u = uy = 2.

b) Antag nu att den utsignal vi vill studera ar vatskenivans avvikelse fran
jamviktsldget i den undre tanken (y —yo). Tag fram 6verforingsfunktio-
nen fran insignalens avvikelse fran jamviktspunkten (u—wg) till y — yo.
Ar systemet stabilt?

7.5

En olinjar tillstandsmodell ges av

Da wu(t) =konstant= 0.5 har systemet en jamviktspunkt i 19 = 4 och
x90 = 2. Verifiera detta, och tag sedan fram en linjar modell som beskriver
systemet i ett omrade néra jimviktspunkten. Kan man utifran denna dra
nagra slutsatser om hur l6sningarna kommer att se ut nira jamviktspunkten,
d v s vilken typ av jamviktspunkt det olinjéra systemet har?



Losningar /svar

7.1

& — (0.1 —104%/3)i +x + 22 =0
Infor tillstdndsvariablerna x1 = x och z9 = &, samt skriv pa tillstandsform
Ty = mp= fi(x1,12)
iy = —21(1+21) +22(0.1 — 1023/3) = fa(x1, 72)

Bestdm de stationira (singuldra) punkterna och deras karaktér, samt skissera
fasplanet. (I 16sningen nedan betecknas stationdra punkter med x° istéllet
for som i kompendiet z,, detta for att slippa dubbelindex")

1. Stationira punkter
f(z°)=0 = a5 =0samt z9(1+z9) = 0.

sm{xl:o, SPH{xg:_l
x x5 =10

2. Linjirisera kring de stationiira punkterna
Taylors formel:

_ o df o ol __ df o o
f@) = 1)+ @) @)oo= )| (@-at) ol
eftersom f(z°) = 0. Matrisen %(m) ar funktionen f:s Jacobian. Den
har ij-elementet ng;(x)

9h _ Oh 1

Ox1 Ox2

0 0
L= —1-21 g2 =01-102}

Gor variabelbytet z = x — x° i de olika stationdra punkterna.

3. SP 1
Linjéar approximation z = Agp1z, med

0 1
AspL = <—1 0.1)

3



Matrisen Agpi:s egenvirden ges av

dvs

Den linjéra approximationen har saledes ett instabilt fokus i SP1 dvs
(0,0). For instabila fokus géller att den olinjara differentialekvationen
har samma typ av singularitet som den linjdra approximationen (se
kursmaterialet). Observera att den linjira approximationen endast gl-

0=det(A] — Agp1) = AX(A—0.1) + 1,

A =0.05++/0.052 —1

ler néra den stationdra punkten.
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4. SP II
Linjar approximation z = Agpoz, med

0 1
Aspz = (1 0.1>

Egenvérden till Agps,

det(M — Agps) = A(A—0.1) — 1
A = 0.056++v0.052+1, A\ ~—-0.95 I ~1.05

Den linjériserade ekvationen har tydligen en sadelpunkt i (-1,0). Detta
giller dven for den olinjara ekvationen. Den stabila egenvektorn &r (féas
t ex fran kommandot "eig"i matlab) (1,—0.95), och den instabila &r
(1,1.05).

5. Langt fran stationdra punkter
Hur ser banorna ut pa langt avstand fran origo? Bilda derivatan,

drg @y —x1(1+x1) + 29(0.1 = 1023/3)

dl‘l jfl T2

Nér 1 dr begrénsad och x9 — £00, sa giller tydligen att &9/ — —o0.
Alltsa blir banorna lodréta nér |xs| vixer (och dven da zo — 0).



7.2

Stationdra (singuléra) punkter ges av 1 = 0, dvs hela z9-axeln, d& u = 0.
Banorna ges av

dl‘Q

7.3



7.4

7.5

déir Av(t) = v(t) —vg och AFy(t) = Fy(t) — Fao

1/m
m Fa(s) (2)

Asymptotiskt stabil d& b > 0 vilket i detta fall alltid bor gélla.

AV (s) =

Sétt b = [h(t) hg(t)]T. Jamviktshojderna motsvarande ug = 2 blir
hio = 14.1 cm och hyg = 14.1 cm. Med Ah(t) = h(t) — ho kan det
linjariserade systemet skrivas

K
— 0
Ah(t) = 2){’“’0 k| Ant)+ ﬁm} Au(t)
24/h1,0 24/h2,0

déar K = 0.06644 och K,, = 0.125. Med alla varden insatta blir syste-
met

, —0.0088 0 0.125
Ah{t) = [0.0088 —0.0088] Ah(t”[ 0 }A“(t)

Ay(t) = Aha(t) = [0 1] Ah(t). Sambandet mellan avvikelse i in och
utsignal fas av AY (s) = C(sI — A)"'BAU(s). Man erhéller med A,
B och C enligt ovan att
0.0011
= - U(s 3
s2 +0.0176s + 7.74410—° (s) )
Dubbelpol i A\j 2 = —0.0088 och jamviktspunkten dérmed stabil. (Po-

lerna for det linjariserade systemet hade ocksd kunnat erhéllas direkt
fran A-matrisens egenvirden).

AY (s)

#(t) = 0 och inséttning verifierar jimviktspunkterna. Den linjara modellen
kan skrivas

A&(t) = [_W}TO 1]Ax(t)—|—[ 0

} Au(t)

[ -1 1,0

Ay(t) = [221,0 0] Az(t)

Med virden insatta fas att systemmatrisen A ar

—0.25 1
A= [ 0.5 —J



Egenvérdena till denna (polerna till det linjériserade systemet) ges av poly-
nomet (s 4 0.25)(s+1) —0.5=0,d vs s =0.175 och s = —1.425. Punkten
ar alltsa en sadelpunkt, och l6sningarna till det olinjira systemet beter sig
darmed péa liknande satt runt jmv.pktn.



