UPPSALA Programkonstruktion

UNIVERSITET

Moment 4
Om rekursion

PK 2007/08 moment 4 Sida 1 Uppdaterad 2006-10-17

Analys av summeringsproblemet

- For att summera talen fran 0 till n kan jag I6sa det enklare
problemet att summera frén 0 till n-1 och sedan I&gga till n!
+ Om n=0 kan jag direkt séga att summan &r 0.

Exempel: summera talen fran O till 4.

- Ett enklare problem &r att summera fran O till 3.

+ Summan av det enklare problemet blir 6?

- L&gg till 4. Nu har vi 6+4=10 vilket & summan av talen fran 0 till 4.

Hur fick jag tag p& summan av talen fran 0 till 3? P& samma sétt!

- Ett enklare problem &r att summera fran O till 2.
+ Summan av det enklare problemet blir 3?
+ L&gg till 3. Nu har vi 3+3=6 vilket & summan av talen fran O till 3.

Etcetera...
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Rekursion i ML

(* sumUpTo n
Type: int->int
Pre: n >= 0
Post: Summan av talen frdn 0 till n
Ex.: sumUpTo 4 10
sumUpTo 0 0 *)
0+ Basfa‘ll/ Rekursivt anrop

sumUpTo(n-1)“+ n

fun sumUpTo(0)
| sumUpTo(n)

sumUpTo 4
—> sumUpTo (4-1)+4
—> sumUpTo (3)+4

—>6+4
—>10
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Summera godtyckligt antal tal

(* sumUpTo n
Type: int->int
Pre: n >= 0, n <=7
Post: Summan av talen frdn 0 till n

Ex.: sumUpTo 4 = 10
sumUpTo 0 = 0
*)
fun sumUpTo 0 = 0
sumUpTo 1 = 0+1
sumUpTo 2 = 0+1+2
sumUpTo 3 = 0+1+2+3
sumUpTo 4 = 0+1+2+3+4
sumUpTo 5 = 0+1+2+3+4+5
sumUpTo 6 = 0+1+2+3+4+5+6
sumUpTo 7 = 0+1+2+3+4+5+6+7

n>7, da?? Detta dr uppenbarligen ingen framkomlig vég...
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Fullstdndigt resonemang f6r summeringen

Summera talen fran 0 till 4.

- Ett enklare problem &r att summera fran O till 3.

-« Ett enklare problem &r att summera frén 0 till 2.
-+ Ett enklare problem &r att summera fran 0 till 1.
-+« Ett enklare problem &r att summera fran 0 till 0.
+e+e= Summan &r 0!

+es« Summan dr 0+1 = 1.

+» Summan ar 142 = 3.

*« Summan é&r 3+3 = 6.

* Summan ar 6+4=10.

Denna metod kallas rekursion.
(Fran latinets recurso — att atervanda.)
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Den fullstdndiga berdkningen

0«— Basfall Rekursivt anrop
sumUpTo(n-1)“+ n

fun sumUpTo(0)
| sumUpTo(n)

sumUpTo 4

—> sumUpTo(4-1)+4

—> sumUpTo(3)+4

—> (sumUpTo(3-1)+3)+4

—> (sumUpTo(2)+3)+4

—> ((sumUpTo(2-1)+2)+3)+4
—> ((sumUpTo(1l)+2)+3)+4

—> (((sumUpTo(1l-1)+1)+2)+3)+4
—> (((sumUpTo(0)+1)+2)+3)+4
—> (((0+1)+2)+3)+4

—> ((1+2)+3)+4

—> (3+3)+4

—> 6+4

—>10
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Hur skall man férsta detta?

fun sumUpTo 0 0
| sumUpTo n

sumUpTo(n-1) + n

Rekursion &r en variant av principen att dela upp problemet i
enklare delar och sedan sétta ihop resultatet av delarna.

En rekursiv funktion anropar sig sjélv, men problemet &r dnda
enklare eftersom argumenten &r "mindre” (precis vad detta betyder
aterkommer vi till). N&r det rekursiva anropet &r klart sétter man ihop
resultatet (additionen i exemplet).

Varje rekursivt anrop &r som en “rysk docka”.
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Exempel: Euklides algoritm
Stérsta gemensamma delaren (gcd) till 126 och 168

Start.
m n r
Ja. 126 168
E— Stopp. 126
168
. 126
L4t r vara resten ndr m delas med n. 126 "
. 0
Lat m vara n. 42
Latnvarar. 0
For att berdkna ged fér m och n, 16s det enklare problemet att
berdkna gcd f6r n och resten vid division av m med n!
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Terminering

Hur vet man att rekursionen nagonsin avslutas (terminerar)?
Vad innebdr det att den inte gér det?

Inte sjdlvklart att rekursionen terminerar... felaktiga argument:
sumUpTo ~1

—> sumUpTo(~1-1) + ~1

—> sumUpTo(~2) + ~1

—> (sumUpTo(~2-1) + ~2) + ~1

—> (sumUpTo (~3) + ~2) + ~1

Férvillkoret maste utesluta sddana argument!

...eller en liten felskrivning:

fun sumUpTo(0) 0
sumUpTo(n) sumUpTo(n+l) + n
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Bindningar i rekursion

0
sumUpTo(n-1) + n

fun sumUpTo 0
| sumUpTo n

sumUpTo 2

—> sumUpTo(n-1)+n [n-->2]
—> sumUpTo(2-1)+n [n-->2]
—> sumUpTo 1 +n [n-->2]

—> (sumUpTo(n-1)+n [n-->1])+n [n-->2]
—> (sumUpTo(1l-1)+n [n-->1])+n [n-->2]
—> (sumUpTo 0 +n [n-->11)+n [n-->2]

—> (0+n [n-->1])+n [n-->2]

—> (0+1 [n-->1])+n [n-->2]

—> (1 [n-->1])+n [n-->2]

—> 1+n [n-->2]

—> 142 [n-->2]

—>3 [n-->2]

—>3
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ged i ML

(* ged(m,n)
Type: int*int->int
Pre: m,n>=0
Post: StOrsta gemensamma delaren till m och n
Ex.: gcd(126,168) = 42 *)
fun ged(m,0) = m
| ged(m,n) = gcd(n, m mod n)

gcd(126,168)

—>gcd (168,126 mod 168)
—>gcd(168,126)

—>gcd (126,168 mod 126)
—>gcd(126,42)

—>gcd (42,126 mod 42)
—>gcd(42,0)

—>42
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Rekursionsvarianter

Varje rekursivt anrop maste Iésa ett enklare fall &n det féregaende.
Ett tillrdckligt enkelt fall maste kunna I6sas utan rekursion.

Varje rekursivt anrop av sumUpTo (n) har ett mindre varde av n én
det féregaende. Fallet nér n=0 (basfallet) hanteras utan
rekursion. Samtidigt kan inte n bli mindre &n 0.

En rekursionsvariant dr ett heltalsuttryck sadant att:

+ Det blir mindre fér varje rekursivt anrop.

« Det kan inte bli mindre &n ndgot bestédmt vérde (normalt 0).

« For detta bestdmda vérde (och ev. andra) I6ses problemet
utan rekursion.

Finns en rekursionsvariant dr terminering garanterad.
Rekursionsvarianten &r en del av programdokumentationen!
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Konkret tolkning av varianten
Eftersom varianten minskar med 1 (minst!) fér varje rekursivt anrop
och inte kan bli mindre &n 0 (typiskt) sa ger varianten en grans fér
hur méanga rekursiva anrop som behévs.

Ar varianten 10 krdvs maximalt 10 rekursiva anrop for att berdkna
funktionen. Detta ger &ven ett tips om hur man kan hitta varianten.

Det finns funktioner dér man inte (eller inte med rimlig anstrdngning)
kan ge en grans fér antalet rekursiva anrop men som anda sékert
terminerar. D& far man anvanda andra tekniker, t.ex. vdlgrundade
ordningar.

Vi kommer endast i undantagsfall att st6ta pa sadana funktioner i
denna kurs.
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gcd terminerar

. Pre: m,n>=0

fun gcd(m,0)
| ged(m,n)

m
gcd(n, m mod n)

n dr en rekursionsvariant for gcd.

*m mod n &r alltid (definitionsméssigt) mindre &n n.

+ n kan inte vara mindre &n 0 (eftersom férvillkoret anger att n
frdn bérjan inte &r mindre &n 0 och m mod n inte kan bli mindre
an 0).

- fallet n=0 hanteras utan rekursion.
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Exempel: rdkna uppat till basfallet

(* sumRange(i,n)
Type: int*int->int
Pre: n >= i-1
Post: Summan av talen fr8n i till n.

Ex.: sumRange(0,4) = 10
sumRange(2,4) = 9
sumRange(5,4) = 0 *)

(* Variant: n-i+1 *)
fun sumRange(i,n) = if i>n then
0

else
sumRange (i+1,n)+i;
(* sumUpTo n
Type: int->int
Pre: n >= 0
Post: Summan a
Ex.: sumUpTo 4 10
sumUpTo 0 0 *)
fun sumUpTo n = sumRange(0,n);
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v talen fr8n 0 till n

Rekursion och matematisk induktion

Det finns ett néra férhallande mellan rekursion och induktion.
Exempel: Bevisa att en rekursionsvariant garanterar terminering!

L&t T(n) betyda att ett anrop av funktionen med argument som har
variantvdrdet n terminerar.

Fullstédndig induktion &ver n (naturligt tal, ok ty varianten &r inte < 0)

+ T(0) géller direkt (basfallet).

« Vivill visa att T(n) géller.
Vi vet (induktionsantagande) att T(n’) fér alla n’<n
Alla rekursiva anrop som behdvs fér att berdkna funktionen har
en variant n’<n, alltsa terminerar de eftersom vi vet att T(n’).
Alltsa kommer det givna anropet att terminera.
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Varianter pa defensiv programmering

Alt. 1 fun sumUpTo n = if n < 0 then
raise Domain
else

sumUpTo' (n)
fun sumUpTo' (0) 0
| sumUpTo' (n)

sumUpTo' (n-1) + n

Alt. 2 fun sumUpTo(0) = 0
| sumUpTo(n) = if n < 0 then
raise Domain
else
sumUpTo(n-1) + n
Alt. 3 fun sumUpTo(n) = Paverkas férvillkoret i detta fall?
if n <= 0 then
0
else
sumUpTo(n-1) + n
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Undvik onédiga begrénsningar

Varfor forvillkor n>=i-1? Varfér inte n>=i eller t.o.m. n>i?
Varf6r nagon alls?
sumRange (i,n) summerar tal fran i till n.
Antalet tal &r n-i+1. Vad hdander om antalet &r 1, 0 eller —1?
Kan man tala om "summan” av ett tal, noll tal, —1 tal?!?
Varfér ar basfallet i sumRange skrivet som det &r?
if i>n then 0.. varférinte if i>=n then i..

ellert.oom. if i>=n+1 then i+n..

Man bér férs6ka hitta en naturlig tolkning av "summa” som &r sa
generell som méjligt utan att krangla till programmet. Da far man ett
program som 4&r flexibelt och kan anvdndas i manga situationer.
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Tolkning av konstiga summor”

Summerar man tva delar av en talserie och adderar delsummorna
far man summan av hela talserien.

1+2+3+4+5+6=21 1+2+3+4+5+6=21

T

1,2,3,4,5,6 1,2,3,4,5,6
N T\/v

142+43=6 4+5+6=15 6+15=21 1=1 2+3+4+5+6=20 1+20=21

Lat nu en delserie innehélla ett tal. Regeln géller fortfarande om
man antar att summan av ett tal &r talet sjélvt.

Lat en delserie vara tom — dvs innehalla noll tal. Regeln
géller fortfarande om man antar att summan av noll tal &r 0.

En talserie bestdms av sitt férsta och sista tal. En serie med noll tal
far ett "sista” tal (n) som &r ett mindre &n det "férsta” talet (i). Darfér
bér sumRange kunna hantera alla fall ddr n>=i-1.
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En annan ansats till teckenrakning
Vid rekursion 6ver strdngar &r rekursionsargumentet en delstréng.

Delstrdngen behdver inte konstrueras uttryckligen — istéllet kan den
vara underf6rstadd (implicit) genom att anvdnda en position i
strdngen som extra argument och géra rekursion éver positionen.

Strangargumentet s ersétts av tvd argument s och pos.
s &r den ursprungliga strdngen, pos &r positionen.

Né&r man anvénder s far man skriva
String.sub(s,pos) istdllet fér String.sub(s,0)
Det rekursiva anropet har
s och pos+1 istéllet fér String.substring(s,1,size s-1)

Denna teknik &r viktig om det dr komplicerat att konstruera uttrycket
i det rekursiva anropet.
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Exempel: rékna tecken bakldnges

(* countChar3'(s,c,pos)
Type: string*char*int->int
Pre: 0<=pos<=size s
Post: Antalet forekomster av ¢ i s fore position pos.
Ex.: countChar3'("Hej, du glade",#"d",7)=1
countChar3' ("Hej, du glade",#"d",3)=0 *)
(* Variant: pos ¥*)
fun countChar3'(s,c,0) = 0
| countChar3'(s,c,pos) =
countChar3'(s,c,pos-1)
+ (if String.sub(s,pos-1)=c then 1 else 0);

(* countChar3(s,c)
Type: string*char->int
Pre: (ingen)
Post: Antalet forekomster av c i s
Ex.: countChar3("Hej, du glade",#"d")=2
countChar3("Hej, du glade",#"q")=0 *)
fun countChar3(s,c) = countChar3'(s,c,size s);
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Exempel: rdkna tecken

(* countChar(s,c)
Type: string*char->int
Pre: (ingen)
Post: Antalet forekomster av c i
Ex.: countChar("Hej, du glade",#"
countChar("Hej, du glade",#"

Qo

*)
(* Variant: size s ¥*)
fun countChar("",_) =0
| countChar(s,c) =
countChar(String.substring(s,1l,size s -1),c)
+ (if String.sub(s,0)=c then
1

else
0)
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Exempel: rdkna tecken pa annat sétt

(* countChar2'(s,c,pos)
Type: string*char*int->int
Pre: 0<=pos<=size s
Post: Antalet forekomster av c i s
frdn och med position pos.
Ex.: countChar2'("Hej, du glade",#"d",3)=2
countChar2'("Hej, du glade",#"d",13)=0 *)
(* Variant: size s - pos *)
fun countChar2'(s,c,pos) =
if pos >= size s then

else
countChar2'(s,c,pos+1)
+ (if String.sub(s,pos)=c then 1 else 0)
(* countChar2(s,c)
Type: string*char->int
Pre: (ingen)
Post: Antalet forekomster av c i s
Ex.: countChar2("Hej, du glade",#"
countChar2("Hej, du glade",#"q"
fun countChar2(s,c) = countChar2'(s,c,0)
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En annan analys av summeringsproblemet
Start.

v
\ L4t summan vara 0. \

Ja.
Stopp.

Nej.
‘Addera n till summan. ‘

v
L Subtrahera 1 fran n.

Konstruktionen kallas fér en loop.
(Det spelar ingen roll om vi adderar n+...+0 eller 0+...4+n)
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Iteration i ML

Basfall

fun sumUpTo n = sumUpToAux(n,0) X
Rekursivt anrop
fun sumUpToAux(0,sum) = sum qf///
| sumUpToAux(n,sum) = sumUpToAux(n-1,sumtn)
En hjélpfunktion sumUpToAux implementerar loopen. Tekniken
kallas iteration (svansrekursion) och ér ett specialfall av rekursion.
Argumentet sum kallas fér ackumulator.
Obs att nya varden fér n och sum berdknas samtidigt.

sumUpTo 2

—> sumUpToAux(2,0)

—> sumUpToAux(2-1,0+2)
—> sumUpToAux(1,2)

—> sumUpToAux(1-1,2+1)
—> sumUpToAux(0,3)
—>3
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Funktionsspecifikationen fér sumUpToAux
sumUpToAux(n, sum)
Type: int*int->int
For att n skall vara en rekursionsvariant krdvs att n inte &r mindre
an 0 — inte ens fran bérjan:
Pre: n>=0
Eftervillkoret &r inte att sumUpToAux "summerar av talen 0 till n”. S&
ar den avsedd att anvdndas — men det dr inte vad den faktiskt gor.
Post: Summan av sum och talen frdn 0 till n.
Exempel beh6vs ocksa...

Ex.: sumUpToAux(3,0) = 6
sumUpToAux(4,5) = 15
sumUpToAux(0,2) = 2

Rekursionsvarianten anges som del av programdokumentationen.
Variant: n
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" o . .
Exempel: rdkna uppat med iteration
(* sumUpToAux(n,i,sum)
Type: int*int*int->int
Pre: n>=i-1
Post: Summan av sum och talen fran i till n.
Ex.: sumUpToAux(4,0,0) 10
sumUpToAux(4,2,1) 10 *)
(* Variant: n-i+1 *)
fun sumUpToAux(n,i,sum)=if i>n then
sum
else
sumUpToAux(n,i+l,sum+i);

(* sumUpTo n
Type: int->int
Pre: n >= 0
Post: Summan av talen frdn 0 till n
Ex.: sumUpTo 4 = 10
sumUpTo 0 = 0 *)
fun sumUpTo n = sumUpToAux(n,0,0);
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Bindningar i iteration

sum
sumUpToAux(n-1,sum+n)

fun sumUpToAux(0,sum)
| sumUpToAux(n,sum)

sumUpToAux(2,0)

—> sumUpToAux (n-1,sum+n) [n—>2, sum—>0]
—> sumUpToAux(2-1,sum+n) [n—>2, sum—>0]
—> sumUpToAux(1l,sum+n) [n—>2,sum—>0]
—> sumUpToAux(1,0+n) [n—>2,sum—>0]
—> sumUpToAux(1,0+2) [n—>2,sum—>0]
—> sumUpToAux(1,2) [n—>2,sum—>0]
—> sumUpToAux (n-1,sum+n) [n—>1, sum—>2]

[n—>2,sum—>0] skuggas bort helt...

—> sumUpToAux(1l-1,sum+n) [n—>1, sum—>2]
—> sumUpToAux(0,sumtn) [n—>1,sum—>2]
—> sumUpToAux(0,2+n) [n—>1,sum—>2]
—> sumUpToAux(0,2+1) [n—>1,sum—>2]
—> sumUpToAux(0,3) [n—>1,sum—>2]
—>3
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Kodningsmoénster for iteration

Flédesschema fér funktionen foo:  Kod f6r funktionen foo:

Start.
v

fun foo x = fooAux A

fun fooAux x =
if T then
C
else
fooAux B
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Exempel: rdkna tecken med iteration

(* countCharAux(s,c,count)
Type: string*char*int->int
Pre: (ingen)
Post: Summan av count och antalet forekomster av c i s.
Ex.: countCharAux("Hej, du glade",#"d",0)=2
countCharAux("Hej, du glade",#"q",5)=5 *)
(* Variant: size s ¥*)
fun countCharAux("",c,count) = count
\ countCharAux(s,c,count) =
countCharAux(String.substring(s,1,size s -1), c,
if String.sub(s,0)=c then
count+1
else
count)

(* countChar(s,c)
Type: string*char->int
Pre: (ingen)
Post: Antalet forekomster av c i s

Ex.: countChar("Hej, du glade",#"d")=2
countChar("Hej, du glade",#"q")=0 *)
fun countChar(s,c) = countCharAux(s,c,0);
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Minnesbehov

Iteration behéver konstant minne.
Rekursion i allménhet behdver minne i proportion till antalet
rekursiva anrop eftersom en del av berdkningen "véantar”.

sumUpTo 2

—> sumUpTo(2-1)+2

—> sumUpTo(1)+2

—> (sumUpTo(1l-1)+1)+2

—> (sumUpTo(0)+1)+2

—> (0+1)+2

—> 1+2

—>3

Detta paverkar ocksé beteendet vid icke-terminering.
Uttrycket blir hela tiden stérre... Minnet tar efterhand slut.
Detta kan ocksa drabba ett korrekt terminerande program om de

rekursiva anropen dr manga och kréver mycket minnesutrymme.
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Flera basfall

Vand pa tecknen i en strang! Problemuppdelning:

« Byt plats pa férsta och sista tecknet

- Byt plats pa tecknen emellan

Vad hdnder om strdngen har jdmnt antal tecken? Udda?
Tvd basfall — f6r variantvarden 0 resp. 1.

(* Variant: size s ¥*)
fun revString "" = ""
| revsString s =
if size s =
s
else
String.substring(s,size s -1,1)
revString(String.substring(s,1l,size s-2))
* String.substring(s,0,1)

A
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Berédkningsordning i rekursion
foo och foo' plockar isér en strdng men sétter genast ihop den
igen.
fun fooAux("",ack) = ack

| fooAux(s,ack) =
fooAux(String.substring(s,1,size s -1),
String.substring(s,0,1) "~ ack)

fun foo s = fooAux(s,"")

fun foo' "M = mu
| foo' s = String.substring(s,0,1)
foo' (String.substring(s,1,size s -1)
foo("abc") = "cba"
foo'("abc") = "abc"

Anvéndning av ackumulator ger annan ordning i resultatet!
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Testning av rekursion

Grundprinciperna géller:

+ Allkod.

+ Grénsfall (inklusive triviala fall)

« Typiska (icke-triviala) fall som tacker hela specifikationen
Gransfall &r t.ex. vid testning av sumRange:

« inga tal / ett tal / tva tal (kanske)

...vid testning av revString:
« tom stréng / stréng med ett tecken /
stréng med tva tecken / stréang med tre tecken (kanske)

...vid testning av countChar:

« tom stréng / strdng med ett tecken /
langre strdng med 0, 1 resp. 2 tecken som stdmmer /
tecken som (inte) stdmmer pa plats O resp. 1 i stréngen...
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