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Fakultetsfunktionen
(* fact n
Type: int->int
Pre: n >= 0
Post: n-fakultet (n!)
Ex.: fact 4 = 24
fact 6 = 720
fact 12 = 479001600 *)
(* Variant: n *)
fun fact 0 1
| fact n = n*fact(n-1)

fact vaxer fort — fact 13 ger overflow pa institutionens maskiner.

Denna typ av rekursion nér man har ett rekursivt anrop och
varianten minskar ett steg i taget kallas enkel rekursion.

PK 2008/09 moment 5 Sida 3 Uppdaterad 2008-10-15

gced i ML (repris!)

(* ged(m,n)
Type: int*int->int
Pre: m,n>=0
Post: StOrsta gemensamma delaren till m och n
Ex.: gcd(126,168) = 42 *)
(* Variant: n *)
fun gcd(m,0) m
| ged(m,n) gcd(n, m mod n)

Varianten kan minska olika mycket i varje steg — fullstdndig
rekursion.
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Former av rekursion

« enkel rekursion — ett rekursivt anrop.

« fullsténdig rekursion — argumenten (varianten) kan minska olika
manga steg i det rekursiva anropet.

« multipel rekursion — flera rekursiva anrop.

» dmsesidig rekursion — flera funktioner anropar varandra rekursivt.

* kapslad rekursion — rekursiva anrop i argumenten till andra
rekursiva anrop.

Obs: Att se varianten som gréns for antalet rekursiva anrop gar inte
vid multipel eller kapslad rekursion.

Not. Med "flera” rekursiva anrop menas anrop som faktiskt utfors.
Om flera anrop finns men &r i olika grenar av if-uttryck sa att bara
ett kan utforas vid ett givet tillfélle s& &r det inte multipel rekursion.
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Stérsta gemensamma delare (repris!)

Stdrsta gemensamma delaren (gcd) till 126 och 168

Start.
m n r
Ja. 126 168
Stopp. 126
168
: 126
Nej. 42
LAt r vara resten nar m delas med n. 126 "
v 0
Lat m vara n. 42
Latnvarar. 0
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Tornen i Hanoi
A B C

Problem: Flytta alla skivor fran A till C.
Regler: En skiva i taget far flyttas
Endast den 6versta skivan far flyttas.
En skiva far bara ligga ovanpa storre skivor.

Uppgift: Skriv ett program for att berékna hur flyttningen skall ga il
(givet ett visst antal brickor).

(Ett exempel pa ett planeringsproblem)
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L&sning av Hanoi-problemet

Vi skall flytta n brickor.

Antag att vi vet hur man skall flytta n-1 brickor.
- Flytta n-17 brickor fran A till B (via C).

« Flytta den sista brickan fran A till C.

« Flytta n-1 brickor fran B till C (via A).

Klart!!

N&r man I6ser delproblemen &r det inte sékert att "till” eller "via”-
pinnarna &r tomma, men i sa fall ligger det storre brickor pa dem.

Denna I6sning ger direkt ett naturligt program i ML.
Observera att I6sningen kraver tva rekursiva anrop (multipel
rekursion).
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Moénstermatchning

Problem:

Man vill se om en strdng passar mot ett teckenmdnster (matchar).
| detta exempel ar ett ménster en féljd av tecken dér

* ? betyder "godtyckligt tecken”

+ * betyder "en féljd av noll eller flera godtyckliga tecken”.

Exempel:
"K*a", "K?11? Ank?" och "Kalle*" matchar "Kalle Anka"
"K*k", "K?alle Anka" och "??2" matchar inte.

Skriv en funktion som kan avgéra om ett moénster matchar straéngen
eller ej!
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Matcha stjarnan

Stjarnan matchar ett godtyckligt (inkl. 0) antal tecken. Ett ménster
som borjar med en stjarna matchar alltsé en strang om resten av
monstret matchar strangen med bdrjan pa godtycklig plats.

Man far préva i bérjan av strangen och sedan prova ett tecken
framat i taget (s6kning).

T.ex. stréng: "abcd", ménster "*cd".
Matchar "abcd" monstret "cd"? Nej.
Matchar "bcd" monstret "cd"? Nej.
Matchar "cd" monstret "cd"? Ja!

(Har matchade alltsa stjarnan de tva tecknen "ab".)
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Hanoi-problemet i ML

(* hanoi(n,from,via,to)
Type: int*string*string*string->string
Pre: n>=0. from, via och to &r olika stréangar.
Post: En strdng som beskriver hur man skall
flytta n brickor i Hanoi-spelet frén
pinne from till pinne to med hjdlp av
pinne via.

Ex.: hanoi(0,"A","B","C") = ""
hanoi (1, "A","B"."C") = "A->C "
hanoi(2,"A","B","C") = "A->B A->C B->C "

*)
(* Variant: n *)
fun hanoi(0,_,_,_) =
| hanoi(n,from,via,to) =
hanoi(n-1,from,to,via)
from * "_=" A {g A M n oA
hanoi(n-1,via, from,to)
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Problemuppdelning fér matchning

Ar monstret tomt eller ej?

a) Ja — da maste strangen ocksa vara tom.

b) Nej — dela upp ménstret i férsta tecken och resten
Valj alternativ beroende pa forsta tecken
a) "?" —matcha resten av strdngen med resten av monstret.
b) "*" —matcha stjarnan (hur?!?)
c¢) Annat tecken — kolla att strangen bérjar med det tecknet och

matcha resten av strangen mot resten av ménstret.
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Problemuppdelning fér matchning av stjarna
Har vi provat hela strangen?
a) Ja — Ménstret matchar inte
b) Nej. Matchar strangen vid given position resten av ménstret?
a) Ja. Klart.
b) Nej. Prova med néasta position.

Nu kan vi skriva kod direkt fran problemuppdelningarna!
Vi far en huvudfunktion och en hjélpfunktion.
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Funktionen match

(* match(s,pattern)
Type: string*string->bool
Pre: (ingen)
Post: true om s matchar pattern, false annars.

Ex: match("abc","a?c") = true
match("abc","*c") = true
match("abc","?c") = false *)

(* Variant: size pattern *)

fun match(s,"") = s = ""
| match(s,pattern) =
case String.sub(pattern,0) of
#ran =>
matchStar(s,String.substring(pattern,1,
size pattern-1),

0)
| #"2" => s <> "" andalso
match(String.substring(s,1l,size s-1),
String.substring(pattern,1l,size pattern-1))
| ¢ => s <> "" andalso
String.sub(s,0) = c andalso
match(String.substring(s,1,size s-1),
String.substring(pattern,1l,size pattern-1))
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Testning av match....

Exemplen tidigare ger "typiska fall”.
Dessutom, fér kodtéckning:

match("","") = true
match("a","") = false
match("abc","*bc") = true
match("","?bc") = false
match("abc","?bc") = true
match("","abc") = false
match("xbc","abc") = false
match("abc","abc") true

matchStar("abc","c",3) = false
match("bc","c") = false

matchStar("abc","c",1) = true
matchStar("abc","c",2) = true
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Omsesidig rekursion

Anvand rekursion for att visa om ett naturligt tal &r udda eller jamnt.

(* even n
Type: int->bool
Pre: n>=0
Post: true om n dr jamnt, false annars.
Ex: even 2 = true
even 3 = false *)
fun even 0 = true
| even n = odd (n-1);
(* odd n
Type: int->bool
Pre: n>=0
Post: true om n dr udda, false annars.
Ex: odd 2 = false

odd 3 true *)
fun odd 0 = false
| odd n = even (n-1);
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Funktionen matchStar

(* matchStar(s,pattern,pos)
Type: string*string*int->bool
Pre: 0<=pos<=size s
Post: sant om s - bortsett frdn pos (eller
flera) tecken i bdrjan - matchar pattern,
false annars.
Ex: matchStar("abcd","cd",0) = true
matchStar("abcd","cd",3) = false *)
(* Variant: size s - pos *)
and matchStar(s,pattern,pos) =
pos <= size s andalso
(match(String.substring(s,pos,size s-pos),
pattern) orelse
matchStar(s,pattern,pos+1))
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Testning av match (forts.)....
Dessutom, for gransfall...

match("","*") = true match("","?") = false

match("","a") false match("a","*") = true
match("a","a*") = true match("a","*a") = true
match("a","?") = true match("a","a?") = false
match("a","?a") = false match("a","a") = true
match("a","ab") = false match("a","ba") = false
match("ab","*") = true match("ab","a*") = true
match("ab","*b") = true match("ab","?") = false
match("ab","a?") = true match("ab","?b") = true
match("ab","?a") = false match("ab","a") = false
match("ab","aa") = false match("ab","ab") = true
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Omsesidigt rekursion — problem
Programmet ovan fungerar inte direkt i ML — odd anvénds (i even)
innan den &r definierad. Omsesidigt rekursiva funktioner méaste
definieras tillsammans med hjalp av and-konstruktionen:

- fun even 0 = true
| even n = odd (n-1)
and odd 0 = false
| odd n = even (n-1);

> val even = fn : int -> bool
val odd = fn : int -> bool

- even 5;

> val it = false : bool

- even 4;

> val it = true : bool

Vid 6msesidig rekursion maste ha varianten minska vid varje anrop
aven om det géller olika funktioner med olika varianter.
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Kapslad rekursion — valgrundade ordningar

(* acker(n,m)
Type: int*int->int
Pre: n,m >= 0
Post: Ackermanns funktion av n och m
Ex: acker(2,2) = 7, acker(3,4) = 125
fun acker(0,m) = m+l
acker(n,0) = acker(n-1, 1)
acker(n,m) = acker(n-1, acker(n,m-1))

Ackermanns funktion terminerar, men det kan inte visas med var
variantteknik. Det gar inte att forutse hur manga anrop som behovs.

Titta pa bada argumenten samtidigt! Under den vélgrundade
ordningen (n{1,m1) < (n2,m2) omm (om och endast om) n1<n2 eller
n{=n2 och m1<m2 s& minskar argumenten i varje anrop — varje
anrop &r “enklare” sa till slut maste man na basfallet.
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Rekursion ar inte alltid direkt tillamplig

Problem: Avgér om n &r ett primtal!
(* prime n
Type: int->bool
Pre: n>0
Post: true om n ar ett primtal, false annars
Ex: prime 4 = false
prime 5 = true
*)
Problemuppdelning?? Kan man avgéra om n ar ett primtal

...genom att veta om n-1 ar ett primtal (enkel rekursion)?
...genom att veta att alla n’<n &r primtal (fullsté&ndig rekursion)?

n &r tydligen inte rétt variabel att gbra rekursion éver, men vad &r
ratt i sa fall?

PK 2008/09 moment 5 Sida 21 Uppdaterad 2008-10-15

Programmet fér primtalsbestamning

(* nodivisors(n,low,high)
Type: int*int*int->bool
Pre: n>0, low>0, low<=high+1l
Post: true om n inte &r delbart med ndgot tal
frdn low till high, false annars.
Ex: nodivisors(4,2,3) = false
nodivisors(5,2,4) = true *)
(* Variant: high-low+l *)
fun nodivisors(n,low,high) =
low > high orelse
(n mod low) <> 0 andalso
nodivisors(n,low+1l,high)

(* prime n *)
fun prime n = nodivisors(n,2,n-1)
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En gata
Terminerar foo n fér alla positiva heltal n?

(* foo n
Type: int->int
Pre: n>0 (2!2!2!?

Post: 1
Ex: foo 4 =1
foo 5 =1 *)
fun foo 1 =1
| foo n = if n mod 2 = 0 then

foo(n div 2)
else
foo(3*n+l)

foo 42 4, 2, 1
foo 57 5, 16, 8, 4, 2,1
foo 13? 13, 40, 20, 10, 5, 16, 8, 4, 2, 1

Har finns inte ens nagon vélgrundad ordning (som man kénner till)!
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Generalisering

Ibland kan man inte I6sa ett problem direkt, utan man maste I6sa ett
mera allmént problem férst.

Problem: avgér om n inte &r delbart med nédgot tal fran low till high.

nodivisors(n,low,high)
Type: int*int*int->bool
Pre: n>0, low>0, low<=high+l
Post: true om n inte &r delbart med ndgot tal
frdn low till high, false annars.
Ex: nodivisors(4,2,3) = false
nodivisors(5,2,4) = true

nodivisors kan skrivas med rekursion éver t.ex. low.

n &r ett primtal omm (om och endast om) n inte ar delbart med
nagot tal utom 1 och sig sjélv — alltsa fran 2 till n-1.
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En konstruktionsmetodik

Uppgift: Konstruera ett ML-program som beréknar en funktion

f(a,....) givet en funktionsspecifikation (type, pre, post, ex)

1) Bestdm hur funktionen kan beréknas med hjélp av vardet
for “enklare” indata. Vélj argumentet att géra rekursion éver.
Det kommer ocksa att behovas fallanalys Gver detta.

2) Bestam rekursionsvarianten och dokumentera den.

3) Ev. skriv defensiv kod fér fall nar rekursionsargumentet inte
uppfyller forvillkoret.

4) Skriv kod for basfallet (fallen) utan att anvanda rekursion.

5) Skriv kod for det allmana fallet. Anvand resultatet fran rekursiva
anrop (med enklare indata) for att berakna funktionsvardet.
Kontrollera for de rekursiva anropen att varianten minskar och att
forvillkoret ar uppfylit!
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Introduktion till komplexitet

Antalet berékningssteg for rekursiva program varierar med indata. |
princip kravs flera steg nar indata &r "stérre”, men hur manga fler?

Ex: sumUpTo n adderar heltal fran O till n. Antalet steg ar direkt
proportionellt mot n — blir n dubbelt s& stor blir antal berakningssteg
dubbelt sa stort. (Tids)komplexitet: O(n). Linjar tid.

Ex: hanoi(n, from,via,to) som Idser Hanoi-spelet. For att
beradkna hanoi for ett bestdmt n, s& maste hanoi anropas tvd
ganger for n-1. En 6kning av n med 1 ger alltsa en férdubbling av
antalet berékningssteg. (Tids)komplexitet O(21). Exponentiell tid.

Skriv inte program sa att komplexiteten blir onddigt stor! Program
med exponentiell tidskomplexitet ar oftast praktiskt oanvandbara.
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Exponentiering

Problem: Berékna x1, dar x ar ett flyttal och n ett naturligt tal.

(* expo(x,n)
Type: real*int->real
Pre: n>=0
Post: x upphdjd till n
Ex: expo(2.0,4) = 16.0

*

)

(* Variant: n

fun expo(x,0)

expo(x,n)

)
1.0

xX*expo(x,n-1)

%

Komplexiteten &r linjar — O(n).
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Lokala deklarationer

Man kan lata deklarationer gélla endast inuti ett uttryck.

let
deklarationer...
in
uttryck
end

ar sjalvt ett uttryck dar rackvidden f6r de angivna deklarationerna
endast gar till slutet av Let-uttrycket.

let
val x = 3
val y = 2
in
x+y
end

...beréknas till 5. Definitionerna av x och y ar lokala i let-uttrycket.
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Minneskomplexitet
Aven minnesétgéngen varierar i allménhet med indata.

Ex: iterativ sumUpTo n har en minnesatgang som &r konstant
(oberoende av n). Minneskomplexitet O(1). Konstant minne.

Ex: (icke svans-)rekursiv sumUpTo n har en minnesatgang som ar
linjar (i n). Minneskomplexitet O(n). Linjdrt minne.

Minneskomplexiteten kan aldrig bli stérre &n tidskomplexiteten?
Varfor?
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Val av algoritm paverkar komplexiteten
n n div 2 ndiv 2 s e
X =X - X omn ar jamn
n n div 2 n div 2 =
X =X - X - x om n &r udda.

fun square x:real = x*x;
fun fastexpo(x,0) = 1.0
| fastexpo(x,n) =
square(fastexpo(x, n div 2)) *
(if n mod 2 = 0 then 1.0 else x)

fastexpo har samma funktionsspecifikation (bortsett fran
funktionsnamnet) och rekursionsvariant som expo har.

Vid varje rekursivt anrop blir n ungefar halften sa stor.
Om antalet anrop blir i, s& var frn borjan n = 2, alltsd i =~ logz n

Komplexiteten &r logaritmisk — O(log n).
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En anvéndning av lokala deklarationer
1.0

fun fastexpo(x,0)
| fastexpo(x,n) =
square(fastexpo(x, n div 2)) *
(if n mod 2 = 0 then 1.0 else x)
Hjalpfunktionen square kan erséattas av en lokal val-deklaration

som sparar vardet av det rekursive anropet.

fun fastexpo(x,0) = 1.0
| fastexpo(x,n) =
let
val xn2 = fastexpo(x, n div 2)
in

Xn2 * xn2 *
(if n mod 2 = 0 then 1.0 else x)
end
- fastexpo(x, n div 2) raknas bara ut en gang fast dess
varde anvands tva ganger.
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Minns ni countChar?2

(* countCharAux2(s,c,pos)
Type: string*char*int->int
Pre: 0<=pos<=size s
Post: Antalet forekomster av ¢ i s fr.o.m. position pos.
Ex.: countCharAux2("Hej, du glade",#"d",7)=1
countCharAux2("Hej, du glade",#"d",3)=2 ¥*)
(* Variant: size s - pos *)
fun countCharAux2(s,c,pos) =
if pos >= size s then
0
else if String.sub(s,pos)=c then
countCharAux2(s,c,pos+1)+1
else
countCharAux2(s,c,pos+l);

(* countChar2(s,c)
Type: string*char->int
Pre: (ingen)
Post: Antalet forekomster av c i s
Ex.: countChar2("Hej, du glade",#"d")=2
countChar2("Hej, du glade",#"q")=0 *)
fun countChar2(s,c) = countCharAux2(s,c,0);
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Matchning i deklarationer

| en val-deklaration ar identifierarnamnet egentligen ett monster!
- val (x,y) = (1,2);
> val x =1 : int

val y = 2 : int
| detta fall méste uttrycket matcha monstret, annars exekveringsfel!
| en lokal deklaration kan matchning anvéndas for att ta fram
delarna av ett sammansatt funktionsvérde:

fun gaddSimp(x,y) =

let
val (p,q) = gadd(x,y);
val gcdpg = gcd(p,q)
in
(p div gecdpq,q div gcdpq)
end

(gadd var en exempelfunktion som adderade rationella tal.)
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Lokala deklarationer ar syntaktiskt socker!

let
val v1 = uttryckl
val v2 = uttryck2
in
uttryck
end

Ar exakt samma sak som
(fn vl => (fn v2 => uttryck) uttryck2) uttryckl
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En annan anvandning av lokala deklarationer

fun countChar2(s,c) =

let
val ss = size s;
(* countCharAux2(s,C,pPOS) ... *)

fun countCharAux2(pos) =
if pos >= ss then

else if String.sub(s,pos)=c then
countCharAux2 (pos+1)+1
else
countCharAux2 (pos+1)
in
countCharAux2(0)
end

- size s réknas bara ut en gang.
» countCharAux2 kan inte anvandas utanfér countChar2
* s, coch ss behéver inte ges som argument till countCharAux2

(de ér friai countCharAux2).

PK 2008/09 moment 5 Sida 32 Uppdaterad 2008-10-15

Funktionsdefinitioner ar syntaktiskt socker!

Funktionsdefinitioner ar funktionsabstraktion+definitionsabstraktion.
Detta kan man géra tydligt genom att géra funktionsabstraktionen
med £n och definitionsabstraktionen med val!
val rec addUpTo = fn 0 => 0
n => addUpTo(n-1)+n;
Detta ar precis detsamma som:

fun addUpTo 0 0
| addupTo n = addUpTo(n-1)+n;

nyckelordet rec tillater att man anvander det bundna namnet
(addupTo) i sin egen definition — normalt ar det inte tillatet eftersom
namn maste bindas innan de anvands.

(Aven nyckelordet rec &r syntaktiskt socker, men att visa hur man
kan ersétta det med annan ML-kod ar mycket komplicerat.)
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