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Operationer pa tabellen
Tabellen i exemplet kopplar ett heltalsvéarde till en strang.
Vad vill man kunna géra for berakningar med sadana tabeller?
+ L&gg in en uppgift i en tabell (update)
» Hamta ett varde fran en tabell (Lookup)
» Tag bort en uppgift fran en tabell (remove)
(Fler operationer ar tankbara, vi kommer att diskutera nagra till, men
ndjer oss med dessa just nu.)

Not: Man skriver lite slarvigt att man "lagger in” eller "tar bort”
uppgifter, men tabeller representeras forstas av datastrukturer som
all annan information. update och remove berédknar alltsa nya
tabeller med forandrat innehall, snarare an andrar den gamla.
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Den tomma tabellen

Innan man kan bérja arbeta med tabeller sd maste man ha en forsta
tabell att utga ifrdn. Lat oss anta att det finns ett namngivet varde
empty som &r en tom tabell.
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Tabeller

En viktig tillampning &r tabeller — att ifran en "nyckel” kunna ta fram
ett "tabellvarde”. Ett typiskt exempel &r en telefonkatalog:

Avdelningen for datalogi

Andersson, Arne, 1022

Bol, Roland, 7606
Eriksson, Lars-Henrik, 1057
Flener, Pierre, 1028

V]

nyckel vérde
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Specifikationer for tabellfunktionerna
Vi antar att tabellernas datatyp har namnet table.

(* lookup(key,table)
TYPE: string*table -> int option
PRE: table dr en korrekt tabell.
POST: SOME v om key finns i table och v ar
motsvarande vdrde. NONE annars. ¥*)
(* update(key,value,table)
TYPE: string*int*table -> table
PRE: table &dr en korrekt tabell.
POST: Tabellen table uppdaterad med vardet
value fOr nyckeln key *)
(* remove(key,table)
TYPE: string*table -> table
PRE: table &r en korrekt tabell.
POST: Tabellen table med uppgiften om nyckeln
key borttagen *)
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Anvéandning av tabellen

Vi later ndgon programmera tabellfunktionerna at oss och sedan
kan vi skriva program som anvénder tabeller!

val datalogi =
update("Andersson, Arne",1022,
update("Bol, Roland",7606,
update("Eriksson, Lars-Henrik",1057,
update("Flener, Pierre",1028,empty))));

lookup("Bol, Roland",datalogi) —>SOME 7606
lookup("Anka, Kalle",datalogi) —> NONE

lookup("Bol, Roland",
update("Bol, Roland",1234,datalogi)) —>SOME 1234

lookup("Bol, Roland",
remove ("Bol, Roland",datalogi)) —> NONE

Det verkar fungera bra, men fattas inte nagot...?
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Abstrakta datatyper

Vi har inte sagt nagonting om hur tabellerna skall representeras.
Tydligen kunde vi anvanda dem anda!

Kunskapen om hur tabeller ser ut finns i koden for funktionerna
lookup, update och remove. Den som skriver dessa funktioner
maste veta hur tabeller representeras, men inte den som anvénder
tabellerna.

Anvéandningen av tabeller &r alltsé oberoende av representationen.
Man séger att representationen av tabellen har abstraherats bort
genom dataabstraktion och att tabellen ar en abstrakt datatyp.

De tre funktionerna och vérdet empty utgér tabelldatatypens
grénsyta (eng. interface) mot den kod som anvénder tabeller.
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Tabellprogrammet — Lookup

(* lookup(key,table)
TYPE: string*table -> int option
PRE: table &r en korrekt tabell.
POST: SOME v om key finns i table och v ar
motsvarande vadrde. NONE annars. *)
(* VARIANT: ldngden hos table ¥*)
fun lookup(_,[]) = NONE
| lookup(key, (key',value)::rest) =
if key = key' then
SOME value
else
lookup (key,rest);
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Tabellprogrammet — remove

(* remove(key,table)
TYPE: string*table -> table
PRE: table ar en korrekt tabell.
POST: Tabellen table med uppgiften om nyckeln
key borttagen *)
(* VARIANT: langden av table ¥*)
fun remove(key, []1) = []
| remove(key, (key',value)::rest) =
if key = key' then
rest
else
(key',value)::remove(key,rest);

Observera att &ven remove respekterar datastrukturinvarianten.
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Implementering av tabellen
Ett satt att implementera tabellen &r som en lista.
type table = (string*int) list;

datalogi —>
[ ("Andersson, Arne",1022),
("Bol, Roland",7606),
("Eriksson, Lars-Henrik",1057),
("Flener, Pierre",1028)] : table;
En invariant ar att varje nyckel forekommer hégst en gang — i annat

fall skulle tabellvardet inte vara entydigt bestamt.
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Tabellprogrammet — empty, update
val empty = [];

(* update(key,value,table)
TYPE: string*table -> table
PRE: table &ar en korrekt tabell.
POST: Tabellen table uppdaterad med vardet
value for nyckeln key *)
(* VARIANT: langden av table *)
fun update(key, value, []) = [ (key,value)]
| update(key, value, (key',value')::rest) =
if key = key' then
(key,value)::rest
else
(key',value')::update(key,value,rest);
Observera att update respekterar datastrukturinvarianten — att
varje nyckel forekommer hdgst en gang i tabellen.
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Tabelltyper

Vi har i specifikationerna skrivit att nycklarna skall vara stréngar och
tabellvardena heltal, men tabellfunktionerna blir faktiskt polymorfa:

lookup : ''a*(''a*'b) list -> 'b option
update : ''a*'b*(''a*'b) list -> (''a*'b) list
remove : ''a*(''a*'b) list -> (''a*'b) list

Anledningen &r att programmet aldrig utfér ndgon operation pa
nycklar eller varden (bara likhetsjamférelser pa nycklar) och darfor
inte bryr sig om vilka typer dessa har.

Funktionerna arbetar med tabeller pa formen (' 'a*'b) list.

Var tabell hade typen (string*int) list, vilket &r ett speciallfall
— eller instans — av den polymorfa tabelltypen ovan.
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Stod for dataabstraktion i ML

For att férhindra att anvandaren av en abstrakt datatyp av misstag
(eller avsiktligt...) gor sig beroende av representationen sa har ML
stdd for att tvinga anvandningen att bli representationsoberoende.
abstype-deklarationen &r en variant av datatype-deklarationen.

abstype datatypdeklaration

with

deklarationer av grénsytan

end;
Operationer i den abstrakta datatypens grénsyta definieras mellan
with och end. Konstruktorerna i datatypsdeklarationen blir osynliga
och odtkomliga utom just mellan with och end. Detta tvingar
datatypen att bli abstrakt.
Av samma skal skrivs inte abstype-varden ut av ML-systemet.
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Olika sorters operationer i gransytan
Man brukar skilja pa

+ Operationer som konstruerar nya vérden av den abstrakta
datatypen (t.ex. update). De kallas ofta konstruktorer. (Men
blanda inte ihop dem med konstruktorer som anvénds for att tagga
data —t.ex. Table).

+ Operationer som hamtar delar av vérden (t.ex. Llookup). De kallas
ofta selektorer.

+ Operationer som gor tester eller jamforelser pa véarden av den
abstrakta datatypen. De kallas ofta predikat.

Granserna mellan dessa ar dock inte skarp.
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Fordelar med dataabstraktion

» Operationerna kan implementeras oberoende av anvéndningen av
den abstrakta datatypen. Den som skall anvanda den abstrakta
datatypen behdver inte veta hur datatypen &r implementerad.

- Eftersom den som anvénder den abstrakta datatypen inte heller
far utnyttjia eventuell kunskap om hur datatypen ar implementerad
sa kan man &ndra implementeringen utan att beh6va andra
nagonting i 6vriga delar av programmet. (Sa lange som gransytans
funktionsspecifikationer foljs!)

+ Av samma skal sa behdver den som skall anvanda datatypen inte
ta nagot ansvar for invarianter — det vilar helt pa implementeringen.

+ Den tydliga grénsen mellan implementering och anvandning gér
det lattare att dteranvdnda implementeringen i andra situationer.
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Tabellen som abstype

For att gora tabellen till en abstype s& kan man definiera en
konstruktor Table och tagga listorna i tabellen med den.

abstype table = Table of (string*int) list
with
val empty = Table [];
fun lookup(key,Table table)
fun update(key,Table table) .
fun remove(key,Table table) cee;
end;
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Intern dokumentation av abstrakta datatyper

Varje abstype skall ha intern dokumentation pa samma satt som
en datatype.

Dessutom skall alla definitioner av varden (val) som ingar i
grénsytan ocks& dokumenteras med

- Namn pé vardet

+ Vérdets typ

« Beskrivning av vad vérdet representerar

T.ex.:

(* empty

TYPE: table

VALUE: En tom tabell ¥*)
val empty = Table [];
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Nackdelar med dataabstraktion

- Man kan bara gora sédana operationer som &r férutsedda.
Exempel: Om man vill veta om tabellen &r tom, s gar inte det!
(En nédIésning kan vara att l&gga till en operation i grdnsytan som
“exporterar” all information i datatypen i nagot bestdmd format och
sedan skriva en egen funktion som gér arbetet.)

« Man kan férlora prestanda i vissa fall.
Exempel: Om man vet att en nyckel inte finns i tabellen sé kan
man lagga in en ny uppgift for nyckeln i konstant tid genom att
skriva (x,y)::table i stdllet fér update(x,y,table).

- Speciellt for ML: Eftersom konstruktorerna inte gar att anvanda
utanfor abstype-deklarationen sa kan de inte anvands i
matchning utanfér. Det kan ge mer svarlasta program.
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Likhetstyper

Abstrakta datatyper i ML &r inte likhetstyper.
Vérden med samma "beteende” kan ha olika representation!

Exempel:
val tabl = update("A",1l,update("B",2,empty));
val tab2 = update("B",2,update("A",1,empty));

tabl och tab2 ar nu bundna till tabeller med samma information.
Men tabl#tab2, darfér att listorna har elementen i olika ordning.

Foér att férhindra misstag och for att inte fakta om
datarepresentationen skall avslojas tillater inte ML jamforelser
mellan varden av abstrakta datatyper (utanfér with ... end).

For att kunna jamféra maste gransytan ha en operation for
jamférelsen som da kan ta hansyn till representationen.
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Tabellkomplexitet

Vi har representerat en tabell med n nycklar av en lista med n
element.

For att sla i tabellen maste man i genomsnitt séka igenom halva
listan — dvs n/2 rekursiva anrop av lookup.

En lista med en miljon nycklar kréver i genomsnitt 500 000 anrop av
lookup for att géra en tabellslagning. Detta &r inte bra i praktiken.

Tidsatgangen for Lookup &r alltsa proportionell mot antalet nycklar i
tabellen. Komplexiteten hos 1ookup ar O(n). Detsamma galler
update och remove.

Vi skall se pa en annan implementering som ger lagre komplexitet.
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Binara soktrad

Ett binart trad kallas for ett binért s6ktrdd om den har invarianten:

+ Alla noder i vénster deltrad har nycklar med lagre varden &n
rotnodens nyckel.

+ Alla noder i hdéger deltrad har nycklar med hégre vérden én
rotnodens nyckel

» Dessa villkor géller &ven for varje deltrad
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Sammanfattning av abstraktion
Definitionsabstraktion — ett varde ersétts av ett symboliskt namn

Ex.:x < maximum istélletfér x < 100
(vitsen ar battre lasbarhet och att behéver man &ndra maximum
racker det med att &ndra pa ett stélle — dér maximum definieras.)

Funktionsabstraktion — ett uttryck gérs oberoende av specifika data
Ex.: (fn x => x+1)y istalletfér y+1

(vitsen ar att (fn x => x+1) kan namnges och anvandas i manga

olika sammanhang — ofta aven battre l&sbarhet.)

Dataabstraktion — ett program goérs oberoende av specifik
datarepresentation

Ex.:update(x,y,table) istélletféor (x,y)::table
(vitsen ar att man kan férandra representationen utan att &ndra
programmet, lattare att uppfylla invarianter, ofta béttre Iasbarhet.)
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Tradrepresentation
Tabellinformation kan lagras i trad i stallet for i listor.

Varje nod innehaller en nyckel och motsvarande varde.

Detta trad representerar en tabell med nycklarna "1", "2", "4",
"6", "7" och "9". (Tank pa att nycklarna &r strangar!)

| exemplen kommer tabellvardena att vara heltalet som motsvarar
nyckeln. Av utrymmesskal visas bara nycklarna i figurerna.
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Sékning i bindra soktrad
Sok efter nyckeln "6". Starta vid roten.
Vid varje nod véljer man vanster eller hdger soktrad beroende pa
om det man soker efter &r mindre eller stérre &n nodens nyckel.

storre

mindre
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Tidkomplexitet for bindra soktrad Implementering av tabeller

Om alla "nivaer” i tradet &r fyllda sa innehaller ett trdd med n nivaer som bindra soktrad

27-1 noder. For att séka efter en nyckel behéver man bara bes6ka Vi kan nu géra en alternativ implementering av tabeller som binara
s& ménga noder som motsvarar antalet nivaer. soktrad. Gransytan med sina funktionsspecifikationer &r helt

n oférandrad.
Antalet rekursiva anrop for ett trad 2 -1 noder &r alltsa n.
Tidsatgangen &r proportionell mot logaritmen av antalet nycklar — Tack vara att datatypen &r abstrakt s& kommer inga program som
O(log n). anvander tabelldatatypen att paverkas av andringen.
Ett trad med en miljon nycklar kréver c:a 20 rekursiva anrop av Man kan anvénda tabellen p& exakt samma sétt som nér den var
lookup — jamfér med 500 000 som kravdes nér tabellen implementerad som en lista.

representerades som en lista.

Detta forutsatter att tradet ar "valbalanserat” — mera senare...
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Deklaration av tabeller som binara soktrad Funktionen lookup
* lookup(key,table)
bst table = ( ' . .
asEig:y abe TYPE: string*table -> int option
| Bintree of string*int*table*table PRE: table &ar en korrekt tabell.
(* REPRESENTATION CONVENTION: o POST: SOME v om key finns i table och v &ar
frid representeras av bintres(k,v L %), iz k &r motsvarande virde. NONE anpars. *)
p v Bi v : = ! i
nyckeln, v dr tabellvardet, 1 éi‘ "J‘érllstér deltrdd och r (* VARIANT: Storsta djupft hos ett 16v i table *)
ir hoger deltrad. fun lookup(key,Empty) = NONE )
REPRESENTATION INVARIANT: | lookup(key,Bintree(key',value,left,right)) =
Alla nycklar i vdnster resp. hdger deltrad if key = key' then
. mdste vara mindre resp. stérre &n k *) SOME value
WITE empty else if key < key' then
TYPE: table lookup (key,left)
VALUE: Ett tomt trad *) else
val empty = Empty; lookup (key,right);
fun update ;

fun lookup .
fun remove

end;
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Kérexempel Kérexempel (forts.)
lookup("6",Bintree("4",4, —> lookup("6",Bintree("7",7,
Bintree("2",2, Bintree("6",6,Empty,Empty),
Bintree("1",1,Empty,Empty), Bintree("9",9,Empty,Empty)))
Empty), —> if "6" = "7" then
Bintree("7",7, SOME 7
Bintree("6",6,Empty,Empty), else if "6" < "7" then
Bintree("9",9,Empty,Empty)))) lookup("6",Bintree("6",6,Empty,Empty))
—> if "6" = "4" then else
SOME 4 lookup("6",Bintree("9",9,Empty,Empty))
else if "6" < "4" then —> 1if "6" = "6" then
lookup("6",Bintree("2",2, SOME 6
Bintree("1",1,Empty,Empty), else if "6" < "6" then
Empty)) lookup("6",Empty)
else else
lookup("6",Bintree("7",7, lookup("6",Empty)
Bintree("6",6,Empty,Empty), —> SOME 6

Bintree("9",9,Empty,Empty)))
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Uppdatering av binara séktrad

For att satta in nyckeln "3": Sok efter den och sétt in den dér den
borde ha funnits:

mindre

hittar inte °
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Obalans
Sétter man i tur och ordning in "1", "2", "4", "6","7" och "9" i
ett tomt soktrad sa far man:

Detta ar ett kraftigt obalanserat trad. | praktiken en lista, vilket ger
samma tidsatgang for sékning som i en lista — linjart i storleken.

For att bindra soktrad skall vara praktiskt anvandbara maste de
balanseras om efter uppdateringar.

Balanserade s6ktrad behandlas i nasta kurs (AD1).
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Mer om traversering

toList "besdker” vanster deltrad forst, sedan rotnoden, sedan
hoger deltréd — inorder-traversering.

Notera att listan som toList returnerar &r sorterad. Genom att
bygga ett s6ktrdd med en méngd data och sedan géra om det till en
lista i inorder s& har man sorterat dataméangden! (Ett alternativ till
mergesort som kallas trddsortering.)

preorder-traversering — man besdker forst rotnoden, sedan vanster
deltrad, sedan hoger.

postorder-traversering — man besoker férst vanster deltrad, sedan
héger, sedan rotnoden.
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Funktionen update
(* update(key,value,table)
TYPE: string*int*table -> table
PRE: table dr en korrekt tabell.
POST: Tabellen table uppdaterad med vardet
value for nyckeln key *)
(* VARIANT: storsta djupet av ett 1ov i table *)
fun update(key,value,Empty) =
Bintree(key,value,Empty,Empty)
| update(key,value,
Bintree(key',value',left,right)) =
if key = key' then
Bintree(key,value,left,right)
else if key < key' then
Bintree(key',value',
update(key,value, left),right)
else
Bintree(key',value',
left,update(key,value,right));
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Funktionen toList

Ibland vill man hamta ut informationen i ett trdd som en lista. Vi
utdkar gransytan med funktionen toList.

(* toList table
TYPE: table -> (string*int) list
PRE: (inget)
POST: En lista av alla nyckel-vdrde-par i
tabellen i inorder. *)
(* VARIANT: Storsta djupet av ndgot 1lév i table *)
fun toList Empty = []
| toList(Bintree(key,value,left,right)) =
toList left @ (key,value) :: toList right;
toList gar igenom (traverserar) hela tradet for att samla
information fran noderna och bygga en lista.
toList av exempeltradet ger

[("1",1),("2",2),("4",4),("6",6),("7",7),("9",9)]
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Polymorfa tabeller

Var tabelldatatyp &r definierad med stréangnycklar och heltalsvarden.
| praktiken vill man kunna definiera en abstrakt datatyp for tabeller
som kan hantera alla typer av nycklar och vérden eftersom en
sadan &ar mera anvandbar.

Funktionsspecifikationerna behdver da andras for att bli mera
generella, t.ex.
(* lookup(key,table)
TYPE: ''a*(''a*'b) table -> 'b option
PRE: table &dr en korrekt tabell.
POST: SOME v om key finns i table och v &ar
motsvarande vadrde. NONE annars. %)

Notera att typvariabeln fér nyckeltypen endast avser likhetstyper
(dubbel apostrof). Varfér?
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Polymorfa tabeller (forts.)

Som vi sag tidigare sa var funktionerna som implementerade
tabeller som listor redan fullstdndigt polymorfa. Med deklarationen
abstype (''a,'b) table = Table of (''a*'b) list

s blir funktionernas typer de 6nskade

lookup : ''a*(''a*'b) table -> 'b option

update : ''a*'b*(''a*'b) table -> (''a*'b) table
remove : ''a*(''a*'b) table -> (''a*'b) table

Det ar inte lika enkelt med implementeringen av tabeller som binéra
sOktrédd. Med en deklaration

abstype (''a,'b) table = Empty
Bintree of ''a*'b*(''a,'b) table*(''a,'b) table

sa blir funktionerna "av sig sjéalva” polymorfa i tabellvardet, men inte
i nycklarna. Varfor?
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Operationer pa soktrad
blir inte helt polymorfa

| implementeringen av tabeller som listor anvandes
likhetsjamforelse for att jamféra nycklar. = &r en polymorf funktion.

| implementeringen av tabeller som binéra sokirdd anvandes
storleksjamférelse av nycklar. Storleksjamforelser &r beroende av
typen: < &r en monomorf funktion. Den &r dverlastad sa den kan
fungera med ett antal olika typer (string, int m.fl.), men bara en
typ vid varje gang den férekommer i programkoden.

Detta hander dven om sjalva séktraden ar polymorfal!

Detta problem kan man l6sa med hégre ordningens funktioner
(kursmoment 9).
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