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Problem och algoritmer

» Ett problem ar en uppgift som ska losas.

- Berakna n! givet n>0
- Rakna antalet vokaler i en textstrang
- LGs ett kryptokorsord, givet en ordlista med magjliga ord

« En algoritm ar en steg-for-steg-beskrivning for
hur man loser ett problem.

1. Satt p till 1
2. Ar n = 0? Returnera p, annars ga till steg 3
3. Satt p := pen och n := n-1. Ga till steg 2



Tidskomplexitet

« Tidskomplexitet &r ett matt pa hur kortiden for
en algoritm forandras nar storleken pa
problemet andras.

 Teoretiskt matt pa hur komplicerat ett problem
ar berakningsmassigt. Inte last till
programmering.

« S&ger ingenting om hur lang tid det tar att
kOra algoritmen!



Tva exempel pa komplexitet

« Problem: Lagga strumpor | en tvattmaskin

1. Finns det strumpor kvar | IKEA-kassen?

- Nej Klar, alla strumpor ligger i maskinen!
- Ja  Gatill steg 2

2. Lagg en strumpa I tvattmaskinen
~- Gatill steg 1
e Lika manga strumpforf yttningar som strumpor

f(s) =s
f(2s) = 2s = 2f(s)



Tva exempel pa komplexitet

« Problem: Lagga strumpor | en tvattmaskin

1. Finns det strumpor kvar | IKEA-kassen?

- Nej Klar, alla strumpor ligger i maskinen!
- Ja  Gatill steg 2

2. Lagg en strumpa I tvattmaskinen
~- Gatill steg 1
e Lika manga strumpforf yttningar som strumpor

« Dubbelt sa manga strumpor —
Dubbelt sa manga forf yttningar



Tva exempel pa komplexitet

« Problem: Para ihop strumpor efter tvatten

1. Finns det strumpor kvar?

- Nej Klar, alla strumpor ar sorterade!
- Ja  Gatill steg 2

2. Plocka upp en strumpa

3. Jamfor den med en annan strumpa, ar de lika?

- Ja  Lagg undan dem tillsammans, ga till steg 1
- Nej Upprepa steg 3 med en ny strumpa

» Antalet jamforelser J(s) = £ (se Sl-mote #5)

J(23):@:%:32:4-J(8)



Tva exempel pa komplexitet

« Problem: Para ihop strumpor efter tvatten

1. Finns det strumpor kvar?

- Nej Klar, alla strumpor ar sorterade!
- Ja  Gatill steg 2

2. Plocka upp en strumpa

3. Jamfor den med en annan strumpa, ar de lika?

- Ja  Lagg undan dem tillsammans, ga till steg 1
- Nej Upprepa steg 3 med en ny strumpa

« Dubbelt sa manga strumpor —
Fyra ganger sa lang tid!



Tva exempel pa komplexitet

« Algoritmen for att sortera strumpor har alltsa
hogre komplexitet an algoritmen for att lagga
In dem | tvattmaskinen!

« Hur ska man uttrycka den har skillnaden?
Matematiken ger oss Theta-notationen!



Theta-notationen

» Uttrycker begransningar for tillvaxten hos
matematiska funktioner.

f(xz) =0(g(z)) = Detfnns ki, k2, x0 Sa att
0 < kig(z) < f(z) < kag(x)
for x > xg

o Informellt: For tillr&ckligt stora = vaxer f(x)
ungefar lika snabbt som g¢(x)

 "FOr tillrackligt stora =™ Asymptotisk analys



Theta-notationen

« "FOr tillrackligt stora z": Asymptotisk analys

« Bara den snabbast vaxande termeni f(z) &r
Intressant, de andra kan strykas.

« Omf(x) ar ett polynom &r man bara intresserad
av termen med hogst grad

« Koeff cienter paverkar bara k; ochk, (se
foregaende slide) och kan ocksa strykas:

f(z) = Ra? + 2022 + TRz + 18Q = O(a?)



Theta-notationen

 Variationer. Omega och Omicron ("Big Oh”)
(@) =0(g(z)) = 0<kig(z) < f(z) < kag(x)
flz) =Qg(z)) = 0<kg(z) < f(z)
f(z) =0(g(z)) = 0< f(z) < kg(z)

» Informellt: FOr tillrackligt stora = begransas f(x)
underifran, respektive ovanifran av g(z)



Tillbaka till strumporna

» Algoritmen for att lagga strumpor |
tvattmaskinen

« Antalet strumpforf yttningar
f(s) =s5=0(s)
« Algoritmen har linjar komplexitet
 Algoritmen fOr att sortera strumpor
« Antalet strumpjamforelser
J(s) =% = O(s?)
« Algoritmen har kvadratisk komplexitet



Olika komplexiteter
FOr problem av storlek n.

k ar en konstant.

Komplexitetsfunktion Tillvaxthastighet

1 Konstant

log n Logaritmisk Sub-linjar

log? n "log-squared”
n Linjar

nlogn _ Polynomisk
n2 Kvadratisk
n3 Kubisk
K" Exponentiell Exponentiell
n! _
o Superexponentiell

Kéalla: Pierre Flener



Fran kod till komplexitet

« Antag att vi har en rekursiv funktion vars
tidskomplexitet vi vill analysera.

» Avgor vilket/vilka argument som paverkar
kortiden T. Storleken pa detta argument &r
problemstorleken n.

- Vardet av ett heltal
- Langden pa en strang/lista
- Hojden av ett trad



Fran kod till komplexitet

» Avgor hur kortiden for varje rekursivt steg
beror av problemstorleken n.

- En lista av langd n traverseras
- Vagen till ett Iov 1 ett trad hittas
- Problemstorleken spelar ingen roll (konstant kortid)

» Avgor antalet rekursiva anrop och
problemstorleken for dessa

- Ett anrop med en strang ett tecken kortare (T(n-1))
- Tva anrop med héalften av alla element i listan (2T(n/2))



Fran kod till komplexitet

» Stall upp en rekursion som beskriver kortiden
for funktionen givet problemstorieken n.

- Har ofta formen

Kortiden for basfallet, n=0
T(n) = {

Kortiden for det allmanna fallet plus de rekursiva anropen, n>0

o Hitta den slutna formen for rekursionen T och
bevisa att den stammer.

- Gissa/Prova/Rita/Sla upp formler (Alla medel tillatna!)
- Master Theorem



Fran kod till komplexitet

« Betrakta nedanstaende funktion som raknar
antalet forekomster av x 1 en lista 1:

fun countOccurences( , []) = 0
| countOccurences(x, (f::r))
1f x = £ then
1 + countOccurences (x, r)
else

countOccurences (x, r);



Fran kod till komplexitet

« Hitta problemstorleken

« En langre lista tar langre tid att genomsoka
« Vardet pa x spelar ingen roll for kértiden

e n =langden pa listan 1

fun countOccurences( , |

1) =0
| countOccurences (x, (f::r))
1f x = £ then
1 + countOccurences (x, r)
else
countOccurences (x, 1)



Fran kod till komplexitet

« Hur paverkar n kortiden i varje steg?

« Funktionen genomfor en heltalsjamforelse och
eventuellt en addition.

« Den nuvarande langden pa listan spelar ingen roll
« Kortiden i varje rekursivt steg ar alltsa konstant

fun countOccurences( , |

1) =0
| countOccurences (x, (f::r))
1f x = £ then
1 + countOccurences (x, r)
else
countOccurences (x, 1)



Fran kod till komplexitet

« Undersok de rekursiva anropen

« Det allmanna fallet gor exakt ett rekursivt anrop
« | varje rekursivt anrop ar listan ett element kortare

« Varje anrop dar n>0 ger alltsa upphov till exakt ett
anrop med kortiden T(n-1)

fun countOccurences( , |

1) =0
| countOccurences (x, (f::r))
1f x = £ then
1 + countOccurences (x, r)
else
countOccurences (x, 1)



Fran kod till komplexitet

» Stall upp en rekursion och f nn en sluten
formel

T(n)— kO .n=0
- Y Th-1) +k,n>0

T(n) =nk +k =06(n)

fun countOccurences( , |

1) =0
| countOccurences (x, (f::r))
1f x = £ then
1 + countOccurences (x, r)
else
countOccurences (x, 1)



Fran kod till komplexitet

o Ett till exempel (funktionens syfte ar oviktigt)
fun gizmo [] = 0
| gizmo (f::r) =
let
val v = countOccurences (f, r)
in
v + glzmo r

end;



Fran kod till komplexitet

» Problemstorleken n ar listans langd

| varje steg anropas countOccurences
(som vi vet har linjar komplexitet) med en lista
av langd n-1. Arbetsmangden | varje steg ar

alltsa ®(n-1) = O(n).
o Ett rekursivt anrop T(n-1

fun gizmo []
| gizmo (f::r) =
let
val v = countOccurences (f, r)
in

vV + gizmo r
end;



Fran kod till komplexitet

« Rekursion och sluten formel

() = {0(1) n=0

T(n-1) + ®(n),n >0

T(N) = ned(n) + O(1) = B(N?)

fun gizmo []
| gizmo (f::r) =
let
val v = countOccurences (f, r)
in
vV + gizmo r
end;



Fran kod till komplexitet

« Avgor vilket/vilka argument som utgor
problemstorleken

» Avgor hur kortiden for varje rekursivt steg
beror av problemstorleken n.

« Avgor antalet rekursiva anrop och
problemstorleken for dessa

o Stall upp en rekursion T(n)
« Hitta en sluten form for T(n) och bevisa den



Master Theorem

 Loser rekursioner pa formen:
T'(n) =aT(%)+ f(n)

. Den intressanta termen ar n'°8s @

e Tre fall:

nlogb a

o = (nf) = T(n) = n'os e e > (

. nl8 2 = O(f(n)) = T(n)=n'8%logn

L — Q(nf) = T(n) = f(n), €>0

nlogb a
(+ regularity condition)



Master Theorem

nlogb a

o = (nf) = T(n) = nlogsa e > ()

« Vad betyder allt det har da?
Jo:
"Om = f( )a alltid ar stdrre an n¢ for nagot € och
tillrackligt stora n , sa ar den slutna formen for
rekursionen 1'(n) = nl°gsa ~
. Vi sager att n'°8 % dominerar f(n).

. Tank pa att kvoten mellan n'°¢ ¢ och f(n)
maste vara polynomial (alltsa i Q(n°), for
nagot ¢), annars ar inte MT applicerbar!




Master Theorem

 Loser rekursioner pa formen:
I'(n) =aT(%)+ f(n)
. Den intressanta termen ar n'°8s @

« Tre fall:
- n'°&s @ dominerar f(n): T'(n) = nlo&

n'°8 @ yaxer som f(n): T'(n) = n'°8 % logn

. f(n) dominerar n'°¢»%: T'(n) = f(n)
(+ regularity condition)



Ovningar

« Hitta tidskomplexiteten for foljande funktioner:

fun

fun

fun

1)

foo (

[
foo(f::r)

bar ([])

[
bar(f::r)

baz (0)
baz (n)

0

= 1 + fool(r);

2

= foo(r) + bar(r);

42
baz (n div 2)

+ baz(n div 2);



