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Ovningar

1.

i) Antalet strumpor avgor hur lang tid det tar att genomfora algoritmen.

i1) Antag att man borjar med n stycken strumpor. Antalet forflyttningar /' kan da uttryckas som

0 omn =0
F(n){ 1+F(n—1) omn>0

Basfallet 4r ndr man inte har nagra strumpor kvar att flytta, och da flyttar man noll strumpor. I det
allménna fallet flyttar man en strumpa, och da aterstar n — 1 strumpor att flytta.

i7i) En sluten formel for rekursionen dr F'(n) = n. Borjar man med n stycken strumpor maste man utféra n
stycken strumpforflyttningar. Det kan bevisas med induktion pa foljande sitt:

Induktionsantagande (IA): F'(p) = p
Basfall:

F(0) 0

FO)20 vsv

Induktionssteg: F'(p) =p — F(p+1)=p+1
Bevis:

Fp+1) "™ 14F@p)Z1+p VSV

iv) F(2n) = 2n, alltsd maste man utféra dubbelt sd méanga forflyttningar om man dubblerar antalet strumpor.



i) 1. Plocka upp en strumpa.

2. Jamfor strumpan med en annan strumpa. Om de ar lika, 1igg dem bada at sidan och ga till steg 3,

upprepa annars steg 2 med en ny strumpa.
3. Finns det strumpor kvar? Om ja, ga till steg 1, annars &r du klar.

i1) Antalet strumpor avgor problemstorleken.

i7i) Antag att man har s stycken strumpor kvar. Plockar man upp en strumpa maste man i virsta fall jamfora

den med alla de aterstaende s — 1 strumporna innan man hittar ritt.
iv) Antag att man borjar med n stycken strumpor. Antalet jamforelser C' kan da uttryckas:

0 omn =0
C(n)—{ n—1+C(n—2) omn>0

Basfallet dr ndr man inte har nagra strumpor kvar att flytta, och da jamfér man noll strumpor. 1 det
allménna fallet gér man n — 1 jamforelser innan man ldgger undan de tva matchande strumporna. Da

aterstar n — 2 strumpor att sortera.

C2)=1+C0)=1+0=1

C4)=3+C(2)=3+1=4
CR)=T7T+C6)=T+(B+C4)=T+5+4=16

C(16) =15+ C(14) =15+ (13+ C(12)) = 15+ (134 (11 4+ C(10))) =

154+ 13+ (114 (9+C(8)))) =154+ (13 + (11 + (94 16))) = 64

vi) Om vi utvecklar rekursionen far vi

n\2 n?
Cln)=mn—-1)+n—-3)+ - +3+1+0= <§> -=
Detta kan bevisas med rekursion:

2
Induktionsantagande: C'(p) = %
Basfall:
C(0) "o

02
c(0) 2 = ;=0 VSV
2 2)2 2 44 4

Induktionssteg: C'(p) = pz — C(p+2) = (pz R 4p +

Notera att vi antar att vi har ett jamnt antal strumpor
Bevis:

2 o dp 4 pP pPPHdp+d
Op+2) ™ p+1+C(p) Bp+14+5 =L+ + 5 =0

VSV
4



vii) Om man ska para ihop 2n strumpor blir antalet jamforelser % = n?, alltsd fyra ginger s minga som

for n strumpor.

Ovriga kommentarer:
I det genomsnittliga fallet behover man bara jimfoéra varje strumpa med hélften av de resterande strumporna.
Med samma resonemang som ovan far man:

0 omn =0
C(n)_{"Tl+C’(n—2) omn >0
2 2
(n—1) (n=3) 3.1 (3 % _n
C = RN — — 0 = == = = —
e L IR AR 2 2 8
I bista fall plockar man upp tva stumpor at gangen och har den ofantliga turen att de alltid matchar (eller sa ar
man inte sd himla petig). Man gor alltsd en jimforelse per par strumpor, vilket blir totalt % jimforelser for n
stycken strumpor. Bigge fallen kan bevisas med induktion.

Sammanfattningsvis har den hir metoden att sortera strumpor foljande komplexitet:

2 — ©(n?) i virsta fall
C(n) = %2 = O(n?) i genomsnittliga fall
% =0O(n) ibistafall
Att flytta strumpor som i uppgift ett har alltid linjar komplexitet:

F(n) =n=06(n)

>
i) g(z) = O(f(x)) Falskt
i1) f(x) = O(h(x)) Sant
i11) g(x) = O(h(x)) Falskt
iv) h(zx) = Q(f(z)) Sant

v) h(z) = O(f(x)) Sant
Kommentar till uppgiften:
Kom ihag att definitionerna av ©, €2 och O ir att det finns konstanter ¢; och ¢, sa att
f(n) =0(g(n)) = c1-g(n) < f(n) <c-gn)
f(n) =Q(g(n)) = c1-g(n) < f(n)
f(n) =0(g(n)) = f(n) < c2-g(n)

for n storre dn nagot ng.
Alltsa, om f(n) = ©(g(n)), sa giller ocksa att f(n) = Q(g(n)), att f(n) = O(g(n)) samt att g(n) = O(f(n)).



i) 3n®+ 15n? + 3 = O(n?)
i1) 1=0(42) (notera att 100 = O(42) ocksa stimmer)
iii) n-logon+3=Q(n-logyn), (n), 2logn)och (1) dr ocksa korrekta svar)

iv) n?4+100n +15=0(n?)  (Alla O(n*), ddr k > 2 stimmer)

vi) n%+logyn = Q(n -log,n)

)
v) n-logyn+mn=0(n-logn)
)
V1)

2" = 0(n!)

5.
fun £(0) = 0
| f£(n) if 2*xn>42 then 2+«f(n-1) else f(n-1)+1;

Notera att virdet funktionen berdknar inte spelar nagon roll for komplexiteten! Att man multiplicerar virdet av
det rekursiva anropet med 2 paverkar alltsa inte analysen.

Lat k; och ks vara (de konstanta) tiderna for monstermatchning, multiplikation och sa vidare.

_J k n =70
T(n)—{ ke +T(n—1) n>0

Eftersom varje steg “kostar” ks och n minskar med ett varje steg dr en rimlig gissning att den totala kostnaden
kommer vara n - ko + k1, alltsé att komplexiteten kommer vara linjir (©(n)). Ett induktionsbevis foljer nedan.

Induktionsantagande (IA): T'(p) =p- ks + k1

Basfall: T7(0) =0-ko+ k1 = ky

Induktionssteg: T'(p) =p-ko+hk = T(p+1)={p+1) -k +k
Beviss T(p+ 1)L hy+T(p) L hotp-hothi=p+1)-ky+k VSV



fun g(0) =1
| g(n) = g(n-1) + g(n-1);

Lat k; och ks vara (de konstanta) tiderna for monstermatchning och addition.

- k’l n=20
T(”)_{ ka+2T(n—1) n>0

Om man utvecklar rekursionen far man:
T(n) =ky+2(ky +2(ka+ - +2(ka+ k1) ... ) =Y 2 kg + 2" hy = (2" = 1) hy + 2" ki
i=0

Detta ricker egentligen som bevis for att 7'(n) = ©(2"). Vill man vara siker pa att man har riknat ritt kan
man utfora foljande induktionsbevis:

Induktionsantagande (IA): T'(p) = (2 — 1) - ko + 27 - Ky

Basfall: 7(0) = (2° —1) - ko +ky =0-ky + kg = k1

Induktionssteg: T(p) = (20 — 1) - ko + 2P - kg = (20T — 1) - ky + 2P . |y
Bevis:

Tp+1)"E ky+2T(p) L ko +2((2° = 1) -k + 27 - ky) =

ko + 2Pt kg — kg + 2Py = 2Py — oy 4 2Py =

(2P —1) kg + 20Tk VSV



