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Ovningar

1.

i) T(n) =2T(%) +n
a=2 b=2  fln)=n
n'°92? = p, f(n) =6(n) = Case 2
T(n) = O(n - logn)
i) T(n) =4T(%)+n*-1gn
a=4, b=2, f(n)=n*-1gn
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=lgn # Q(n°) = Master theorem ej applicerbart

iii) T(n) = 107(2) + 2n?

plog2t = pb =1, _f(ln) =Q(n°) = Case 3

v) T(n) =2"-T(%) +n*

a = 2" inte en konstant =—> Master theorem ej applicerbart
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3.
Nir en nod tas bort i ett binért soktrad maste den erséttas med den noden som har hogst nyckel i det vinsta
deltriddet, eller den som har lagst nyckel i det hogra deltrddet. Nedan anvinds den forstnimnda metoden:
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Nir man ska rita quadtradet som representerar ovanstaende figur dr det bra att bestimma sig for en ordning pa
noderna. Nedan véljer vi att ordna en nods barn sa att de fran vinster till hoger kopplas till fordlderns Gvre
vénstra, Ovre hogra, nedre vinstra respektive nedre hogra kvadrant:
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Rotnoden innehaller som sagt bara cirkeln B och har ingen tredje undernod eftersom det inte finns nagra
cirklar i den nedre vinstra kvadranten. Rotnodens fjiarde barn har tva cirklar i sig, eftersom bade D och F skir
omradets mittlinjer. En av noderna i tridet har inga cirklar i sig men maste dnda vara dar eftersom nodens barn
innehaller cirklar (G och H).



S.

datatype "a tree = Void | Node of "a x "a tree x "a tree;

(» treeHeight (t)
TYPE: 'a tree -> int

PRE: ()
POST: h&jden av t
EXAMPLES: treeHeight (Node(l, Node (2, Void, Void) Void)) = 2

*)
(*VARIANT: antalet noder i t=*)
fun treeHeight (Void) = 0
| treeHeight (Node(_,L,R)) = 1 + Int.max(treeHeight (L), treeHeight (R));

Om man tinker lite pa hur funktionen fungerar sa inser man att varje nod i tridet kommer besokas exakt en
gang, vilket tyder pa att tidskomplexiteten borde vara ©(n), dér n dr antalet noder i t. Om man antar att tridet
ar balanserat kan man stilla upp foljande rekursion:

[ e omn =0
T(n) = { 2T(%) +6O6(1) omn >0

dédr ©(1) &r tiden det tar att addera och hitta det storsta av tva heltal. Applicerar man sedan Master Theorem
far man att n'°#22 = n' = n, och eftersom det finns ¢ > 0 sd att & = Q(n®) for konstanta k (fall 1 av Master
Theorem) sa &r tidskomplexiteten ©(n) som vintat.

Om man antar att alla noder bara har en enda nod till hoger eller vinster, alltsa att det bara finns en enda vig
genom tridet far man istéllet foljande rekursion:

[ e omn =0
T(”)—{ T(n—1)+06(1) omn >0

ddr ©(1) dr tiden for addition och Int .max och for att pa konstant tid undersoka det undertrdd som inte har
nagra noder. Hir &r inte Master Theorem ldngre applicerbart, men man kan litt visa att tidskomplexiteten
fortfarande dr O(n).



pre-order: [5,3,2,1,4,8,7,6,9]
in-order: [1,2,3,4,5,6,7,8,9]
post-order: [1,2,4,3,6,7,9,8, 5]

(* inOrder (t)
TYPE: 'a tree —> ’"a list
PRE: ()
POST: en lista med noderna i t i den ordning de besdks med en
inorder-traversering
EXAMPLES: inOrder(t) = [1,2,3,4,5,6,7,8,9]
(ddr t dr AVL-trddet fran uppgift 2)

(*VARIANT: antalet noder i t=*)
fun inOrder (Void) = []
| inOrder (Node (e, L, R)) = inOrder (L) @ (e::inOrder (R));

Ifall det blir en pre-, in- eller postorder-traversering beror pa var man sitter in elementet e i varje steg. For pre-
och postorder-traverseringar skulle funktionskroppen bli

e::inOrder (L) @ inOrder (R)

respektive

inOrder (L) @ inOrder(R) @ [e]

I varje steg utfors en (eller tva) listsammanslagning (append) med linjéar tidskomplexitet. Om man antar att
tridet dr balanserat kan man stélla upp foljande rekursion:

O(1) mn =0
) = { (@+@()gmn>o

Applicerar man Master Theorem fir man att n'°%2% = n = ©(n) (fall 2 av Master Theorem), alltsé att tidskom-
plexiteten dr T'(n) = ©(nlogn). Eftersom varje nod besoks exakt en gang skulle man vilja att komplexiteten
var linjir som i uppgift 4. Problemet ligger i listsammanslagningen som ger den irriterande O(n)-termen i
rekursionen. Ett sitt att bli av med den for en inorder-traversering dr att besoka alla noder 1 omvénd ordning
och i varje steg ldgga in noden forst i en ackumulatorlista:

fun inOrder’ (Void, ack) = ack
| inOrder’ (Node(e, L, R), ack) = inOrder (L, e::inOrder (R, ack));
fun inOrder (t) = inOrder’ (t, [1]);

Den resulterande rekursionen blir da istillet

omn =20

o(1)
T(n) = { 2T(2) + O(1) omn >0

Vilket ger T'(n) = ©(n) enligt samma resonemang som i uppgift 4.



7.

fun foo [x] = [x]
| foo 1 = let
val (a,b) = split (1)
in
foo(a) @ foo(b) @ foo(a) @ foo(b)
end;

Om ldngden pa listan 1 &r n sa kan vi beskriva langden pa listan med foljande rekursion:

1 omn =1
L(n) _{ 4L(5) omn >1

Den slutliga listan #r ju resultatet av fyra rekursiva anrop ihopsatta till en lista. Antagandet att n = 2% gor
att vi vet att split alltid kommer ge tva listor med exakt halva lingden av 1, sa problemstorleken for varje
rekursivt anrop dr alltid 5.

Rekursionen kénner vi igen som en pa formen L(n) = aT'(}) + f(n), alltsd kan vi forsoka anvinda Master
Theorem:

nlot = p?, n? dominerar ) = Case 1
L(n) = ©(n?)
Just for n = 2F blir lingden exakt n?, eftersom vi far exakta delningar med split, f(n) = 0 och basfallet

dr 1. For godtyckliga n kan vi i alla fall séiga att den resulterande lingden #r i samma storleksordning som n?,
dven om en exakt formel blir mer komplicerad.



