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Tabellprogrammet — Lookup
(* lookup(key,table)
TYPE: ''a*(''a*'b) list -> 'b option
PRE: table &r en korrekt tabell.
POST: SOME v om key finns i table och v &r
motsvarande vdrde. NONE annars. *)
(* VARIANT: langden hos table *)
fun lookup(_,[]) = NONE
| lookup(key, (key',value)::rest) =
if key = key' then
SOME value
else
lookup(key,rest);

PRSP HT05 moment 8 saas Uppdaterad 2005.09-22

Tabellkomplexitet

En tabell med n nycklar representeras av en lista med n element.

For att sla i tabellen maste man i genomsnitt séka igenom halva
listan — dvs n/2 rekursiva anrop av lookup.

En lista med en miljon nycklar kraver i genomsnitt 500 000 anrop av
lookup for att géra en tabellslagning. Detta &r inte bra i praktiken.

Tidsatgangen fér lookup &r alltsa proportionell mot antalet nycklar i
tabellen. Komplexiteten hos 1ookup &r O(n).

Samma resonemang géller update och remove.
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Intern dokumentation av abstrakta datatyper
Inte bara funktioner utan ocksa datatyper behéver dokumenteras.
Varje abstype skall férses med en kommentar liknande en
funktionsspecifikation som har tva delar:

« En beskrivning av hur data &r representerat

« Datastrukturinvarianten

Alla definitioner av varden som inte &r funktioner skall ocksa
dokumenteras med

« Namn pd vérdet

« Vérdets typ

« Beskrivning av vad vérdet representerar
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Tabeller
En viktig tillimpning &r tabellen — att ifran en "nyckel” kunna ta fram
ett "tabellvarde”. Ett typiskt exempel &r en telefonkatalog:

Avdelningen fér datalogi

Andersson, Arne, professor i datalogi, 1022
Bjérklund, Henrik, doktorand, 1023

Bol, Roland, universitetslektor, 7606
Eriksson, Lars-Henrik, universitetslektor, 1057
Flener, Pierre, universitetslektor, 1028
Fomekin, Ruslan, doktorand, 1062

\ /
nyckel vérde
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Tabellprogrammet — empty, update
val empty = [];

(* update(key,value,table)
TYPE: ''a*'b*(''a*'b) list -> (''a*'b) list
PRE: table dr en korrekt tabell.
POST: Tabellen table uppdaterad med vardet
value fOr nyckeln key *)
(* VARIANT: ldngden av table *)
fun update(key, value, []) = [(key,value)]
| update(key, value, (key',value')::rest) =
if key = key' then
(key,value)::rest
else
(key',value')::update(key,value,rest);

Observera att update respekterar datastrukturinvarianten — att
varje nyckel férekommer higst en gang i tabellen.
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Abstrakta datatyper

Vid anvdndningen av en tabell enligt ovan utférs alla uppgifter av de
olika tabellfunktionerna. Ett program som anvénder tabeller behéver
alltsa inte kénna till att en tabell &r representerad som en lista.

Vill man ha en annan representation av tabellen (t.ex. fér snabbare
atkomst!) s& behGver man inte &ndra programmet som anvénder
tabellen, bara tabellfunktionerna har samma funktionsspecifikation!
Det &r ocksa lttare att se till att invarianten uppfylls eftersom bara
tabellfunktionerna kan skapa/éndra tabeller.

En datatyp med denna egenskap kallas fér en abstrakt datatyp
eftersom man har abstraherat bort hur datatypen representeras
(listan i vart fall) och bara ser pa hur den anvénds (funktionerna).
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Datatypsspecifikationer

abstype (''a,'b) table = Table of (''a*'b) list
(* REPRESENTATION CONVENTION:
En tabell representeras som en lista dar
elementen &dr tabellrader. Varje tabellrad
representeras av en tupel (nyckel,tabellvdrde)
REPRESENTATION INVARIANT:
Ingen nyckel fdr finnas i mer &n en tabellrad
*
)
with
(* empty
TYPE: (''a*'b) table
VALUE: En tom tabell *)
val empty = Table [];
(* funktionsspec for update .. *)
fun update(key,value,table)..
..etc..
end;
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Implementering av tabellen

En tabell implementeras naturligen som en lista:

val datalogi =

[ ("Andersson, Arne",("professor i Datalogi",1022)),
("Bjorklund, Henrik", ("doktorand",1023)),
("Bol, Roland",("universitetslektor",7606)),
("Eriksson, Lars-Henrik",("universitetslektor",1057)),
("Flener, Pierre",("universitetslektor",1028)),
("Fomkin, Ruslan",("doktorand",1062)),

.] : (string * (string*int)) list;

! T

nyckeltyp vardetyp

Listans typ blir alltsa (nyckeltyp*vérdetyp) list
En invariant &r att varje nyckel fsrekommer hdgst en gang.
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Tabellprogrammet — remove

(* remove(key,table)
TYPE: '‘'a*(''a*'b) list -> (''a*'b) list
PRE: table &r en korrekt tabell.
POST: Tabellen table med uppgiften om nyckeln
key borttagen *)
(* VARIANT: ldngden av table *)
fun remove(key, []) = []
| remove(key, (key',value)::rest) =
if key = key' then
rest
else
(key',value)::remove(key,rest);

Observera att &ven remove respekterar datastrukturinvarianten.
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Stéd fér dataabstraktion i ML

abstype datatypdeklaration
with

deklarationer

end;

Konstruktorerna i datatypsdeklarationen blir osynliga och odtkomliga
utom mellan with och end.

abstype (''a,'b) table = Table of (''a*'b) list
with
val empty = Table [];

fun update(key,value,Table table) = ...;
fun lookup(key,Table table) ceed
fun remove(key,Table table) = ...;

end;

empty, update etc. kallas fér datatypens primitiver.
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Nackdelar med dataabstraktion
» Man kan bara géra sadant som &r férutsett.
Exempel: Om man vill veta om tabellen &r tom, sé gar inte det!
(En I6sning kan vara att l&gga till en primitiv som ger tillbaka all
information i tabellen i ett bestdmt format, t.ex. som en lista.)

+ Man kan férlora prestanda i vissa fall.
Exempel: Om man vet att en nyckel inte finns i tabellen sa kan
man l&gga in en ny uppgift fér nyckeln i konstant tid genom att
skriva (x,y) : :table i stéllet fér update (x,y,table).

- Eftersom konstruktorerna fér den abstrakta datatypen inte gar
att anvanda (annat &n av primitiverna) sa kan man inte anvénda
dem i matchning, vilket kan ge mer svarldsta program.
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Operationer pa tabellen
+ Skapa en tom tabell (empty)
« L&gg in en uppgift i tabellen (update)
» Hamta ett vérde fran tabellen (Lookup)
- Tag bort en uppgift fran tabellen (remove)

Exempel:

lookup("Bol, Roland",datalogi) =
SOME ("universitetslektor",7606)

lookup("Anka, Kalle",datalogi) = NONE
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Tabelltyper

Observera att tabellfunktionerna alla blir polymorfa:

empty: (''a*'b) list

lookup : ''a*(''a*'b) list -> 'b option

update : ''a*'b*(''a*'b) list -> (''a*'b) list
remove : ''a*(''a*'b) list -> (''a*'b) list

Anledningen &r att programmet aldrig utfér ndgon operation pa
nycklar eller vérden (bara likhetsjdmférelser pa nycklar) och darfér
inte bryr sig om vilka typer dessa har.

Tabellerna far alltsa typer pa formen (' 'a*'b) list.

Exempeltabellen hade typen (string*(string*int)) list,
vilket dr en instans av den polymorfa tabelltypen ovan.
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Olika sorters primitiver
Man brukar skilja p&

« Konstruktorer — primitiver som konstruerar nya vérden av den
abstrakta datatypen (t.ex. update)

« Selektorer — primitiver som hémtar delar av vérden (t.ex. Lookup)

« Predikat — primitiver som gér tester eller jdmférelser pa vérden.

Gréanserna mellan dessa &r dock inte skarp.
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Likhetstyper
Abstrakta datatyper i ML &r inte likhetstyper.
Vérden med samma "beteende” kan ha olika representation!
Exempel:
val tabl = update("A",1,update("B",2,empty));
val tab2 = update("B",2,update("A",1,empty));
tabl och tab2 &r nu bundna till tabeller med samma information.
Men tabl#tab2, darfér att listorna har elementen i olika ordning.
For att forhindra misstag tilldter inte ML jamférelser mellan varden
av abstrakta datatyper (utanfér with ... end).

Fér att jamfora sddana varden maste man skriva en primitiv fér
j@mférelsen som da kan ta hédnsyn till att representationen skiljer.
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Sammanfattning av abstraktion
Definitionsabstraktion — ett vérde ersatts av ett symboliskt namn

x < maximum istdlletfér x < 100
(vitsen &r béttre I&sbarhet och att behéver man éndra maximum
récker det med att dndra pé ett stélle — ddr maximum definieras.)

Funktionsabstraktion — ett uttryck gérs oberoende av specifika data
(fn x => x+1)y istélletfér y+1

(vitsen &r att (fn x => x+1) kan namnges och anvandas i manga

olika sammanhang — ofta dven béttre I&sbarhet.)

Dataabstraktion — ett program gérs oberoende av specifik
datarepresentation

update(x,y,table) istdlletfér (x,y)::table
(vitsen &r att man kan férdndra representationen utan att &ndra
programmet, lattare att uppfylla invarianter, ofta battre lasbarhet.)
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Deklaration av bindra séktrad
abstype (''a,'b) table =
pty

| Bintree of ''a*'b*(''a,'b) table*(''a,'b) table
(* REPRESENTATION CONVENTION:
Ett tomt trdd representeras av Empty. Varje icketomt
trad representeras av Bintree(k,v,1,r), dir k &r
nyckeln, v &r tabellvirdet, 1 &r vanster deltradd och r
4r hoger deltrad.
REPRESENTATION INVARIANT:
Alla nycklar i vénster resp. héger deltrad
méste vara mindre resp. stérre &n k *)
with
(* empty
TYPE: (''a*'b) table
VALUE: Ett tomt trad *)
val empty = Empty;
fun update .....;
fun lookup
fun remove
fun toList ..
end;
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Ett problem med typerna

Léser man in programmet f6r bindra séktrad i ML s& ser man att
typen fér t.ex. Lookup blir

int * (int, 'a) table -> 'a option
...alltsa inte polymorf i nyckeltypen!
Anledningen &r att ML maste storleksjamféra nycklar och darfér
kénna till deras typ. Vért program fungerar bara med en bestdmd
nyckeltyp. (Inte nédvéndigtvis int — alla typer som kan
storleksjdmféras, t.ex. string, kan ocksé anvéndas.)
Detta problem kan man Iésa med hdgre ordningens funktioner
(kursmoment 9).
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Obalans
Satter man i tur och ordning in 1, 2, 4, 6, 7 och 9 i ett tomt s6ktrad

sa far man:

Detta ér ett kraftigt obalanserat tréd. | praktiken en lista, vilket ger
samma tidsatgang fér sékning som i en lista — linjért i storleken.

Fér att bindra soktrad skall vara praktiskt anvandbara maste de
balanseras om efter uppdateringar.

Balanserade soktrédd behandlas i nasta kurs (AD1/PK2).
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Tradrepresentation
Tabellinformation kan lagras i tréd i stéllet for i listor.

Varje nod innehdller en nyckel och motsvarande vérde.

Detta trad representerar en tabell med nycklarna 1, 2, 4, 6, 7 och 9.
(Hér och i fortséttningen visas bara nycklarna i figurerna — inte
vérden.)
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Funktionen lookup
(* lookup(key,table)
TYPE: (Se kommentar nedan)
PRE: table &r ett soktrad
POST: SOME v om key finns i table och v &r
motsvarande vdrde. NONE annars. *)
(* VARIANT: Storsta djupet hos ett 16v i table *)
fun lookup(key,Empty) = NONE
| lookup(key,Bintree(key',value,left,right)) =
if key = key' then
SOME value
else if key < key' then
lookup(key, left)
else
lookup(key,right);
Man skulle énska att typen hos 1ookup var
''a*(''a,'b) table -> 'b option, meni praktiken blir den
int*(int, 'a) table -> 'a option (se bild 25)
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Tidkomplexitet fér bindra séktrad

Om alla "nivéer” i trddet &r fyllda sa innehdller ett trdd med n nivéer
2”1 noder. For att séka efter en nyckel behéver man bara beséka
s@ manga noder som motsvarar antalet nivaer.

Antalet rekursiva anrop fér ett trad 2”1 noder &r alltsa n.
Tidsétgangen &r proportionell mot logaritmen av antalet nycklar —
O(log n).

Ett trad med en miljon nycklar kréver c:a 20 rekursiva anrop av
lookup — jamfér med 500 000 som krévdes nér tabellen
representerades som en lista.

Detta forutsatter att tradet &r "vélbalanserat” — mera senare...
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Funktionen toList
Ibland vill man hdmta ut informationen i ett trdd som en lista.

(* toList table
TYPE: (''a,'b) table-> (''a*'b) list
PRE: (inget)
POST: En lista av alla nyckel-varde-par i
tabellen i inorder. *)
(* VARIANT: Stdrsta djupet av ndgot 18v i table *)
fun toList Empty = []
| toList(Bintree(key,value,left,right)) =
toList left @ (key,value) :: toList right;

toList gdr igenom (traverserar) hela trédet fér att samla
information fran noderna och bygga en lista.

| detta fall "besoker” man vénster deltrdd férst, sedan rotnoden,
sedan héger deltrdd — inorder-traversering.
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Bindra soktrad

Ett binart trad kallas for ett bindrt séktrdd om den har invarianten:

« Alla noder i vanster deltréd har nycklar med l&gre vérden &n
rotnodens nyckel.

« Alla noder i héger deltrad har nycklar med hégre varden an
rotnodens nyckel

« Dessa villkor géller &ven fér varje deltrad
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Kérexempel

lookup(6,Bintree(4,"v4",

Bintree(2,"v2",
Bintree(1l,"v1",Empty,Empty),
Empty) ,

Bintree(7,"v7",
Bintree(6,"v6",Empty,Empty),
Bintree(9,"v9",Empty,Empty))))

—> if 6 = 4 then
SOME "v4"
else if 6 < 4 then
lookup(6,Bintree(2,"v2",
Bintree(1,"v1l",Empty,Empty),
Empty))
else
lookup(6,Bintree(7,"v7",
Bintree(6,"v6",Empty,Empty),
Bintree(9,"v9",Empty,Empty)))
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Uppdatering av bindra s6ktrad

For att sétta in nyckeln 3: Sék efter den och sétt in den déar den
borde ha funnits:

‘mindre

hittar inte ‘
S ONNO
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Mer om traversering
toList "besoker” vénster deltréd férst, sedan rotnoden, sedan
héger deltrad — inorder-traversering.

Notera att listan som toList returnerar &r sorterad. Genom att
bygga ett séktrdd med en mangd data och sedan géra om det till en
lista i inorder sa har man sorterat datamangden!

preorder-traversering — man besoker férst rotnoden, sedan vénster
deltréd, sedan héger.

postorder-traversering — man besdker férst vanster deltrdd, sedan
hdéger, sedan rotnoden.
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Sékning i bindra séktrad
Sok efter nyckeln 6. Starta vid roten.
Vid varje nod véljer man vénster eller héger soktrad beroende pa
om det man sé6ker efter & mindre eller st6rre &n nodens nyckel.

storre
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Kérexempel (forts.)

—> lookup(6,Bintree(7,"v7",
Bintree(6,"v6",Empty,Empty),
Bintree(9,"v9",Empty,Empty)))

—> if 6 = 7 then

SOME "v7"
else if 6 < 7 then
lookup(6,Bintree(6,"v6",Empty,Empty))
else
lookup(6,Bintree(9,"v9",Empty,Empty) )
—> if 6 = 6 then
SOME "v6"
else if 6 < 6 then
lookup(6,Empty)

else
lookup(6,Empty)
—> SOME "v6"
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Funktionen update
(* update(key,value,table)
TYPE: ''a*'b*(''a,'b) table -> (''a,'b) table
PRE: table &r ett soktrdd
POST: Tabellen table uppdaterad med védrdet
value fo6r nyckeln key *)
(* VARIANT: stOrsta djupet av ett 16v i table *)
fun update(key,value,Empty) =
Bintree(key,value,Empty,Empty)
| update(key,value,
Bintree(key',value',left,right)) =
if key = key' then
Bintree(key,value,left,right)
else if key < key' then
Bintree(key',value',
update (key,value,left),right)
else
Bintree(key',value',
left,update(key,value,right));
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