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Abstract 

In this project has different tools for simulations of phase-field method is studied to see if 

this phase-field simulations could be executed on more regular basis by the modeling 

group at Sandvik Tooling R&D. To do this a model problem was solved in MATLAB. 

This model problem has then been the bas for the evaluating of other software. The model 

problem is based on a phase-field equation and on a diffusion equation.  

 

Sammanfattning 

I detta projekt har olika verktyg för simuleringar av fas-fältmetoden studerats för att se om 

dessa fas-fältsimuleringar på reglerbunden basis skulle kunna utföras av modellerings-

gruppen vid Sandvik Toolings FoU-enhet. För att undersöka detta har ett modellproblem 

lösts i MATLAB. Detta modellproblem har sedan legat till grund för modellering i andra 

mjukvaror. Modellproblemet bygger dels på en fas-fältsekvation och dels på en 

diffusionsekvation.  
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1 Introduktion  

1.1 Inledning 

Sandvik AB är en industrikoncern med avancerande produkter och en världsledande 

position i utvalda nischer.  Koncernen har 47 000 anställda, finns representerad i 130 

länder och omsätter årligen 83 miljarder kronor. Företagets verksamhet omfattar de tre 

affärsområdena Tooling, Mining and Construction samt Materials Technology.  

Sandviks framgångsrika utveckling är främst ett resultat av forskning, utveckling och 

kvalitetssäkring. Koncernen investerar omkring 3 % av den totala omsättningen inom 

forskning och utveckling årligen och idag är det drygt 2 300 personer som arbetar inom 

FoU verksamheten över hela världen.  

Affärsområdet Tooling har huvudsaklig inriktning mot tillverkning av verktyg och 

verktygssystem för skärande metallbearbetning, se figur 1. Produkterna tillverkas i 

hårdmetall, snabbstål och andra hårda material som diamant, kubisk bornitrid och 

keramik. Sandvik Toolings forskning och utveckling fokuserar på utveckling av nya 

material och produkter samt förbättring av produktionsmetoder och produktionsutrustning. 

 

 

Figur 1. Skär tillverkade av Sandvik. 

 

 

1.2 Bakgrund 

En speciell modelleringsgrupp finns vid Sandvik Toolings FoU-enhet i Stockholm. 

Gruppens uppgift är att stödja projekt och enheter inom Sandvik med beräkningar och 

kompetens inom modelleringstekniker. Modelleringsmetoder som används är exempelvis 

ab-initio metoder, kinetiska simuleringar, beräkningar termodynamiska och finita element 

simuleringar. En effektiv metod för kinetiska simuleringar är den så kallade fas-
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fältsmetoden. Denna metod är baserad på ett koncept med diffusa gränssnitt och med en 

bestämd fältvariabel.  

Mikrostrukturen i ett material bestämmer i stor utsträckning egenskaperna hos materialet. 

Därför är det av vikt att kunna förutsäga den tidsmässiga utvecklingen av mikrostrukturen 

under framställning av materialet. En lämplig metod för detta är just fas-fältmetoden. För 

närvarande gör modelleringsgruppen främst den typen av beräkningar i samarbete med 

universitet. En intressant möjlighet är att utföra dessa beräkningar i egen regi på en mer 

regelbunden basis. 

 

1.3 Problemformuleringen 

Problemformuleringen är således att undersöka olika verktyg för simuleringar med fas-fält 

metoden för att se om det skulle vara effektivt att regelbundet använda dessa verktyg för 

att studera mikrostrukturens utveckling av modelleringsgruppen vid Sandvik Toolings 

FoU-enhet.  

 

1.4 Metod 

För att undersöka om det är effektivt att utföra dessa simuleringar inom modellerings-

gruppen vid Sandvik Toolings FoU-enhet kommer först ett modellproblem att lösas i 

MATLAB. Detta modellproblem kommer sedan att ligga till grund för modellering i andra 

mjukvaruprogram och verktyg. Dessa mjukvaruprogram och verktyg kommer först att 

undersökas för att ge en uppfattning om prestanda och användarvänlighet. Det program 

som sedan verkar mest intressant kommer sedan undersökas närmare och modellproblemet 

kommer om möjligt även att implementeras i detta program.  
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2 Teori 

2.1 Mikrostruktur i hårdmetall 

Hårdmetaller är en grupp kompositmaterial som i huvudsak är uppbyggda av tre 

mikrostrukturella beståndsdelar, 

1. Volframkarbid (WC), vilket betecknas som α-fas. 

2. Bindefasen, huvudsakligen bestående av kobolt (Co), betecknas med β-fas. 

3. Kubiska karbider, exempelvis titakarbid (TiC), tantalkarbid(TaC) och niokarbid 

(NbC) vilka betecknas med γ-fas.  

De hårda karbidpartiklarna, α-fas är sammanbundna av det metalliska bindemedlet β-fas. 

Andelen karbidfas ligger normalt mellan 70 till 97 % av kompositens totala vikt och dess 

kornstorlek varierar i genomsnitt från 0.4    till 10  . Den hårda volframkarbidfasen 

och bindefasen bildar den principiella hårdmetallstrukturen ur vilken andra sorter av 

hårdmetall har vidareutvecklas. Förutom ren volframkarbid och kolbotsorter finns 

hårdmetall med varierande andelar med kubiska karbider samt även en oönskad fjärde fas 

som kallas η-fas. Dessa faser eller en kombination av faser kan ha olika utseende vilket 

man kallar för strukturer. Strukturen kommer sedan att påverka vilka egenskaper som 

metallen har. I figur 2 visas mikrostrukturen i en hårdmetall.   

De finns fyra huvudgrupper av utvecklade hårdmetallsorter på Sandvik. Den första 

gruppen kallas WC-Co-sorter och innehåller enbart WC och Co, det vill säga två faser 

samt en mindre del spårämnen. Andelen bindefas ligger på 10-20 % av vikten och 

kornstorleken på WC ligger mellan 1    och 5   . Detta innebär att gruppen har hög 

hållfasthet, seghet samt god slitstyrka. Sorter som har en mindre andel bindefas, 3-15 % av 

vikten samt en kornstorlek på 1    har hög hårdhet, tryckhållfasthet och exceptionellt hög 

slitstyrka. 

En annan grupp är så kallade korrosionsbeständiga sorter där bindefasen speciellt har 

utvecklas för att förbättra motståndet mot korrosion. För att uppnå detta legeras kobolt-

bindefasen med nickel och krom eller genom att byta ut koboltfasen mot en annan 

legering.  

Den tredje gruppen kallas sorter med dubbla egenskaper (DP) och grupper består av sorter 

där halten bindefas variera så att olika egenskaper erhålls i ytzonen och i materialets inre. 
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Den sista gruppen kallas sorter med kubiska karbider och innehåller en betydande andel γ-

fas i kombination med α-fas och β-fas. 

Den största fördelen med hårdmetaller är att materialet anses vara tillförlitlig. Med 

tillförlighet menas att materialet har ett högt slitagemotstånd. Hårdmetaller har även andra 

viktiga egenskaper så som motstånd mot deformation, slag, hård belastning, högt tryck, 

korrosion och höga temperaturer [1].  

Förändringar i en mikrostruktur sker för att minska den totala fria energin vilken kan 

omfatta bidrag från kemisk fri energi, gränsskiktsenergi, elastisk energi, magnetisk energi 

och elektrostatisk energi. Ändringen i energi kan uppstå om materialet utsätts för tryck, 

temperatur förändring och magnetiska fält. För att kunna förutspå dessa ändringar i 

strukturen används ofta numeriska metoder.  

 

 

Figur 2. Bild på mikrostruktur i hårdmetall, längdskalan 10   . 

2.2 Fas-fältsmetoden 

Fas-fältmetoden har under de senaste åren visat sig vara en kraftfull metod för att 

modellera och förutsäga utvecklingen av mikrostruktur i material. Metoden beskriver både 

sammansättning och strukturella egenskaper samt gränsskikt hos mikrostrukturen i 

materialet med hjälp av en uppsättning konserverade och ickekonserverade fältvariabler. 

Den tidsmässiga och rumsliga utvecklingen av fältvariablerna styrs av Cahn-Hilliard 

ickelinjära diffusionsekvation och Allen-Cahn tidsberoende ekvation. Allen-Cahn 
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ekvationen introducerades av Allen och Cahn för att beskriva rörelse av ”anti-fas” gränser 

i kristallina partiklar. Cahn-Hilliard ekvationen beskriver komplicerade fasseparationer 

och liknande fenomen i ett material [2].  

I fas-fältsmetoden ses gränssnittet mellan två olika faser som en region med ändlig bredd. 

Fältvariablerna är kontinuerliga över detta gränssnitt vilket innebär att fas-fält modellen är 

diffus. Variabeln   introduceras i modellen för att beskriva systemets tillstånd i varje 

punkt. Denna variabel håller ett konstant värde i faserna vilket kan exempelvis innebära 

    för flytande fas och     för fast fas.  

Utvecklingen av ekvationen för   och diffusionsekvationen beräknas för hela systemet 

utan att skilja faserna. Den termodynamiska och den kinetiska koefficienten i modellen är 

valda för att matcha motsvarande parametrar för gränssnittet i ekvationen. Då det är 

möjligt att lösa fas-fältekvationer numeriskt och direkt beakta ett flertal olika 

omvandlingsmekanismer, gör det denna metod attraktiv för modellering av utveckling av 

mikrostrukturen. 

 

2.3 Finita differensmetoden  

Finita differensmetoden är en numerisk metod för att finna lösningar till 

differentialekvationer genom att ersätta derivatorna med så kallade finita differenser.  

Vanligen används framåt differens, bakåt differens eller central differens och deras 

respektive formel för första derivatan beskrivs nedan.  

Framåt differens 

   ( )  
 (   )   ( )

 
 

Bakåt differens  

   ( )  
 ( )   (   )

 
 

Central differens 

   ( )  
 (   )   (   )
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Felet i lösningen definieras som skillnaden mellan dess approximation och den exakta 

analytiska lösningen. De två felkällorna som förekommer för finita differensmetoden är 

avrundningsfel samt diskretiseringsfelet. För framåt och bakåt differens kommer dessa 

vara proportionerliga mot   och för central differens kommer felet vara proportionellt mot 

  . 

För andra ordningens derivata är schemat för central differens istället  

  
  ( )       ( )    

 ( )   (   )

 
 

 (   )    ( )   (   )

  
  

 

2.4 Linjemetoden 

Method of lines (MoL) som fritt översatt till svenska blir linjemetoden är en metod för att 

lösa tidsberoende partiella differentialekvationer. Metoden bygger på att man diskretiserar 

och ersätter alla rumsliga derivator med finita differenser. Detta leder till ett system av 

ordinära differentialekvationer beroende av tidsderivatan som sedan kan lösas.  

För paraboliska problem innebär detta  (    )    ( ), där   ( ) är en tidberoende 

funktion med rumspunkter   . Problemet illustreras i figur 3. 

 

Figur 3. Illustration av linjemetoden. 
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2.5 Finita elementmetoden  

Finita elementmetoden (FEM) är en numerisk metod för att söka approximativa lösningar 

till partiella differentialekvationen.  

Metoden bygger på att man diskretiserar det vill säga delar upp geometrin i små delar 

vilka benämns finita element. Dessa mindre element är förbundna med varandra i punkter 

som man benämner som noder vilka är placerade i hörnen eller i kanterna av elementen. 

Vanligen använder man sig av enkla element, för två dimensioner eller skalstrukturer 

använder man ofta trianglar eller fyrhörningar. Vilken struktur man väljer att använda det 

vill säga vilket antal, vilken storlek och typ kommer sedan ha stor inverkan på det resultat 

man sedan får.  

De mindre elementen tillsammans med noderna kallar för mesh på engelska och kan 

översättas till nät på svenska. Hur detta nät sedan ser ut kommer att bero på de val som 

gjorts för elementen, mindre element leder till ett tätare nät. Ett tätare nät ger generellt en 

bättre approximation dock med ökad beräkningstid som följd. De program som används 

idag för beräkning av FEM väljer själv ett optimalt nät med hänsyn till nödvändig 

noggrannhet och beräkningstid.  

I varje element gör man därefter en interpolation beroende på frihetsgraden på noden. 

Detta beror i sin tur på det aktuella problemet och beskriver systemets tillstånd vid en 

godtycklig tid samt även förskjutning, temperatur samt tryck.   

FEM är en metod som ger en approximativ lösning och målet är att lösningen ska avvika 

så lite som möjligt från sanna lösningen i det givna intervallet, Ω. Syftet är att minimera 

arean mellan funktionerna så den blir så liten som möjligt då den approximativa lösningen 

ligger så nära den verkliga.  

 

2.6 Mjukvaruprogram  

Idag finns det många olika program för beräkning av partiella differentialekvationer. Här 

är några av de som finns för att lösa partiella differentialekvationer.  

2.6.1 MATLAB 

MATLAB är namnet på ett programspråk och datorprogram som främst används för 

tekniska beräkningar så som matematiska beräkningar, analyser, visualiseringar och 
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algoritmutveckling. Språket är flitigt använt och används idag av många ingenjörer samt 

även på flera högskolor och universitet. Programmeringsspråket är ett så kallat 

interpreterande språk vilket innebär att koden tolkas samtidigt som det körs. Det krävs 

således inte att koden först kompileras och på så sätt översätts i en separat process till 

maskinkod.  

Namnet MATLAB står för Matrix Laboratory vilket kommer sig av att alla variabler i 

språket är deklarerade som matriser.  

2.6.2 femLego 

FemLego är ett verktyg för att lösa tidsberoende partiella differentialekvationer med 

adaptiv finit elementmetod. Programmet består dels av Maple rutiner och dels av Fortran 

subrutiner. Idén med femLego har varit att eliminera så mycket handgjord kod som 

möjligt. Maple är ett system för formelbehandling som i huvudsak gör symboliska 

beräkningar i motsats till numeriska. Programmet kan bland annat lösa ekvationssystem 

samt integrera, derivera och lösa differentialekvationer. Fortran är ett av de första 

högnivåprogramspråken och används främst för teknisk programmering och numerisk 

analys. Dessa samlade rutiner används i femLego för att bygga kompletta Fortran rutiner 

för simulering av främst hyperboliska och paraboliska partiella differentialekvationer. 

Rumsdiskretiseringen görs som standard med hjälp av finita elementmetoden med ett 

ostrukturerat nät. Några vanliga finita element i en, två eller tre dimensioner finns redan 

som skrivna Maple rutiner och behöver inte kodas för hand. 

2.6.3 FiPy 

FiPy är en objektorienterad lösare för partiella differentialekvationer skrivet i Python. 

Python är ett kraftfullt och smidigt programspråk. FiPy är baserad på finita 

elementmetoden och kan användas för lösning av elliptiska, hyperboliska och paraboliska 

partiella differentialekvationer. 

Genom att kombinera finita elementmetoden och Python erhålls ett verktyg som är 

utbyggbart och kraftfull. En stor fördel med att använda Python är den befintliga mängd 

verktyg som redan finns för beräkningar.  

 

2.6.4 FlexPDE 

FlexPDE är ett program för att beräkna numeriska lösningar till partiella 
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differentialekvationer i en, två eller tre dimensioner. Programmet är baserad på finita 

elementmetoden och kan både lösa steady-state och tidsberoende problem samt även 

linjära och olinjära problem. 

Programmet låter användaren mata in en beskrivning, i form av ett script, av den partiella 

differentialekvationen i programmet. FlexPDE löser sedan ekvationen samt visar resultatet 

grafiskt och i tabellform. Det finns även en problemlösande miljö i programmet vilket 

innebär att användare kan redigera scriptet samt stanna kvar i miljön för att sedan 

observera hur resultatet ändras.  Programmets främsta fördel är att man kan mata in 

partiella differentialekvationer och geometrier i ett lättförståeligt format. Vidare kan nya 

variabler, nya ekvationer eller nya termer läggas till eftersom. 

FlexPDE är ett kommersiellt program men en fri studentversion finns tillgänglig på 

företagets hemsida. Studentversionen har en del begränsningar i nätstorlek och antalet 

tillåtna variabler, men i övrigt motsvarar studentversionen den kommersiella versionen. 

 

3 Modellproblem  

Ett modellproblem ligger till grund för uppgiften, genom att lösa detta problem ges sedan 

möjlighet att utvärdera olika program. Problemet beskriver en fasövergång i ett stål då ett 

korn (ferrit α) växer på bekostnad av ett annat korn (austenit γ) på grund av en kemisk 

drivkraft. Anledningen till att modellproblemet simulerar en omvandling i stål, och inte i 

hårdmetall, är att vi hade termodynamisk och kinetisk information tillgänglig för faserna 

ferrit och austenit.  

3.1 Härledning  

För att kunna simulera transformationen från     utgår man från Gibbs fria energi  

   ∫ (
  (      )

  
 

  

 
|  | )  

 

 
  

 

(1) 

Där    är den konstanta molvolymen och T är den konstanta temperaturen. U-fraktionen 

kol,    definieras som molfraktionen kol under antagande att de interstitiellt lösta 

atomerna ej bidrar till totala volymen, det vill säga       (    ).  Den molära 

Gibbsenergin    beskrivs av en funktion som beror av fas-fältsvariabeln   enligt:  
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   (   ( ))  
   ( )  

 
  ( )   (2) 

 

där  ( )samt  ( ) ges av följande två ekvationer 

 ( )    (   )  (3) 

 ( )    (          )  

 

(4) 

För vidare härledningar är det viktigt att notera att det finns ett samband mellan  ( ) och 

 ( ) så att 

  

  
    ( )  (5) 

 

Under antagandet att det är en ideal blandning av austenit och ferrit i legeringen beskrivs 

  
 och   

 
enligt följande  

  
     

 
 

  
  

 
(     

 
 

     
 

 
 )     {

  

 
  (

  

 
)  (  

  

 
)   (  
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(   

  

 
)     

    
    

(6) 

 

   
 

    
 

 
    (     

 
 

     
 

 
 )    {    (  )  (    )   (    )}  

  (    )    
 

 

 

(7) 

 

Fas-fältsvariabeln och dess utveckling beräknas med Cahn-Allen ekvationen:  

  

  
    

  

  
      

       ( )   (8) 

 

Som sedan kan skrivas om till följande uttryck  

  

  
   (  

     
 

  

   

  
)   (9) 

 

där   ges av ekvation (2) och följande ekvation kan sedan beräknas fram 
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(   ( )  

    ( )  
 

   ( ) )  

 

(10) 

Ekvation (5) används och slutligen kan fas-fältsekvationen skrivas som  

 ̇  
  

  
     

     
  

  
(   ( )(  

 (  )    
 (  ))    ( ) )  (11) 

 

För att beräkna ändringen av koncentrationen används diffusionsekvationen vilken kan 

skrivas som  

 ̇ 

  
     ⃗   (12) 

 

Diffusionsflödet för kol ges av Onsagers lag för irreversibel termodynamik 

 ⃗        (
  

   
)  (13) 

 

Där 
  

   
 är den kemiska potentialen för kol. Om gradienttermen försummas får vi 

  

   
    

och efter omskrivning fås följande 

 ⃗    
 

  
         

    

    
    (14) 

 

Den första termen motsvarar Ficks lag och    kan skrivas som  

        
   

   
   (15) 

 

Vidare antar vi följande samband för den kinetiska parametern L 

    
  

  
        (16) 
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Där     betecknar      för   och        för  . Följande uttryck fås  

       (   ( ))  (      )   ( )  (    )  (17) 

 

Diffusionsmobiliteten i de två olika faserna kan skilja sig i flera storleksordningar och 

anpassas på följande sätt  

   (  
 )   ( )(  

 
)
 ( )

  (18) 

 

Mobiliteterna för kol i   och   är hämtade från [2]. Ekvationerna (12)-(15) ger sedan  

  

  

̇    (     (
  

   
))    ( 

 

  
             

    
   )   

   (
 

  
          

   
             

    
  )    (   (

    

   
      

    

    
  ))  

(19) 

       

Vidare med ekvation (16)-(19) fås följande  

 ̇ 

  
  [(  

 )   ( )(  
 
)
 ( )

(   ( ))  (  
  

 
)   ( )  (  

  )
 

  
(
    

   
      

    

    
  )]  

 

(20) 

Från ekvation (2) kan man sedan beräkna  

    

   
 (   ( ))

    
 

   
  ( )

    
 

   
   

 

(21) 

samt  

    

    
 (   ( ))

   
 

  
   ( )

   
 

  
    ( ) (

   
 

  
 

   
 

  
)  

(22) 
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(20)-(22) ger sedan  

 ̇  
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 ( )
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(23) 

 där  

        
 

 

    
 

  
  (      )  (24) 

         
    
 

  
  (    )  

 

(25) 

och följande ekvationer beräknas från (6) och (7) 

   
 

   
  

 

 
(     

 
 

     
 

 
 )     {  (
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)     

   

 

(26) 

   
 

   
  (     

 
 

     
 

 
 )    {  (
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(27) 

De två sökta ekvationerna ges alltså av (11) och (23). För att förenkla den numeriska 

lösningen av ekvationerna transformeras de till dimensionslös form, med följande 

koordinater  
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De randvillkor som används för de båda ekvationerna är följande Neumannvillkor  
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Initialvillkor för diffusionsekvationen ges av följande  

  
 

        

  
          

För fas-fältsekvationen är motsvarande initialvillkor  
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3.2 Diskretisering av modelleringsproblemet  

Diffusionsekvationen ges av (28) där följande centrala finita differens diskretisering 

ersätter     

    
             

  
  (32) 

 

Från ekvation (3) beräknas derivatan av  ( )till  

  ( )              (33) 

 

 

 

 



 

16 

 

Ekvationerna (28), (30) och (3) ger sedan 
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Ekvation (34) kan sedan förenklas till 
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Särskild hänsyn måste tas till diffusionsekvationen (29) då diffusionskoefficienten   inte 

är konstant. Följande schema används 
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Ekvationen kan förenklas till  
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4 Resultat 

När modellproblemet löses i Matlab fås resultatet visat i figur 4 för diffusionsekvationen  

 
Figur 4. Lösningen av diffusionsekvationen beroende på läget i rummet z i MATLAB. 

 

För fas-fältsekvationen fås resultatet som ses i figur 5. 

 
Figur 5. Lösningen av fas-fältssekvationen beroende på läget i rummet z i MATLAB. 
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För tider med ett större jämnt intervall fås följande resultat för diffusionsekvationen vilket 

ses i figur 6.  

 
Figur 6. Lösningen av diffusionsekvationen beroende på läget i rummet z i MATLAB för 

tiderna i ett jämt intervall på 2.2146*10
-
.
7 

 

På samma sätt för fas-fältsekvationen fås följande resultat vilket ses i figur 7. 

 
Figur 7. Lösningen av fas-fältssekvationen beroende på läget i rummet z i MATLAB för 

tiderna i ett jämt intervall på 2.2146*10
-7
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För initial lösning i FlexPDE fås resultatet för diffusionsekvationen som visas i figur 8 

 
 

Figur 8. Lösningen av diffusionsekvationen beroende på läget i rummet z i FlexPDE vid 

tiden t=0. 
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för fas-fältsekvationen ses resultatet initialt i figur 9. 

 
 

Figur 9. Lösningen av fas-fältssekvationen beroende på läget i rummet z i MATLAB vid 

tiden t=0. 
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5 Diskussion och slutsats 

Modellproblemet består av två partiella differentialekvationer, fas-fältsekvationen (28) 

och diffusionsekvationen (29). De båda ekvationerna som är av andra ordningen i rummet 

och första ordningen i tiden löses inledningsvis med hjälp av Matlab. För att detta ska vara 

möjligt diskretiseras ekvationerna i rummet med hjälp av finita differensmetoden och 

löses slutligen med hjälp av linjemetoden. De randvillkor som används för de båda 

ekvationerna är nollvärdiga Neumannvillkor, initialvillkoret för fas-fältsekvationen ges av 

ekvation (31) och för diffusionsekvationen har de värdet   
 

       i austenite och 

  
         i ferrit. Det slutgiltiga resultatet ses för diffusionsekvationen i figur 4. För 

fas-fältsekvationen ses resultatet i figur 5. För vissa tider med ett jämt intervall på 

t=            ses resultatet i figur 6 och i figur 7. Dessa resultat överensstämmer bra 

med teorin och kan anses goda. 

Tre alternativa programvaror femLego, FiPy och FlexPDE vilka alla löser partiella 

differentialekvationer studerades sedan gällande prestanda och användarvänlighet. De två 

förstnämnda programvarorna var dels med min erfarenhet svåra att installera, därtill kom 

också att FemLego krävde att man installerade Maple-rutiner vilka ej är fritt tillgängliga. 

Dessa två programvaror saknade även en mer utförlig handbok vilket skulle ha varit 

relevant för att öka användarvänligheten. På dessa grunder valdes därför FlexPDE att 

studeras närmare.  

FlexPDE var lätt att installera och har även ett internetbaserat hjälpsystem som utförligt, 

steg för steg, beskriver hur man skriver det script som sedan läses av programmet. Scriptet 

är lätt att förstå och kräver ingen djupare programmeringskunskap för att kunna skrivas 

och slutligen köras. Koden som skrivs är självförklarande och de partiella 

differentialekvationer som ska beräknas kan mer eller mindre skrivas rakt av från pappret. 

Scriptet gick snabbt att skriva in och programmet fungerade efter bara sex timmars 

implementering trotts att förkunskap gällande FlexPDE saknades. Till FlexPDEs nackdel 

är att det ej är möjligt att ändra de algoritmer som utför beräkningarna vilket minskar 

felxibiliteten och gör det ej optimalt för många problem. 

De initiala resultat som erhölls med FlexPDE ses i Figur 8 och Figur 9, Figur 8 visar 

diffusions-ekvationen och Figur 9 visar fas-fältsekvationen.  
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Modellproblemet som används som referens simulerar väl ett riktigt fas-fältsproblem och 

är tillräckligt bra som referens för mer avancerande problem. Lösning i denna uppgift är 

begränsad till en dimension men utökning till två dimensioner är möjlig och kan relativt 

lätt genomföras.  

Utifrån mina tidigare kunskaper kan man slutligen säga att implementeringen av 

Matlabkoden inte var speciellt svår, dock var det mycket kod att felsöka. I FlexPDE är 

koden mycket mer lättarbetat och antalet implementeringsfel minskade således. Det som 

jag upplevt som svårt med uppgiften var de inledande delarna som omfattade härledningen 

av diffusionsekvationen och fas-fältsekvationen. Dessa härledningar är nödvändiga för att 

slutligen kunna implementera i samtliga programvaror. 
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Appendix 

Matlab kod 

Phasefield.m 

% Kristina Wessén 
% Phase-field modeling of gamma -> alpha transformation in Fe-C 
% phasefield.m 

  
close all  
clear all 

  
global h N uinit_a 

  
A = 50; 
zn = A;       % Interval bound 
z1 = 0;       % Interval bound        
N = 200;      % Number of steps 
z0 = 5; 

  

  
h = (zn-z1)/N; % Stepsize h =0.25 
zvec = [z1:(zn-z1)/(N-1):zn]; 

  
%tidint = [1 10 100 500 2000 5000 10000 20000 50000 100000 130000]; 
Time=130000; 
tidint = [0 Time]; 

  
uc_gamma = 0.005;   % Initial value of uc in Austenite 
uc_alpha = 0.0005;  % Initial value of uc in Ferrit 

  
uinit_a = uc_gamma;    

  
%Initaial value for ode23s 
u0 = (ones(2*N,1));  
u0(1:5/h) = uc_alpha;   
u0(5/h+1:N) = uc_gamma; 
u0(N+1:2*N) = 0.5*(1+tanh((zvec-z0)/sqrt(2))); 

  
[t,u] = ode23s(@rhs,tidint,u0); 

  
zplot = [z1:(zn-z1)/(N-1):zn]*1e^9; 

  
uplot =u(:,1:N); 
phiplot = u(:,N+1:2*N); 

  
figure() 
plot(zplot,uplot) 
title('u(z,t) as function of z for differnet t-values') 
xlabel('z[m]') 
ylabel('u') 

  
figure() 
plot(zplot,phiplot) 
title('phi(z,t) as function of z for differnet t-values') 
xlabel('z[m]') 
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ylabel('phi') 

  

 

rhs.m 

% Kristina Wessén 
% Phase-field modeling of gamma -> alpha transformation in Fe-C 
% rhs.m 

  
function udot=rhs(t,u) 

  
global h N uinit_a 

  
[RT,VM,Mphi,eps2,W,Ff,Fa,RTMa,RTMf] = Parameters(uinit_a); 

  
% Parameters from function 

  
RTM_g_c = RTMa; 
RTM_a_c = RTMf; 
L_a_CVA = Ff(3); 
L_g_CVA = Fa(3); 

  
%Notations  
diff_a = @(u) 1-(2/9)*L_a_CVA*(1/RT)*u.*(1-(u./3)); 
diff_g = @(u) 1-2*L_g_CVA*(1/RT)*u.*(1-u); 

  
g = @(u) u.^2.*(1-u).^2; 
p = @(u) u.^3.*(10-15*u+6*u.^2); 

  
G_a_m = @(u) Ff(1)+(u./3)*Ff(2)+3*((u./3).*log(u./3)+(1-u./3).*log(1-

u./3))+(u./3).*(1-u./3).*L_a_CVA+Ff(4); 
G_g_m = @(u) Fa(1)+u.*Fa(2)+(u.*log(u)+(1-u).*log(1-u)) + u.*(1-

u).*L_g_CVA; 

  
de_G_a_m = @(u) Ff(2)/3+log(u./(3-u))+((1/3)-2*u./9).*L_a_CVA; 
de_G_g_m = @(u) Fa(2)+log(u./(1-u))+(1-2*u).*L_g_CVA; 

  

  
udot = zeros(2*N,1);         % Initial vector 

  
% Diffusion equation 
% For left boundary u(0) = u(2) 

  
udot(1) = (1/h^2)*((((RTM_g_c/RTM_a_c)^p(u(N+2))*((1-

p(u(N+2)))^2*diff_a(u(2)) + p(u(N+2))^2*diff_g(u(2))+(1-

p(u(N+2)))*p(u(N+2))*(diff_g(u(2))*(1-(u(2)/3))/(1-u(2)) + 

diff_a(u(2))*((1-u(2))/(1-(u(2)/3)))))) + ... %Slut på Ap1 
                    ((RTM_g_c/RTM_a_c)^p(u(N+1))*((1-

p(u(N+1)))^2*diff_a(u(1)) + p(u(N+1))^2*diff_g(u(1))+(1-

p(u(N+1)))*p(u(N+1))*(diff_g(u(1))*(1-(u(1)/3))/(1-u(1)) + 

diff_a(u(1))*((1-u(1))/(1-(u(1)/3)))))))...%Slut på A 
                  *(u(2)-u(1)) + ... % End A 
                   (((RTM_g_c/RTM_a_c)^p(u(N+2))*((1-p(u(N+2)))*u(2)*(1-

u(2)/3) + p(u(N+2))*u(2)*(1-u(2)))*30*g(u(N+2))*(de_G_g_m(u(2))-

de_G_a_m(u(2))))+ ... %Slut på Bp1 
                    ((RTM_g_c/RTM_a_c)^p(u(N+1))*((1-p(u(N+1)))*u(1)*(1-

u(1)/3) + p(u(N+1))*u(1)*(1-u(1)))*30*g(u(N+1))*(de_G_g_m(u(1))-

de_G_a_m(u(1)))))... %Slut på B 
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                  *(u(N+2)-u(N+1))); % End B 

  
udot(2:N-1) = (1/(2*h^2))*((((RTM_g_c/RTM_a_c).^p(u(N+3:2*N)).*((1-

p(u(N+3:2*N))).^2.*diff_a(u(3:N))+ p(u(N+3:2*N)).^2.*diff_g(u(3:N))+(1-

p(u(N+3:2*N))).*p(u(N+3:2*N)).*(diff_g(u(3:N)).*(1-(u(3:N)./3))./(1-

u(3:N))+ diff_a(u(3:N)).*((1-u(3:N))./(1-(u(3:N)./3)))))) + ... %Slut på 

Ap1 
                          ((RTM_g_c/RTM_a_c).^p(u(N+2:2*N-1)).*((1-

p(u(N+2:2*N-1))).^2.*diff_a(u(2:N-1)) + p(u(N+2:2*N-1)).^2.*diff_g(u(2:N-

1))+(1-p(u(N+2:2*N-1))).*p(u(N+2:2*N-1)).*(diff_g(u(2:N-1)).*(1-(u(2:N-

1)./3))./(1-u(2:N-1)) + diff_a(u(2:N-1)).*((1-u(2:N-1))./(1-u(2:N-

1)./3))))))... 
                       .*(u(3:N)-u(2:N-1)) - ...% End A part 1 
                         (((RTM_g_c/RTM_a_c).^p(u(N+2:2*N-1)).*((1-

p(u(N+2:2*N-1)).^2.*diff_a(u(2:N-1)) + p(u(N+2:2*N-1)).^2.*diff_g(u(2:N-

1))+(1-p(u(N+2:2*N-1))).*p(u(N+2:2*N-1)).*(diff_g(u(2:N-1)).*(1-(u(2:N-

1)./3))./(1-u(2:N-1)) + diff_a(u(2:N-1)).*((1-u(2:N-1))./(1-u(2:N-

1)./3)))))) +... 
                          ((RTM_g_c/RTM_a_c).^p(u(N+1:2*N-2)).*((1-

p(u(N+1:2*N-2)).^2.*diff_a(u(1:N-2)) + p(u(N+1:2*N-2)).^2.*diff_g(u(1:N-

2))+(1-p(u(N+1:2*N-2))).*p(u(N+1:2*N-2)).*(diff_g(u(1:N-2)).*(1-(u(1:N-

2)./3))./(1-u(1:N-2)) + diff_a(u(1:N-2)).*((1-u(1:N-2))./(1-u(1:N-

2)./3)))))))... 
                       .*(u(2:N-1)-u(1:N-2)) + ...% End A part 2 
                         (((RTM_g_c/RTM_a_c).^p(u(N+3:2*N)).*((1-

p(u(N+3:2*N))).*u(3:N).*(1-u(3:N)./3) + p(u(N+3:2*N)).*u(3:N).*(1-

u(3:N))).*30.*g(u(N+3:2*N)).*(de_G_g_m(u(3:N))-de_G_a_m(u(3:N))))+ ... 
                          ((RTM_g_c/RTM_a_c).^p(u(N+2:2*N-1)).*((1-

p(u(N+2:2*N-1))).*u(2:N-1).*(1-u(2:N-1)./3) + p(u(N+2:2*N-1)).*u(2:N-

1).*(1-u(2:N-1))).*30.*g(u(N+2:2*N-1)).*(de_G_g_m(u(2:N-1))-

de_G_a_m(u(2:N-1)))))... 
                       .*(u(N+3:2*N)-u(N+2:2*N-1)) - ...% End B part 1 
                         (((RTM_g_c/RTM_a_c).^p(u(N+2:2*N-1)).*((1-

p(u(N+2:2*N-1))).*u(2:N-1).*(1-u(2:N-1)./3) + p(u(N+2:2*N-1)).*u(2:N-

1).*(1-u(2:N-1))).*30.*g(u(N+2:2*N-1)).*(de_G_g_m(u(2:N-1))-

de_G_a_m(u(2:N-1)))) + ... 
                          ((RTM_g_c/RTM_a_c).^p(u(N+1:2*N-2)).*((1-

p(u(N+1:2*N-2))).*u(1:N-2).*(1-u(1:N-2)./3) + p(u(N+1:2*N-2)).*u(1:N-

2).*(1-u(1:N-2))).*30.*g(u(N+1:2*N-2)).*(de_G_g_m(u(1:N-2))-

de_G_a_m(u(1:N-2)))))... 
                       .*(u(N+2:2*N-1)-u(N+1:2*N-2)));...% End B part 2 

      
udot(N) = (1/h^2)*((((RTM_g_c/RTM_a_c)^p(u(2*N))*((1-

p(u(2*N)))^2*diff_a(u(N)) + p(u(2*N))^2*diff_g(u(N))+(1-

p(u(2*N)))*p(u(2*N))*(diff_g(u(N))*(1-(u(N)/3))/(1-u(N)) + 

diff_a(u(N))*((1-u(N))/(1-u(N)/3))))) + ... 
                      (RTM_g_c/RTM_a_c)^p(u(2*N-1))*((1-p(u(2*N-

1)))^2*diff_a(u(N-1)) + p(u(2*N-1))^2*diff_g(u(N-1))+(1-p(u(2*N-

1)))*p(u(2*N-1))*(diff_g(u(N-1))*(1-(u(N-1)/3))/(1-u(N-1)) + diff_a(u(N-

1))*((1-u(N-1))/(1-u(N-1)/3)))))... 
                  *(u(N-1)-u(N)) + ... % End A 
                    (((RTM_g_c/RTM_a_c)^p(u(2*N))*((1-p(u(2*N)))*u(N)*(1-

u(N)/3) + p(u(2*N))*u(N)*(1-u(N)))*30*g(u(2*N))*(de_G_g_m(u(N))-

de_G_a_m(u(N)))) + ... 
                      (RTM_g_c/RTM_a_c)^p(u(2*N-1))*((1-p(u(2*N-1)))*u(N-

1)*(1-u(N-1)/3) + p(u(2*N-1))*u(N-1)*(1-u(N-1)))*30*g(u(2*N-

1))*(de_G_g_m(u(N-1))-de_G_a_m(u(N-1))))... 
                  *(u(2*N-1)-u(2*N))); % End B 

  

  
% Phase-field equation  
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% For left boundary phi(0) = phi(2) 

  
udot(N+1) = (Mphi*eps2/h^2)*u(N+2) - (2*Mphi*(eps2/h^2 + RT*W/VM))*u(N+1) 

+ (Mphi*eps2/h^2)*u(N+2) + Mphi*(RT/VM)*(30*g(u(N+1))*(G_a_m(u(1))-

G_g_m(u(1))) + 6*W*((u(N+1))^2) - 4*W*(u(N+1))^3); 

  
udot(N+2:2*N-1) = (Mphi*eps2/h^2)*u(N+3:2*N) - (2*Mphi*(eps2/h^2 + 

RT*W/VM))*u(N+2:2*N-1) + (Mphi*eps2/h^2)*u(N+1:2*N-2) + 

Mphi*(RT/VM)*(30*(g(u(N+2:2*N-1))).*(G_a_m(u(2:N-1))-G_g_m(u(2:N-1))) + 

6*W*((u(N+2:2*N-1)).^2) - 4*W*((u(N+2:2*N-1)).^3)); 

  
%For right boundary phi(N+1) = phi(N-1) 

  
udot(2*N) = (Mphi*eps2/h^2)*u(2*N-1) - (2*Mphi*(eps2/h^2 + 

RT*W/VM))*u(2*N) + (Mphi*eps2/h^2)*u(2*N-1) + 

Mphi*(RT/VM)*(30*g(u(2*N))*(G_a_m(u(N))-G_g_m(u(N))) + 6*W*((u(2*N))^2) - 

4*W*(u(2*N))^3); 

 

parameters.m 

% ================================== 
% PARAMETERS 
% ================================== 

  
function [RT,Vm,Mphi,eps2,W,Ff,Fa,RTMa,RTMf,T,delta] = Parameters(u); 

  
T = 1093;  % Temperature 
R = 8.314; % Gas constant 
delta = 1e-9;  % Interface thickness 
sigma = 1.0 ;   % Surface energy 
Vm = 7e-6;     % Molar volume 

  
RT = R*T; 

  
% Parameters in molar Gibbs energy 

  
tau = T/1043.0; 
if (T >= 1043.0) 
        Gmag=-6507.7*(tau.^(-4)/10.0+tau.^(-14)/315.0+tau.^(-24)/1500.0); 
else 
        Gmag = -9180.5+9.723*T-9309.8*(tau.^4/6.0+tau.^10/135.0 

+tau.^16/600.0); 
end       

  
% Ferrite (alpha) 
Ff(1) = 1224.83 + 124.134*T - 23.5143*T*log(T) - 0.00439752*T.^2 - 

5.89269e-8*T.^3 +77358.5/T; 
Ff(2) = 322050.0 + 75.667*T; 
Ff(3) = -190.0*T; 
%Ff(3) = 0; 
Ff(4) = Gmag; 

  
%  Austenite (gamma) 
Fa(1) = -237.57 + 132.416*T -24.6643*T*log(T) - 0.00375752*T.^2 -5.89269e-

8*T.^3 + 77358.5/T; 
Fa(2) = 77207.0 -15.877*T; 
Fa(3) = -34671.0; 
%Fa(3) = 0; 
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%   Phase-field parameters 
M = 0.035*exp(-17700.0/T); 
Mphi = M/delta; 
eps2 = 3.0*sqrt(2.0)*sigma*delta; 
W = 6*Vm*sigma/delta/sqrt(2); 
RTMf = 0.02*1.e-4*exp(-10115.0/T)*exp(0.5898*(1.0+2.0/pi*atan(14.985-

15309.0/T))); 
RTMa = 4.529e-7*exp(-(1/T-2.2221e-4)*(17787-u*26436)); 

  
% Non-dimensiolization 
l = delta;  
Ff = Ff/RT;  
Fa = Fa/RT;  
W = W/RT;  
Mphi = Mphi*l*l/RTMf;  
eps2 = eps2/(l*l); 
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FlexPDE-kod 

 

TITLE 'Phase-Field' 

 COORDINATES cartesian1('z') 

 VARIABLES        { system variables } 

phi 

u 

 DEFINITIONS    { parameter definitions } 

Temp = 1093 { Temperature} 

R = 8.314 { Gas constant} 

delta = 1e-9 {Interface thickness} 

sigma = 1.0  {Surface energy} 

 V = 7e-6               {Molar volym} 

 tau = Temp/1043.0 

  

{Ferrite (alpha)} 

Ff1 = (1224.83 + 124.134*Temp - 23.5143*Temp*LN(Temp) - 0.00439752*Temp^2 - 

5.89269e-8*Temp^3 +77358.5/Temp)/(R*Temp) 

Ff2 = (322050.0 + 75.667*Temp)/(R*Temp) 

!Ff3=0 

Ff3 = -190.0*Temp/(R*Temp) 

Ff4 = (-6507.7*(tau^(-4)/10.0+tau^(-14)/315.0+tau^(-24)/1500.0))/(R*Temp) 

  

{Austenite (gamma)} 
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Fa1 =( -237.57 + 132.416*Temp -24.6643*Temp*LN(Temp) - 0.00375752*Temp^2 -

5.89269e-8*Temp^3 + 77358.5/Temp)/(R*Temp) 

Fa2 = (77207.0 -15.877*Temp)/(R*Temp) 

Fa3 = -34671.0/(R*Temp) 

!Fa3=0 

  

{Phase-field parameters} 

eps2 = (3.0*sqrt(2.0)*sigma)/delta 

W = (6*V*sigma/delta/sqrt(2))/(R*Temp) 

RTMA = 0.02*1e-4*exp(-10115.0/Temp)*exp(0.5898*(1.0+2.0/pi*ARCTAN(14.985-

15309.0/Temp))) 

RTMG = 4.529e-7*exp(-(1/Temp-2.2221e-4)*(17787-0.005*26436)) 

M = 0.035*exp(-17700.0/Temp)*delta/RTMA 

  

p = phi^3*(10-15*phi+6*phi^2) 

g = phi^2*(1-phi)^2 

gp = 2*phi-6*phi^2+4*phi^3 

  

Diffa=1-(2/9)*(Ff3*u*(1-u/3))/(R*Temp) 

Diffg=1-2*Fa3*u*(1-u)/(R*Temp) 

  

Ga = Ff1+(u/3)*Ff2+3*((u/3)*LN(u/3)+(1-u/3)*LN(1-u/3))+(u/3)*(1-u/3)*Ff3+Ff4 

Gg = Fa1+u*Fa2+(u*LN(u)+(1-u)*LN(1-u))+(u*(1-u)*Fa3) 

dGa = (1/3)*Ff2+(LN(u/(3-u)))+(1/3-(2*u)/9)*Ff3 
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dGg = Fa2 +LN(u/(1-u))+(1-2*u)*Fa3 

  

 INITIAL VALUES 

  

u = IF z<6 THEN 0.0005 ELSE 0.005 

phi=(1/2)*(1+TANH((z-5)/sqrt(2))) 

  

equations 

  

phi:          M*eps2*dzz(phi)+((M*R*Temp)/V)*(30*g*(Ga-Gg)-gp*W)=dt(phi) 

u:             div(((RTMG/RTMA)^p)*((1-p)^2*Diffa+p^2*Diffg+(1-p)*p*(Diffg*(1-

(u/3))/(1-u)+Diffa*(1-u)/(1-(u/3))))*grad(u)) +div(((RTMG/RTMA)^p)*((1-p)*u*(1-

(u/3))+p*u*(1-u))*30*g*(dGg-dGa)*grad(phi))=dt(u) 

  

 BOUNDARIES       { The domain definition } 

   region 1 

         START(0) 

        NATURAL(u) =0 LINE TO(0) 

        NATURAL(u)=0 LINE TO(50) 

        NATURAL(phi) =0 LINE TO(0) 

        NATURAL(phi)=0 LINE TO(50) 

  

 TIME 0 TO 130000 by 1  { if time dependent } 
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PLOTS            { save result displays } 

        ! for t=0 by 1 to endtime 

         for t = 0, 10, 100, 500, 2000, 5000, 10000, 20000, 40000, 60000, 80000, 100000, 

130000   

!  for t = 1, 10, 20, 30, 40, 50, 60  

  

            elevation(phi) from (0) to (50) as "phi" 

            elevation(u) from (0) to (50) as "u" 

  

END 


