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Introduction

Je te vends une mobilette,
en plus elle est trés chouette.
Je te vends un gros bidet,

en plus il est pas laid.
Chanson de collégien.

Des systéemes mobiles

Par systéme mobile, on entend un ensemble d’agents qui évoluent dans un
milieu selon des regles primitives simples, avec la spécificité de modifier la struc-
ture de ce milieu. On peut par exemple songer a des réseaux de communication
reconfigurables (informatique, neuroniques, sociologiques,...), ol ¢’est le tissu
des échanges entre agents qui évolue, ou encore a un domaine de sites perméables
au mouvements d’autres sites (mobilité de code et d’unités de calculs, biologie
macrocellulaire,. . .) pour lesquels c’est la hiérarchie des agents les qui évolue.
Sous ces deux exemple se retrouvent deux familles d’algebres de processus, celle
du m-calcul pour les réseaux reconfigurables, et celle des ambients pour les sites
en mouvement.

L’objet des algebres de processus est de fournir une représentation de tels
systémes dans un formalisme algébrique abstrait directement dédié aux systemes
mobiles, et cela dans diverses perspectives. La premiere est héritée du A-calcul,
et considere que ces formalismes sont des bases saines pour élaborer des pa-
radigmes de programmation. Ces idées sont par ailleurs justifiées par les nets
progres des langages de programmation dans la sécurisation du code, par le biais
de diverses méthodes automatisées, notament la théorie des types, et les lan-
gages de spécification formels. L’autre perspective est celle d’'un cadre général
pour 'étude de ces systemes, qui échappent & la plupart des modeles antérieurs
de systeme distribués dans lesquels on est contraint de faire ’hypothese d’une
topologie de Pespace des agents non évolutive 1.

Extensionalité et intensionalité
Deux niveaux de descriptions sont nécessaires pour la vérification de systemes :

le niveau intensionnel, qui est celui de la mécanique interne du systeme, et le
niveau extensionnel, qui en donne la fonctionalité, effet produit sur un envi-

1On peut citer, entre autres, les automates cellulaires, les réseaux de Petri, ou CCS
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X INTRODUCTION

ronnement donné. Ses deux niveaux de description se completent dans 'analyse
d’un systeme.

Les algebres de processus permettent de décrire les systémes mobiles & ces
deux niveaux uniquement par des processus algébriques et la notion de bisimu-
lation, mais cette approche induit des descriptions extensionnelles complexes.
Les logiques modales fournissent en revanche des spécifications extensionnelles
partielles et sont plus commodes & manipuler & ce niveau descriptif.

Les logiques spatiales au début de la these

A la fin des années 90 apparaissent de nouvelles logiques pour la spécification
de processus algébriques : les logiques spatiales. Pour ces logiques, 1'extensiona-
lité n’est pas primordiale, il s’agit avant tout de pouvoir énoncer simplement les
reconfigurations spatiales internes & un systéme mobile, et non plus de le regar-
der du point de vue des possibilités d’interactions qu’il offre avec 'extérieur.

Pour cela, elles introduisent de nouvelles formes de connecteurs logiques qui
prennent en compte directement la compositionnalité de ’espace et y assoient
de nouveaux principes de raisonnement. Ces connecteur sont inspirés de mul-
tiples travaux récents, portant sur la bunched logic [POY03], le w-calcul [Cai99],
ou encore la quantification générique [GP99]. Les logiques spatiales pour les
algebres de processus sont dans leur présentation relativement exploratoires, au
sens ou de multiples connecteurs sont proposés de facon systématisée, sans souci
de minimalité.

La bunched logic est essentiellement aux origines de la logique séparante.
Cette logique spatiale n’est pas un langage d’assertion pour les algebres de
processus, mais sert de fondement a une sémantique dénotationnelle des langages
impératifs manipulant des pointeurs. Pour la structure spatiale considérée par
cette logique, 'opération de composition n’est donc pas la mise en parallele de
processus, mais ’assemblage sans recouvrement de portions de 'espace mémoire.

Au début de cette these, les logiques spatiales commencaient tout juste a étre
étudiées et la spécificité et I'intérét de leur approche restaient et reste encore a
comprendre.

Pourquoi 'expressivité

Lorsqu’apparait une nouvelle logique, on doit trouver des moyens de I’évaluer.
Le théme fédérateur choisi dans cette these pour I’évaluation des logiques spa-
tiales est celui de 'expressivité. Les logiques spatiales sont avant tout des lan-
gages d’assertions, basés sur la notion de satisfaction d’une propriété logique
A dans un processus P, notée PEA. Dans ce cadre, de nombreux problémes
d’expressivité peuvent étre considérés :
— quel est le pouvoir distinctif des logiques spatiales? quelle granularité
d’observation la logique induit-elle sur les processus ?
— quel est Uenrichissement expressif présenté par ces logiques par rapport
a celles préexistantes (logiques classiques et modales)? comment se com-
parent les classes de propriétés quelles permettent d’énoncer, leur pouvoir
expressif 7
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— quels connecteurs sont essentiels 7 les logiques spatiales admettent-elles
des redondances on sont-elles minimales ?

— jusqu’a quel point leur richesse d’expressivité n’entrave pas leur automa-
tisation? en particulier, existe-t-il des procédures de décisions pour les
problemes de satisfaction et de validité 7 dans le cas négatif, quels sont les
causes de Iindécidabilité de ces problemes ? quelles restrictions permettent
de mécaniser la vérification de systemes a ’aide de ces logiques ?

— peut-on structurer les preuves de propriétés énoncées dans ces logiques ?
admettent-elles des systémes d’inférence et sont-ils complets ?

Toutes ces questions sont importantes lors de 'introduction d’une nouvelle
logique. D’elles dépendent 'utilisation pratique de la logique. Par exemple, le
pouvoir distinctif et la structure de preuve sont fondamentaux avant toute
spécification : le pouvoir distinctif guide 1 e spécificateur dans le niveau de
précision qu’il doit atteindre quand il modélise son systeme par un processus; le
systéme d’inférence est quant a lui le garde fou théorique qui garantit la justesse
de son raisonnement lorsqu’il établit la preuve de son systeme.

Enfin, Uexpressivité est le énoncée comme un théme fédérateur pour toutes
ces questions, et ce essentiellement parce qu’elles sont intimement liées. Par
exemple, une trop grande richesse dans le pouvoir expressif peut rendre difficile
certains problemes de décision. La reduction a des logiques minimales présente
en revanche un moyen de simplification des problemes de vérification.

Contributions de cette these

Cette these répond dans une certaine mesure a chacune des questions posées
précédemment. Pour ce faire, des propriétés connues pour les logiques stan-
dard (mise sous forme prénexe, élimination des quantificateurs, formules ca-
ractéristiques, double négation, ...), sont reformulées dans le cadre des logiques
spatiales. Les implications de ces propriétés sont par ailleurs le plus souvent re-
lativement différentes de celles auxquelles on s’attendrait : par exemple, dans le
cas de la logique classique, I’élimination constructive des quantificateurs induit
la décidabilité de la logique, avec éventuellement d’autres conséquences sur la
complexité des problémes de décision associés, alors que rien de semblable n’a
lieu avec les logiques spatiales.

De nombreux résultats en théorie de la mobilité, en particulier du w-calcul,
ont en revanche guidé ces travaux et ont fourni des éclaircissements et des
éléments de justification & certains résultats. Ainsi, par exemple, les travaux
portant sur la caractérisation de la bisimilarité par la congruence a barbe offrent
une interprétation a posteriori de 'expressibilité des logiques modales dans les
logiques spatiales, alors que les techniques de preuves nécessaires pour établir
ces deux résultats se recoupent trés superficiellement. Le calcul des Ambients
quant a lui connaissait une théorie assez récente au début de la these, et méme
si certaines idées antérieures ont pu étre adaptées a ce calcul, des techniques
completement nouvelles et qui lui sont propresont été développées sur le calcul
des Ambients, ce qui a par ailleurs permis d’en illustrer la spécificité par rapport
au m-caleul.

Les techniques et les résultats mis en oeuvre dans cette these présentent donc
des antécédents a la fois dans la théorie standard de la logique et dans la théorie
de la concurrence, mais restent sous certains aspects tout a fait originaux, et on
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ne saurait dire jusqu’a quel point, sans doute assez spécifiques aux logiques spa-
tiales. De nombreux liens sont établis entre les divers probléemes d’expressivité
mentionnés précédemment. Un concept fort unit particulierement les problemes
de la caractérisation du pouvoir distinctif et de la minimalité de la logique, c’est
celui de bisimilarité intensionnelle.

Concernant le pouvoir distinctif des logiques spatiales, on établit une tres
fine granularité d’observation pour ces logiques. En effet, alors que pour les lo-
giques modales deux processus logiquement équivalents sont extensionnellement
équivalents, la logique spatiale est plus distinctive et les processus logiquement
équivalents sont intensionnellement équivalents.

L’apport expressif des logiques spatiales est illustré par la comparaison de
leur pouvoir expressif et de celui des logiques qu’elles étendent ou dont elles
sont des variations. Pour la logique séparante, on donne a la fois un résultat
d’équivalence expressive avec la logique classique dans un cas restreint et un
contre-exemple a la généralisation de ce résultat. Pour la logique spatiale du
m-calcul, on établit une expressivité strictement plus forte que pour la logique
de Hennessy-Milner.

La question de la minimalité dans les logiques spatiales est abordée de
diverses facons. D’une part il est proposé une logique spatiale unifiée pour
les algebres de processus, obtenue comme un fragment de logiques spatiales
existantes en supprimant les connecteurs spécifiques a l'algebre de processus
considérée. On montre alors que la logique unifiée exprime completement la
logique spatiale du 7-calcul et dans une certaine mesure celle des Ambients.
D’autre part, on établit un procédé de minimalisation par élimination des ad-
joints pour une logique spatiale statique, et on montre un contre-exemple a
sa généralisation a une logique plus riche. Enfin, on établit un autre procédé
de minimalisation par élimination des quantificateurs, qui s’adapte a toutes les
logiques spatiales pour la concurrence. On tire enfin de ces résultats d’expressi-
vité certaines conséquences sur la décidabilité de quelques problemes de décision
relatifs a ces logiques.

Comment lire ce manuscrit

Ce manuscrit reprend essentiellement les résultats publiés au cours de cette
these [HLS02, HLS03, Loz03, Loz04b, CL04, Loz04a], en les réorganisant pour
en faire apparaitre les grandes idées directives. Tous les chapitres sont donc
intimenents liés.

La premiere partie introduit les objets fondamentaux étudiés par la suite.
Le chapitre 1, introduit brievement quelques algébres de processus (CCS,n-
calcul,Ambients) dans une perspective historique. Au chapitre 2, on étudie la
notion de comportement, intimement liée aux notions de bisimilarité et de lo-
gique modale. Le chapitre 3 introduit les logiques spatiales, d'une part pour
les algebres de processus vues précédemment, d’autres part pour des structures
statiques (tas et pile, documents XML). Enfin le chapitre 4 donne une illustra-
toin de la spécificité des logiques spatiales sur certaines propriétés structurelles
comme la dualité, la mise sous forme prénexe, ou les régles d’inférence.

La deuxieme partie présente les contributions originales de cette these. Elles
peuvent étre lues de fagon plus ou moins indépendantes :
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le chapitre b est autonome, méme s’il donne une introduction et un éclairage
sur la démarche des chapitres suivants. On y étudie quelques problemes
d’expressivité et de minimalité de la logique séparante, dont en particulier
un résultat d’équivalence expressive avec la logique classique;
le chapitre 6 illustre les jeuzr contexrtuels dérivables dans les logiques spa-
tiales, qui sont immédiatement utilisés au chapitre 7 pour établir I'in-
tensionalité des logiques spatiales, en particulier sur le cas du calcul des
Ambients;

— le chapitre 8 illustre des techniques de minimalisation de logiques spatiales,
pour des structures statiques puis pour des structures dynamiques.

— le chapitre 9 reprend les résultats de tous les chapitres précédents et les
examine du point de vue de la décidabilité des problemes qu’ils soulevent.

Les annexes reprennent les preuves esquissées dans le corps de la these avec
davantage de détails. Elles sont tirées de publications internationales et sont
donc rédigées en anglais. Qutre des détails omis dans le corps de la these, elles
présentent parfois des résultats légérement plus forts que ceux énoncés dans la
partie en francais.
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Introducao

Esta tese estuda certos formalismos introduzidos recentemente para a veri-
ficacao de propriedades de processos distribuidos moveis. Com a introdugao de
novos modelos de computacao movel, tornou-se mais clara a necessidade de re-
correr a linguagens de especificacgao incluindo observacées espaciais, estes novos
formalismos légicos designam-se correntemente por “légicas espaciais”.

Estas légicas podem ser encaradas como surgindo no seguimento do de-
senvolvimento de formalismos bem conhecidos para a verificacdo de sistemas
concorrentes {as légicas modais) e para a caracterizagdo de propriedades de
espagos de recursos (a “bunched logic” ), mas também possuem caracteristicas
muito particulares, relacionadas com os seus objectivos préprios. Sao muito re-
centes, sendo que os primeiros trabalhos sobre légicas espaciais datam do fim
dos anos 90, pelo que eram pouco conhecidas na altura em que os trabalhos que
conduziram a esta tese se iniciaram.

Quando uma nova légica é introduzida, é necessario avaliar em que medida
responde as motivacoes que conduziram & sua definicdo. A orientacdo seguida
nesta tese € pois estudar as légicas espaciais do ponto de vista da sua expressi-
vidade. Muitos problemas interessantes pertencem a esta temaética :

O poder expressivo das 16gicas (que propriedades podem o nao ser enuncia-
das7)

O poder de separagao das légicas (até que ponto a légica pode distinguir entre
elementos diferentes do modelo ?)

A minimalidade (Que operagoes da Iégica sao realmente necessarias para ex-
primir todas as propriedades enunciaveis ou distinguir todos os processos
que se podem distinguir ?)

- Qual é a complexidade das formulas l6gicas, em particular, que problemas

associados sao computdveis : Existem algoritmos para decidir se um certo

sistema satisfaz certa especificacao ? Em caso negativo, quais sdo as cau-
sas essencials da indecidabilidade? E quais sao os fragmentos para os
quais existem procedimentos de decisiao? Este é o chamado problema
da verificacao duma formula relativamente a um sistema, a ele associado
considera-se também o problema da valididade : dada um certa formula,
é esta satisfeita por todos os sistemas, ou existe um sistema que a nao
realiza 7

- Finalmente, note-se que a expressividade dos varios modelos de computacao
mével nao era ainda completamente conhecida no inicio deste trabalho,
pelo que se podem colocar ainda. questoes a este nivel sobre o poder com-
putacional dos vérios modelos.

XV
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Para estudar estas questées, que sao de natureza essencialmente semantica,
sao usadas nao s6 técnicas bastante “standard” usadas em ldogica, mas também
uma, parte substancial da teoria da concorréncia, assim como técnicas sem
davida bastante especificas das légicas espaciais.

Esta tese fornece respostas as questoes acima mencionadas em multiplos
contextos.

A primeira légica considerada é a chamada ldgica da separacao, que se
compara, em termos de expressividade, a 16gica cldssica. Mais concretamente,
demonstra-se que, em certo sentido, estas légicas sao igualmente expressivas, o
que mostra que em alguns casos a légica da separagao nao é minimal.

De seguida, considera-se a utilizagao de especificagoes espaciais como meio
de exprimir observacgoes comportamentais dos processos. O modo segundo o
qual aquelas observacoes sao derivadas é designado entao por “jogos contex-
tuais”, dada a observacao do comportamento de processo ser realisada através
da introducao de um outro processo no contexto. Estes jogos contextuais sao
completamente gerais, e sao ilustrados em varios modelos de calculos.

Apés definir tais observacoes, torna-se possivel estudar o poder de separacao
das l6gicas espaciais quando interpretada sobre as dlgebras de processos. Mostra-
se entdo que estas logicas sao intensionais, no sentido em que atingem um nivel
de descrigao dos sistemas muito mais fino que as légicas modais classicas.

De seguida, estuda-se até que ponto é necessario todo o formalismo tal como
definido para se obter uma tal expressividade. Trata-se pois de considerar o
problema j4 mencionado de minimalidade das légicas. Dois resultados de mi-
nimalidade sao estdo derivados, o primeiro para uma logica espacial estatica
interpretada sobre modelos que representam documentos em formato XML, e
um outro que se aplica as l6gicas espaciais dindmicas em geral.

Embora todos os resultados mencionados terem sido inicialmente motivados
por questées de expressividade, alguns tém consequéncias importantes sobre
certos problemas de decisdo, os quais sdo considerados de forma integrada no
fim da tese.

Como ler esta dissertagao

A parte principal da tese estd escrita em francés, e apresenta de forma bas-
tante didatica os varios resultados. Tais resultados foram em grande parte pu-
blicados em revistas internacionais em inglés [HLS02, HLS03, Loz03, Loz04b,
CL04, Loz04a], sendo que uma adaptagio de tais artigos se apresenta nos anexos
da tese, também em inglés. Essa parte é complementar do corpo principal escrito
em franceés, porque nele se discutem as demonstracoes em detalhe, e se precisam
alguns resultados que foram apenas mencionados de forma breve anteriormente.

Os primeiros capitulos introduzem as dlgebras de processos (capitulo 1) e as
légicas modais para a concorréncia {capitulo 2). Os capitulos seguintes intro-
duzem vérias 16gicas espaciais (capitulo 3) assim como algumas propriedades
estruturais das mesmas (capitulo 4).

Os capitulos seguintes sao sempre contribuigoes originais da tese. O capitulo
5 é uma introducao aos diversos problemas de expressividade que se colocam no
caso especifico da légica da separacao. O capitulo 6 define “jogos contextuais”
atras referidos, e estabelece uma comparagao entre as légicas espaciais e as
l6gicas modais. O capitulo 7 desenvolve uma caracterisacio da intensionalidade
das l6gicas espaciais, concentrando-se sobre o caso da légica dos ambientes com
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a modalidade temporal fraca, que é o caso mais geral e mais dificil. O capitulo 8
desenvolve dois métodos de minimizacao de légicas espaciais no caso estatico e no
caso dindmico respectivamente. O capitulo 9 apresenta algumas consequéncias
dos resultados de expressividade em alguns problemas de decisao.

O anexo A apresenta jogos contextuais apropriados para o caso dos am-
bientes. O anexo B apresenta a caracterizacdo da intensionalidade da légica
dos ambientes com varios dos detalhes omitidos no capitulo 7, assim como
um resultado de indecidabilidade para o cdlculo dos ambientes (capitulo 9). O
anexo C apresenta a técnica de minimizagdo para as légicas espaciais estaticas
(capitulos 5 e 8), e 0 anexo D apresenta outra técnica de minimizacao para
légicas dindmicas (capitulo 8), assim como um resultado de indecidabilidade
para as légicas espaciais para a concorréncia {capitulo 9).
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Chapitre 1

Algebres de processus

Les mots mobilité et concurrence, galvaudés par les économistes, par les po-
liticiens, méme par certains informaticiens, recouvrent des sujets et des analyses
multiples, qui pour la plupart ont fagonné les derniers progres de notre société
contemporaine. Pour ce qui va suivre, on se méfiera toutefois : ces mots prennent
dans cette theése une signification tres particuliere. D’une part ils s’appliquent
au domaine informatique que l'on va préciser par la suite, et d’autre part ils
sont issus pour linformatique de leur traduction littérale de 'anglais, et ont
sans doute par cette opération perdu une part de leur signification originale.

Le mot mobilité a par ailleurs pris une ampleur inattendue avec la modélisation
de communications par téléphone portable dans le w-calcul][OP92]. Mais par
systemes mobiles et concurrents, on entend représenter essentiellement des systémes
multi-agents distribués, qui communiquent, collaborent ou protegent leurs res-
sources individuelles selon les cas considérés. Les algeébres de processus restent
des modeles tres abstraits et trés généraux, et touchent donc des problemes
présents a des niveaux scientifiques et d’ingénierie aussi divers que variés, et il
serait sans doute dommage de vouloir restreindre leur champ d’application a
des problemes au gout du jour.

Une représentation algébrique de tels systemes est essentielle. D’une part, elle
fournit un paradigme simple et précis pour la programmation, la spécification,
ou la schématisation de systemes distribués qui sont source d’inspiration pour
de nombreux informaticiens. D’autre part, elle permet d’élaborer une théorie
mathématique solide et des outils informatiques exacts pour vérifier des pro-
priétés de sécurité dans ces systemes. Enfin, la recherche de fondements algébriques
a des phénomeénes le plus souvent partiellement expliqués au niveau informel
enrichit le niveau descriptif informel lui-méme, en ce qu’elle fait apparaitre de
nouveaux concepts (asynchronisme, choix multiples, localité...) qui aident le
non-algébriste & préciser ses idées.

Dans ce chapitre, on fait un bref historique des diverses algebres de processus
qui ont été proposées ces vingt cing dernieres années. On présente tout d’abord
le calcul CCS, introduit par Milner [Mil89], puis le 7-calcul qui rajoute la notion
de communication & celle de synchronisation présente en CCS, enfin la notion
de localité qui rend explicite la notion d’agent, telle qu’elle a été définie dans le
caleul des Mobile Ambients.
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1.1 CCS ou la synchronisation

1.1.1 Les automates

Un automate est une entité active individuelle, un élément atomique d’un
systeme évolutif. Cette notion se confond assez bien avec celle d’agent dans un
systeéme distribué. Un automate est reconfigurable, peut prendre divers états
selon son interaction avec ’environnement ou son évolution interne.

Les automates sont essentiellement présents dans la culture scientifique in-
formatique pour leur intérét dans la caractérisation de classes de langages :
rationnels, algébriques, décidables. Dans ce cadre l'environnement sur lequel
agit 'automate est un mot. Dans les systemes distribués, les automates sont
dans un environnement d’automates et les notions de mots et de langage re-
connu perdent leur importance. La représentation des automates est aussi assez
différente. En général, un automate est représenté par un graphe avec des arétes
orientées étiquetées par des mots. Dans les algebres de processus, on donne une
représentation syntaxique de 'automate : un automate est la donnée d’un en-
semble d’états et pour chacun d’eux d’une équation qui traduit les évolutions
possibles vers d’autres états. Les étiquettes sont appelées actions, elles appar-
tiennent & un ensemble infini arbitraire que 'on notera Act; on note X = a.Y
le fait que de I’état X I'automate puisse passer a 1’état Y en effectuant 'action
a. Lorsque plusieurs actions sont possibles, on utilise 'opérateur de choiz +. 0
représente ’état inactif.

Exemple 1.1.1 On représente une pendule avec balancier par un automate a
deux états et pouvant effectuer deux actions tic et tac. C’est un automate fing

déterministe :
./ = tic.\b
\b = tac../

On représente un pécheur par un automate & quatres états (tendu, décu, ému,
repu), et trois actions jetteligne, reprendsligne, et mangepoisson ; la péche est non
déterministe, la méme action de reprendre la ligne peut tout aussi bien mettre
le pécheur dans un état ému que décu.

Jeretigne

T TN ﬁ /\\/\
Jd. N L o~O

~ L~ " reprendigne
reprendligne
Jeteligne

Fi1G. 1.1 — Automates du balancier et du pécheur

tendu = reprendsligne.décu  + reprendsligne.ému
ému =  mMangepoisson.repu
repu =  jetteligne.tendu

décu =  jetteligne.tendu
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1.1.2 Processus et interaction

Les automates sont amenés a agir en parallele dans un méme systeme. On
introduit donc un nouvel opérateur, noté |, pour la composition paralléle de deux
automates. Le systéme composite A|B, au méme titre qu'un automate, peut
effectuer des actions et changer d’état. Du point de vue du langage reconnu, on
obtient le langage des entrelacements libres des langages reconnus par A et B. On
veut néanmoins exprimer la notion de synchronisation entre deux composants.
Ainsi, on considere une action particuliere 7 pour la synchronisation, et une
notion de conjugaison sur les actions, soit une involution Act—Act. Si A par
I’action « passe & 1’état A’, et si B par 'action conjuguée @ passe a 1’état B’,
alors le systeme A|B peut effectuer Paction de synchronisation 7 et passer dans
Pétat A'|B’.

Exemple 1.1.2 On considére le systéme feu de circulation/voiture, ot le feu

. . . . def .
de circulation synchronise le passage d’une voiture Vroum = pv.Vroum qui
cherche en permanence & passer (action pv). Le feu change d’états par transi-
tions interne, et selon son état laisse ou non passer la voiture :

FVv € 55V + 7 FO
FO “ 7%FO + 7.FR
FR € rFv

Les actions du systéme composite A|B sont donc des actions de A sans effet
sur B, des actions de B sans effet sur A, ou des actions de synchronisation qui
affectent a la fois A et B. La fagon la plus claire d’exprimer ces phénomenes est
de définir un systeme de transitions étiquetées, comme on le verra au prochain
chapitre. Pour le moment, on va donner une vision complétement algébrique des
processus.

1.1.3 Soupe de processus

On a donc donné les contructions essentielles d'un calcul de synchronisa-
tion : variables et équations récursives, préfixage par une action, choix non-
déterministe, composition parallele, et inactivité. On appelle ainsi processus un
terme P issu de la grammaire syntaxique suivante!

P:= 0 (neutre)

| X (variable d’état)

| rec X.P (équation récursive)

| «.P (préfixe d’action)
| P+ P (choix non déterministe)
| PP {composition parallele)

Exemple 1.1.3 Les automates sont des processus. Ainsi, le pécheur dans 'état
tendu est représenté par le processus

rec tendu. (reprendIigne.jetteligne.tendu + reprendIigne.mangepoisson.O)

INotons qu’a cette étape, on ne distingue plus les processus des automates. Cette
généralisation est trés commode mais perd la notion explicite d’agent au niveau du calcul.
La notion d’agent est “dans les yeux du spécificateur” qui stratifie son systéme en divers sous-
systemes et raisonne de facon modulaire; c’est seulement par 'opérateur de restriction, que
I’on omet pour le moment, que ’on pourra expliciter I’interface d’un processus.
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On identifie différentes écritures d’un méme processus. Les opérateurs de
choix et de composition parallele sont en effet fondamentalement commutatifs,
et le processus inactif 0 est élément neutre pour ces opérateurs. On considere
donc les processus non pas a un niveau syntaxique strict, mais on s’autorise
& identifier par une relation dite de congruence structurelle = des processus
structurellement équivalents. La congruence structurelle est ainsi définie comme
la plus petite relation d’équivalence congruente satisfaisant les axiomes suivants :

PO =P P+0 =P recXP = P{recXP/x)}
PlQ = Q|P P+Q =Q+P
PI(QIR) = (PIQ)IR P+(Q+R) = (P+Q)+R

On parle alors de soupe de processus?, dans laquelle les processus évoluent,
dans un méme milieu réactif.

On se focalise sur I’évolution du systeme par synchronisations interne, et
on représente cette évolution par une relation dite de réduction — : ainsi la
réduction P — @ correspond & une synchronisation interne a P qui évolue
vers @, {action 7), et peut se définir comme la plus petite relation vérifiant les
axiomes® :

r — P

aP+R|aQ+S — PlQ Pl0 — PO

De maniere générale, on notera = la relation —*, cloture réflexive transitive
de —.

Par la suite, on appelera CCS fini sans choix, ou par abus simplement CCS,
le fragment du calcul suivant :

P = 0|aP|PP

On supprime d’une part la récursion et d’autre part le choix. Cette simplification
est essentiellement dans un souci de simplicité; on perd d’ailleurs assez peu
de Pexpressivité du calcul. D’une part on aura la possibilité de considérer des
processus arbitrairement grands et ainsi de simuler un comportement récursif
fini, d’autre part méme sans le choix, le non déterminisme reste présent dans le
calcul, par exemple dans le processus a.P|a.Q1|a.Q2.

On considerera par ailleurs des permutations d’actions : une permutation
d’actions est une bijection o : Act—Act telle que o(@) = o(a)

Le calcul actuel permet de représenter des problemes de synchronisation
entre processus; cela reste un calcul tres simple, mais son expressivité est li-
mitée, en particulier la diffusion d’actions dans le systéme est extrémement
élémentaire : toute action est perceptible a I’échelle du systeme entier. On va
voir maintenant qu’en parlant de canaux et de communications, on peut donner
des descriptions plus fines des systemes distribués.

2L’origine de cette appellation vient de ’article fondateur [BB90]. Cet article fait effective-
ment naitre la notion d’algébre de processus comme calcul algébrique avec regle de réduction,
alors que les présentations antérieures considéraient la synchronisation comme une action au
méme titre que les autres.

30n se place ici en choix gardé, sinon la définition de — nécessite un systéme de transitions
étiquetées (cf. prochain chapitre).
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1.2 Un calcul de canaux : le m-calcul

Jusqu’a présent, on a parlé de synchronisation entre deux parties sans véritablement
en expliciter le mécanisme. En pratique, les synchronisations se font par le biais
de communications, soit directement entre les deux parties, soit en passant par
un arbitre (verrous, barrieres de synchronisation). Dans tous les cas, la commu-
nication est supportée par un médium. On peut ainsi interpréter le processus
o.P comme un agent qui cherche a se synchroniser en utilisant le médium de
communication a. On est alors amené a considérer un réseau d’agents reliés
entre eux par des média de communications. Les modeles classiques de réseaux
s’appuient sur des graphes, mais ['originalité du m-calcul est d’en donner une

représentation algébrique®.

1.2.1 Des synchronisations aux communications

De fagon surprenante, une seule opération est nécessaire : il suffit de dire
qui a le droit d’utiliser un médium pour fixer clairement la topologie du réseau.
Pour cela, on introduit la notion de restriction : dans le processus (vn)P, le
médium n est connu seulement par P {on dira qu’il est privé), et ne peut étre
utilisé pour se synchroniser qu’a 'intérieur de P.

Exemple 1.2.1 Dans le processus n.P|n.Qn.R, P peut se synchroniser aussi
bien avec Q qu’avec R. En revanche, dans le processus (vn)(n.P|n.Q) |R.R, P
ne peut plus se synchroniser qu’avec Q.

Le fondement syntaxique de la restriction est la notion de lieur : les références a
n qui apparaissent dans la portée d’un (vn) n’ont pas la méme signification que
les références & n qui apparaissent en dehors. Si les deux coexistent, on utilise
une régle d’alpha conversion (vn)P = (vn/)P{" /n} pour lever éventuellement
I'ambiguité, et on ajoute par ailleurs comme regle structurelle I’ extension de
restriction (en anglais scope extrusion)

(bvn)P) 1@ = (wn)(P|Q) lorsque @ ignore n.

Par a-conversion et extension de restriction, tous les agents sont ainsi structu-
rellement en paralleles malgré la privauté de certains média :

Exemple 1.2.2 Par les égalités suivantes
(vn)n.P) | m.Q = ((wn)n'.P)|nQ = (vn')(n'.PR.Q)

on peut considérer P et Q comme deux agents en paralléle sans possibilité de
synchronisation.

Pour parler complétement de communication, il faut aussi tenir compte du
contenu de cette communication. Dans les modeles de calcul, les objets mani-
pulés par des agents sont parfois appelés valeurs, comme résultat d'un calcul
antérieur. 1l a ainsi été proposé une version de CCS out au cours de leurs syn-
chronisations les agents échangent des valeurs [Mil89].

1La traduction de la définition algébrique en termes de graphe a été par ailleurs abondam-
ment étudiée [Hir97, DLO3]
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Une idée intéressante est de confondre sous 'appelation de canal les deux
notions de médium et de de valeur®. Ceci permet de représenter des protocoles
de communication par 'entremise d’'un tiers : par exemple, pour communiquer
avec C, A demande tout d’abord & B un canal connu par C, B transmet a A
un tel canal, puis A communique avec C par ce nouveau canal. De cette fagon,
B établit une nouvelle possibilité de communication entre A et C et modifie la
topologie du réseau de canaux. De fagon plus générale, la communication de
canaux sur des canaux permet de voir le calcul comme la reconfiguration du
réseau de communication entre agents, et on parle alors de mobilité.

Dans une communication enfin, les deux parties jouent des réles dysymétriques.
On a d’une part une émission d’un message b sur le canal a, notée @(b). P, d’autre
part la réception d’un message sur le canal a, notée a(z).P. Ici le z figure 'abs-
traction du contenu du message avant réception. Cette abstraction se concrétise
au moment de la communication par une simple substitution :

a(z).P|a(b).Q — P{"/z}|Q

Ainsi le processus a(z).T(b) attend sur le canal ¢ un canal inconnu z sur lequel
il transmettra ensuite b. La réduction suivante

a(n).P | (vm)a(m).Q —  (vm).(P{™/n}|Q)

traduit effectivernent la mise en communication de P et Q par entrée du canal
privé m dans P.
On va maintenant préciser formellement ces idées.

1.2.2 Définition du w-calcul

On considére un ensemble infini de noms Na (on adoptera cette terminologie
pour parler de ce que I'on a désigné jusque 1& comme des canaux), que ’on note
a,b,ey. ...

Définition 1.2.3 On appelle processus du 7-calcul (sans choiz) les termes is-
sus de la grammaire suivante :

P:x= 0 (neutre)
| a(n).P  (réception)
| a(b).P  (émission)
| PP (composition parallele)
| P (réplication)
|

(vn)P  (restriction)

On note fn(P) Uensemble des noms libres de P, soit Uensemble défini par in-
duction sur P par

fn(0) =0 fn(a(n).P) = (fn(P) — {n})U{a} f(@®).P) =fn(P)U {a,b}
fn(P|Q) = fn(P) Ufn(Q) fn(1P) = fn(P) fn((vn)P) = fa(P) — {n}.

50n peut considérer que le A-calcul procede de la méme facon en confondant la valeur et
le manipulateur de valeur (fonction).
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On définit la relation de congruence structurelle = comme la plus petite relation
de congruence sur les processus qui vérifie les axiomes :

PlOo=P ((yn)P)|Q = (z/n)(P|Q) pour n & fin(Q)

()0 = 0 (wm)P = (wa)(P{"'/n}) PIQ = QIP (PIQ)|R = PI(QIR)

P =IPIP 10 =0 {(P|Q) =!'Pl!Q P =!P

Le seul opérateur que 'on n’a pas introduit jusqu’ici est 'opérateur de
réplication. C’est un opérateur infinitaire qui s’inspire du connecteur “bien stir”
en logique linéaire et exprime la persistance d’un processus. Il remplace de facon
élégante la récursion pour créer des processus avec des réductions infinies.

Pour parler de réduction, on introduit donc la relation — qui exprime le
mécanisme de communication :

Définition 1.2.4 On appelle relation de réduction la plus petite relation —
qui vérifie Uaxiomatisation sutvante :

P — P
a(n).P | ab).Q — P{"/n}|@Q PlQ — P'[Q
P — P PEPl P1—>P2 PQEP/
(vn)P — (vn)P’ P — P

On mentione brievement le résultat suivant : le m-calcul permet de représenter
le A-calcul en appel par nom ou par valeur, et une notion de types sur les canaux
permet une interprétation du A-calcul typé; pour plus de détail, voir [SWO1].

1.2.3 Quelques dialectes 7

Afin d’illustrer l'expressivité de cette algebre de processus, on la compare
maintenant & plusieurs variantes qui en ont été proposées.

Une premiére variation consiste & communiquer non pas un mais un nombre
arbitraires de canaux en une étape de communication. On parle alors de com-
munication polyadiques (et le m-calcul défini précédemment est appelé, par op-
position, monadique). Formellement, cela revient & remplacer la reégle de com-
munication précédente par

a(ny,...,ng).P @by, .. bk).Q — P{bi/na,... 0c/ne} | @

Pour représenter une communication polyadique en calcul monadique, on la
décompose en plusieurs communications. Toutefois, remplacer 1’émission @{by, . . .
par @{b1)...a{bg).Q ne garantit pas que le méme agent recevra chacun des b;.
Pour garantir 'atomicité de la communication, I'émetteur commence donc par
créer un canal de communication privé qu’il révele a un seul partenaire, puis
émet sur ce canal privé :

[@lb,....b).Q] = (vw) @w).@d): ... T0).[Q]

De méme un récepteur attend tout d’abord un canal de communication avant
de lire les noms transmis :

[a(ni,....,nx).P] = alw)wlng)...wing).[P] (w¢(P))
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Cette traduction préserve le comportement du processus®, c’est & dire comme

on le verra au chapitre suivant son interprétation extensionnelle. En particulier,
cette transformation fournit une traduction du calcul CCS dans le #-calcul.

Une autre variante intéressante est de considérer des communications asyn-
chrones. Dans la synchronisation a(n).P | @{b).Q — P{b/n) | Q, le processus
() doit attendre la fin de la communication pour pouvoir s’exécuter, et recoit
implicitement 'information que la communication s’est achevée. C’est cette pro-
priété que 'on veut écarter des communications asynchrones. Pour cela, 1'idée
originale de Honda, Tokoro [HT91] et Boudol [Bou92| est de considérer le frag-
ment suivant du w-caleul :

Définition 1.2.5 On appelle w-calcul asynchrone le fragment du w-calcul de la
définition 1.2.3 obtenu par la grammaire suivante :

P = 0| PIP|(wn)P||P|an).P|ab).0

On définit de méme le 7-calcul polyadique asynchrone.

Il est intéressant de comparer 'expressivité du calcul synchrone et du cal-
cul asynchrone. Pour représenter des communications synchrones a partir des
communications asynchrones, on peut utiliser I'encodage polyadique” suivant :

[a).P] = (vn)(@lb,n) [ n.[P]
Ja(x).P] = a(z,n).(m | [P])

De méme que pour I'encodage précédent, cette transformation conserve en partie
la sémantique extensionnelle du processus.

Toutefois, il est intéressant de noter que I'asynchronisme se traduit aussi par
une perte d’expressivité dans certains cas. Ainsi, si 'on considére un w-calcul
avec un opérateur de choix + similaire a celui présenté précédemment, on peut
encoder un choix gardé homogene (des processus de la forme ) a;.P; avec
les o soit tous émetteurs, soit tous récepteurs), mais pas le choix mixte (voir
[SWO01, Pal97]).

Le passage de la notion de synchronisation a celle de la communication a
donc permis de définir un calcul simple, d’une riche expressivité, et capable
de représenter des modeles de calcul (A-calcul) aussi bien que de modéliser a
un niveau abstrait des problemes de réalisation de langages concurrents (po-
lyadicité, asynchronisme,...). On a toutefois en partie perdu la notion d’agent
en tant qu’automate; pour le moment, on ne sait si par agent du calcul on
doit entendre un processus gardé «.P ou bien un processus insécable (par
exemple (vn)(@(n).0n(z).P)). Cest en partie dans ce souci qu’une nouvelle
classe d’algebres de processus a été introduite, ou la notion fondamentale de
canal est remplacée par celle de localité.

1.3 Un calcul d’agents : les Mobile Ambients

Dans le cadre du w-calcul, on a parlé de mobilité pour les canaux de communi-
cation. Toutefois, & cause de la régle de congruence structurelle (vn) (P | Q) = (vn)P | Q

Squoique en partie seulement, voir [SWO01]
70On peut par ailleurs encoder le calcul polyadique asynchrone & partir du calcul monadique
asynchrone, cf [SWO01]
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lorsque n & fn{Q), les canaux privés ne sont attachés & des agents en particulier
que du point de vue du spécificateur, mais aucun opérateur syntaxique ne vient
préciser la localisation des canaux.

On part maintenant d’un point de vue différent [CG9§|. Les spécifications
de systemes que 'on souhaite définir doivent prendre en compte une description
explicite des possibilités d’interaction entre agents, et par ailleurs de la notion
d’agent. Pour cela, on parle de localité, ou d’ambient, comme unité de calcul
atomique. La topologie des localités s’exprime par des rapports hiérarchiques,
et on n’a plus une soupe mais une arborescence de processus. Les interactions
concernent alors des processus voisins au sens de cette topologie et se traduisent
par une reconfiguration locale de la hiérarchie des processus par un mécanisme
de vases communicants.

On présente tout d’abord le modele algébrique d’arbres, appelé par la suite
Ambients statiques, qui n’est pas encore une algébre de processus, puis on
développe l'algebre des Mobile Ambients basée sur ce paradigme.

1.3.1 Un calcul d’arbres

On donne ici succintement une présentation algébrique des arbres étiquetés,
finis, non ordonnés, avec une racine distinguée. On considére & nouveau un
ensemble infini de noms Na que 'on note a,b,c,... :

Définition 1.3.1 On appelle Ambients statiques les termes issus de la gram-
maire suwante :

P:= 0 (neutre)
| n[P] (ambient)
| PP (composition paralléle)
| (vn)P  (restriction)

On note fn(P) Uensemble des noms libres de P, soit Uensemble défini par in-
duction sur P par

fn(0) =0 fn(n[P]) =m(P)U{n}
fn(P|Q) =(P)U(Q) fn((vn)P) = fn(P)—{n}.
On définit la relation de congruence structurelle = comme la plus petite relation
de congruence sur ces termes qui vérifie les axiomes :

P ((vn)P)|Q = (vn)(P|Q) pour n & fn(P)

(wn)(P{™/n}) PIQ = QP (PIQ)IR = P|(Q|R)

PlO
(v =
n[(vm)P] = (vm)n[P] (m #mn)

(vn)0 = 0 n):P

On note la présence de la restriction de noms (vn)P. Sans cette construction,
les termes s’interpretent directement comme des arbres étiquetés, mais si 'on
cherche un modele mathématique des ambients statiques, on peut penser a des
arbres avec des étiquettes de deux sortes. Cette algebre a été proposée comme
modele de données semi-structurées, en particulier de documents au format XML
[CGO1a], et dans ce modele la restriction de nom représente un “lien symbolique”
entre deux localités; on reparlera de ce modele avec les logiques spatiales au
chapitre 3.
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1.3.2 Mouvements et communications

On étend maintenant le modele précédent par des instructions de mouve-
ment qui permettent & 'agent qui les exécute de se déplacer dans son entourage
d’agents, ainsi que de supprimer un ambient existant. On omet la restriction de
nom, présente dans de nombreuses présentations du calcul [CG9S§], essentielle-
ment dans un souci de simplicité quant aux preuves qui seront développées pour
cette algebre de processus. On omet aussi les communications, que 'on discute
un peu apres.

Définition 1.3.2 On appelle Mobile Ambients publics (MA) les termes issus
de la grammaire suivante :

P:x= 0 (neutre)
| n[P] (ambient)
| PIP (composition paralléle)
| 1P (réplication)

| inn.P (capabilité d’entrée)
| outn.P  (capabilité de sortic)
| openn.P  (capabilité d’ouverture)

On note fn(P) Uensemble des noms libres de P, soit Uensemble défini par in-
duction sur P par

n(0) =0 fn(n[P]) =fn(P)U{n}
n(P|Q) =m(P)Um(Q) fn(innP)=fn(outnP) = fn{opennP) = fn(P)U {n}.

On définit la relation de congruence structurelle = comme la plus petite relation
de congruence sur ces termes qui vérifie les axiomes :

Plo = P PlQ = QP (PIQ)IR = P|(Q|R)
P =!PIP 0 =0 P =P {P|Q) ='P|'Q

Les instructions de mouvement d’entrée et de sortie sont exécutées par un
agent, et entraine le mouvement de cet agent. En revanche, l'instruction d’ou-
verture dissout un ambient du méme niveau. Ces instructions peuvent s’exécuter
a n'importe quel niveau de I'arbre : d’un point de vue formel, les seuls construc-
teurs bloquants pour — (appelés “gardes”) sont les capabilités inn.—, outn.—
et openn.—. Par la suite, on adopte la notation cap pour désigner de facon
générique I'un quelconque de ces constructeurs.

Définition 1.3.3 On appelle relation de réduction la plus petite relation —
qui vérifie Uaxiomatisation suivante :

alinn.P | Q] [ n[R] — n[a[P | Q] | R nlafoutn.P | Q] | R] e alP [ Q]| a[R]

|
P —

openn.P | n[Q] — P |Q PlQ — P'[Q
P — P P — P
(vn)P — (vn)P’ n[P] — n[P’]

PEP] P1—>P2 PQEP/
P — P
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Au cours d’'une réduction, une seule instruction est donc exécutée, mais
deux ou trois parties sont impliquées dans la synchronisation. Cette situation,
différente de celle des autres algebres de processus, est problématique a de nom-
breux points de vue; ainsi des variantes synchrones de ce calcul ont été pro-
posées®. D’autres points ont fait I'objet de nombreuses discussions, comme le
statut des messages, la capabilité détenue par 'objet ou le sujet du mouve-
ment, etc. Dans [DP04], une justification du jeu d’instruction est donnée par
une propriété de symétrie interne du calcul.

Communications et Ambients

La présentation originale du calcul des Ambients inclut une notion de commu-
nication. Par la suite, on n’abordera qu’a de rares occasions la question des
communications dans ce calcul®.

Les communications dans les Mobile Ambicnts ont licu & Uintéricur d’un
Ambient'®. De ce fait, 'ambient joue le role du canal de synchronisation en 7-
calcul, et seul compte alors le message M transmis dans la communication. On
rajoute donc les constructeurs () P pour la réception, et (M).P pour I’émission.
La regle de communication pour — est alors simplement

(@P | M).Q — P{M}|0Q.

Dans la présentation originale du calcul [CG98], les messages peuvent étre aussi
bien des noms de localité que des séquences de capabilités, et les émissions sont
toujours asynchrones.

1.4 Propriétés de processus

On conclut cette présentation des algebres de processus par la présentation
de diverses propriétés des processus. Ces propriétés sont utilisées dans de mul-
tiples preuves que 'on développe dans les chapitres suivants.

Dans une algeébre de processus, on appelle garde, ou capabilité, les construc-
teurs qui sont bloquants, c’est & dire qui ne sont pas congruents pour la re-
lation de réduction —. Pour le w-calcul, les gardes sont ainsi les construc-
teurs a(n).— et @(b).—. Les gardes garantissent la séquentialité des instructions
qu’elles représentent. On peut alors mesurer le degré de séquentialité d’'un pro-
cessus comme 'imbrication maximale de gardes qu’il contient. Plus formellle-
ment,

Définition 1.4.1 Dans CCS, on appelle degré de séquentialité d’un processus
P Dentier noté ds(P) et défini par

ds(0) = 0 ds(P|Q) = maxds(P),ds{(Q) ds(a).P = 1+ds(P)

De méme, pour les Mobile Ambients, le degré de séquentialité d’un processus P
est Uentier noté ds(P) défini par
ds(0) = 0 ds(P|Q) = maxds(P),ds(Q) ds(hP = ds(P)
ds(n)[P] = ds(P) ds(cap.P) = 1+ds(P)

8voir par exemple [LS00a, TZH02|.

9Ceci & nouveau par souci de simplicité. En revanche, les résultats sur les Ambients
présentés en annexe tiennent compte des communications. On y trouvera du reste leur
définition précise.

107,34 aussi, de nombreuses variantes existent.
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Pour une capabilité cap des Mobile Ambients, on note P =% Q lorsque P =
cap.P1|Ps et Q@ = Py|P,> {cette notation s’explique par la notion de transition
étiquetée que I'on abordera au prochain chapitre). Le résultat suivant énonce la
monotonie du degré de séquentialité pour la réduction et les actions :

Lemme 1.4.2 Pour tous processus P,Q du calcul des Mobile Ambients'!, si
P 2% Q pour un certain cap, ou si P — Q, alors ds(P) > ds(Q).

On définit par ailleurs 7 (P) la troncature de P & profondeur k. Cette notion
ne nous sera utile que dans le contexte de CCS :

Définition 1.4.3 Soit P un processus de CCS, et k un entier positif. On note
mx(P) le processus défini par

WQ(P) =0
mi41(0) = 0 T (P|Q) = mip1(P)|mis1(Q)  miv1(a.P) = a.m(P)

La partie du terme effacée par troncature ne joue en effet un réle qu’apres un
nombre suffisant de réductions. Ainsi, pour &’ < k, P —* @Qssimp(P) —* m(Q).

1.5 Conclusion

Ce premier chapitre a donc permis de présenter divers modeles algébriques
de calculs d’interactions. Ils illustrent les notions de concurrence et de mobilité
par des constructions algébriques originales, et fournissent un formalisme puis-
sant pour la spécification de systemes et de protocoles réels. On va maintenant
développer pour ces algébres une notion de comportement, ainsi que les bases
logiques originellement employées pour leur vérification.

110n peut bien siir étendre ce résultat aux autres calculs



Chapitre 2

Extensionalité

La connaissance des objets qui nous entourent est a la fois d’origine mécaniste
et expérimentale. On est parfois 'auteur de ces objets, et on les connait par leur
mécanique interne que 'on a par exemple soit-méme créée. C’est le niveau de
connaissance le plus avancé que l'on puisse avoir de 'objet, car méme si 'on
n’en a pas encore compris completement le comportement, on sait synthétiser
I'objet et faire des expériences avec celui-ci. Ce niveau de connaissance est dit
intensionnel. Dans d’autres cas, on ne connait pas la mécanique interne, mais
I"'abondance de cet objet permet d’en faire de multiples expériences et d’en don-
ner une description comportementale complete. On ne peut donc en deviner la
mécanique interne que jusqu’a un certain point. C’est le niveau de connaissance
dit extensionnel.

Pour les algebres de processus, le niveau de description intensionnel cor-
respond a l'implémentation du systeme, sa description purement syntaxique, et
deux processus sont intensionnellement équivalents si ils ont la méme implémentation,
a I'équivalence structurelle = prés. En revanche, le niveau de description exten-
sionnel dépend de 'observation que l'on sait faire du systéme. L’idée essen-
tielle de Milner [Mil89] consiste & considérer les expérimentateurs du processus
comme des processus eux-mémes. Cette idée donne lieu a deux définitions de
I’équivalence extensionnelle.

La premiere définition est extremement opérationnelle. On définit une notion
d’observation primitive sur les processus, appelée barbe, et on définit comme
observationnellement équivalents des processus qui, dans n'importe quel contexte
de test, exhibent les mémes barbes. Cette notion est ainsi appellée congruence
a barbe.

La deuxiéme définition de I’équivalence extensionnelle est plus subtile. Elle
s’abstrait du processus testeur, et ne retient de lui que sa possibilité de tester
des actions sur le processus examiné. A chaque action correspond une transition
d’état, et une nouvelle étape de test. Pour représenter I’ensemble des expériences
possibles, on dresse un graphe de transitions du systéme, et ¢’est sur cette notion
que 'on définit ’équivalence extensionnelle. On a recours pour cela a la notion de
bisimulation, deux graphes de transitions étant équivalents ssi ils savent simuler
leurs transitions I'un Pautre.

Dans une spécification de processus, il n’est toutefois pas toujours nécessaire
d’en décrire tout le comportement, mais seules certaines propriétés de sécurité
(vivacité, disponibilité,...). On utilise alors un langage descriptif pour ces pro-

15
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priétés. Le langage introduit par Hennessy-Milner [HMS85] est une logique mo-
dale qui voit les systemes de transition étiquetées comme des modeles de Kripke.
Cette logique est la logique extensionnelle canonique pour les algebres de proces-
sus. Des logiques extensionnelles moins connues ont été proposées, basées entre
autre sur la logique de la relevance et la logique linéaire[Damg&8].

Dans ce chapitre, on introduit tout d’abord 'équivalence comportementale
pour CCS; ceci conduit aux systémes de transition étiquetées et a la notion de
bisimilarité. On étend ensuite ces idées au m-calcul, et 'on compare dans ce cas
la notion de bisimilarité a celle de congruence a barbe. On définit par ailleurs
la congruence a barbe pour les Ambients. On aborde enfin succintement les
travaux de Mads Dam sur 'interprétation de la logique linéaire et de la logique
de la relevance.

2.1 Equivalence comportementale en CCS

Dans cette section on s’intéresse a 'algebre de processus CCS, avec 'opérateur
de choix P 4+ Q. On définit le comportement du processus comme un graphe de
transitions étiquetées par les actions que peut réaliser le processus pour interagir
avec son environnement. Puis on définit plusieurs équivalences comportemen-
tales entre processus basées sur leur graphe de transition.

2.1.1 Graphes de transitions étiquetées

On définit ici deux notions de transitions entre états. Un processus évolue par
réalisation d'une action. On distingue parmi les actions celles qui sont visibles,
et destinées & se synchroniser avec ’environnement, et celles qui sont internes
au systeme, les actions 7, qui lui permettent d’évoluer par une synchronisation
interne.

La premiere notion de transition, notée P —— P’ est dite forte, et cor-
respond & l'observation du processus P vers le processus P’ par l'action o
sans qu’aucune synchronisation interne supplémentaire ne soit autorisée. La
deuxieme notion de transition, notée P == P’, est dite faible, et correspond
a I’évolution par 'action o modulo d’éventuelles synchronisations internes.

Définition 2.1.1 On note P - P’, la plus petite relation qui vérifie les régles
sutvantes :

P = p
aP = P P+Q = P
P = p PSP Q-5
PlIQ — P|Q PlQ — P|Q

Définition 2.1.2 Pour o # 7, on note P == P’ si il existe des entiers
nT o T N2

ni,ne >0 tels que P — —-"5 " etonnote P = P siP = P.

2.1.2 Bisimilarité

On définit la notion de bisimilarité entre deux processus. A chaque type de
transition, forte ou faible, correspond une bisimilarité.
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Définition 2.1.3 On appelle bisimilarité forte la plus grande relation symétrique
~ telle que pour tout processus P,Q, si P ~ @Q, on ait :

pour tout a, P’ tels que P — P’, il existe Q' tel que Q@ —— Q’ et P’ ~ Q'.

On appelle bisimilarité faible la plus grande relation symétrique = telle que pour
tout processus P,QQ, st P =~ @Q, on ait :

pour tout «, P’ tels que P - P’, il existe Q' tel que Q = Q' et P' ~ Q.

Cette définition a un sens, elle est fondée par une coinduction [Mil89], et
peut aussi s’exprimer comme le plus grand point fixe d’une fonctionnelle. On
vérifie aisément que les bisimilarités définissent des relations d’équivalence entre
processus.

On donne maintenant une breve illustration de 1'intérét de la bisimilarité
dans la spécification de systemes concurrents :

Exemple 2.1.4 On reprend ici le processus de feu de circulation de U'exemple
1.1.2, et on en précise implémentation comme un processus affichage qui stoppe
ou laisse passer les voitures, et une horloge qui décide du changement d’affi-
chage :

AFV & 55 ARV + EHeAFO
AFO ' ZGAFV + % AFR
AFV € o ARV

def

CLOCK = t¢ic.CLOCK

On considere alors le processus (vtic)(AFV|CLOCK), c’est a dire le systéme
composé des deux processus AFV et CLOCK en paralléle, avec l'action tic comme
action de synchronisation interne, donc non observable pour la bisimilarité. On
vérifie alors que cette implémentation vérifiec sa spécification de exemple 1.1.2
du fait que

FV ~ (vtic)(AFV|CLOCK)

et de méme pour =. Cet exemple est relativement simple, les reconfigurations
internes n’implicant qu’une seule synchronisation. En général, on ne peut prou-
ver l'équivalence que pour la bismilarité faible =, les synchronisations internes
n’étant pas comptées avec leur multiplicité dans la spécification.

Les bisimilarités sont donc utilisées pour comparer 'implémentation d’un
processus a sa spécification. On souhaite donner une spécification modulaire
d’un systeme en divers sous-systemes vérifiés séparéments, puis remplacer leur
implémentation par leur spécification dans le systeme final (le systeme feu/voiture
dans les exemples 1.1.2 et 2.1.4). Pour cela, il faut que la bisimilarité entre pro-
cessus soit préservée par la mise en contexte. On doit pour cela vérifier que
I’équivalence entre processus considérée est une congruence (on verra au cha-
pitre 7 une autre application de la propriété de congruence). C’est effectivement
le cas pour ~, mais pas pour ~. En effet, ¢.0 ~ 7.a.0, mais 8.0+ a.0 % 5.0+
T.0.0 (voir [Mil89]).

On a donc vu comment décrire I’équivalence comportementale entre proces-
sus de CCS par la bisimilarité entre graphes de transitions. On reprend mainte-
nant ces idées dans le cadre du m-calcul.
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2.2 Equivalences comportementales en m-calcul
et en Ambients

De méme que pour CCS, on peut définir une notion de graphe de transitions
étiquetées pour les processus du m-calcul et définir des bisimilarités fortes et
faibles. On se propose par ailleurs d’introduire une autre notion d’équivalence
comportementale, appelée congruence a barbe, pour laquelle le test du processus
est réalisé par un autre processus mis en interaction avec celui-ci. C'est aussi
cette notion d’équivalence comportementale que 'on définit sur le calcul des
Ambients.

2.2.1 Graphe de transitions étiquetées et bisimilarité

On considere ici le m-calcul monadique défini au chapitre 1, et on donne
une notion de graphe de transition étiqueté pour les processus. Pour cela, on
commence par définir les actions des processus. Par rapport aux capabilités, on
ajoute une action d’extrusion :

a = ab réception
| ab émission
| a(b) extrusion
| 7 synchronisation

et on note
— bn{a) 'ensemble de noms défini par bn(a(b)) = {b}, et bn{a) = @ sinon,
n(a) 'ensemble de nom défini par n(7) = 0 et n{ab) = n(ab) = n(a(d)) =
{a,b}.

On utilise maintenant ces actions pour étiqueter les transitions d’un processus :

Définition 2.2.1 On appelle transition® la plus petite relation P —— P’ vérifiant :

3(n)'P b, P{b/n} m
P— P P = p
Pl = P Q(bn(a)ﬂfn(Q) =0) P I P
PP P = P
m(b#a) (ve)P =% (VC)P’(an(a))
ab / ab f ab , () )
P Ranav PP 99 hampy)
P|Q — P|Q P|Q—>(yb)(p/|Q/)

On peut citer les résultats suivants qui permettent de relier la vision “soupe
de processus” du chapitre 1 & celle de transition étiquetée :

—si P =% P alors P == P/, pour = I'égalité syntaxique & a-

conversion pres;

- P — PgsiP == pP.

On note & nouveau P = P’ si P =-"= P’. En utilisant ces transitions
étiquetées, on définit les bisimilarités fortes et faibles entre processus du m-calcul
de la méme facon que pour CCS :

1On parle ici de transition anticipée (early), mais il existe aussi la transition tardive (late),
cf. [SW01]
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Définition 2.2.2 La bisimilarité forte est la plus grande relation symétrigue ~
telle que pour tous processus P,Q, si P ~ Q, alors

pour tout a, P’ tels que P — P’, il existe Q' tel que Q@ —— Q’ et P’ ~ Q'.

La bisimilarité faible est la plus grande relation symétrique = telle que pour tous
processus P,Q, st P~ Q, alors

pour tout «, P’ tels que P - P’, il existe Q' tel que Q = Q' et P' ~ Q.

Les relations ~ et = sont des relations d’équivalence, congruentes pour
tous les opérateurs sauf la réception®. Ceci permet & nouveau de faire des
spécifications modulaires de systemes distribués, les opérateurs d’assemblage
de sous-systemes étant —|— et (vn)—. On donne maintenant une autre ca-
ractérisation de ces équivalences comportementales.

2.2.2 Congruence a barbes

La bisimilarité est un outil pratique pour vérifier que deux processus ont le
méme comportement. Toutefois, la notion d’équivalence observationnnelle est
relative & celle d’un observateur. On a choisi jusque la d’observer le graphe
de transition d’'un processus de Pextérieur. On se propose maintenant de faire
jouer & un processus testeur le réle de 'observateur. Celui-ci interagit avec
chacun des processus et les interoge sur les synchronisations qu'ils proposent,
sans s'intéresser au nouveau processus qui en résulte ni au message transmis.
Ces observations sont appelées barbes :

Définition 2.2.3 Une barbe i est soit un nom a, soit un nom conjugé a. On
dit gue P présente la barbe forte u, noté P |, st

- pour i = a, il existe b, P’ tels que P ab, pr.

a b
- pour i = a, il existe b, P’ tels que P b P ou P o® P,

On définit la relation “P présente la barbe faible 1”7, notée P |l,, de la méme
facon pour les transitions faibles.

Avant de définir I’équivalence comportementale, on fixe les régles du jeu
entre testeur/testé en terme de barbes :

Définition 2.2.4 On appelle bisimilarité a barbe forte la plus grande relation
symétrique ~ telle que pour tous processus P,Q, st P ~ @, on vérifie

— pour tout pu, st P |, alors @ |, ;

— pour tout P’ tel que P — P', il existe Q' tel que Q — Q' et P ~ Q'.
On définit de méme la bisimilarité ¢ barbe faible comme la plus grande relation
symétrique = telle que pour tous processus P,Q, si P = Q, on vérifie

— pour tout u, st P |, alors Q. ;

- pour tout P’ tel que P — P’, il existe Q' tel que Q = Q' et P' =~ Q'.

On définit enfin I’équivalence comportementale proprement dite, appelée
congruence a barbe, comme la plus grande relation de congruence sans réception
incluse dans ~ :

2En fait, les contre-exemples présentés dans [SW01] font intervenir 1'opérateur de choix.
La bisimilarité close par substitution, dite entiére, est en revanche une congruence.
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Définition 2.2.5 On dit qu’un contexte de processus C est sans réception si le
trou [.] n’apparait pas sous un préfive de réception.

On dit que P est fortement congruent a barbe sans réception avec @, noté
P ~Q, si C[P] ~ C[Q] pour tout contexte sans réception.

On définit de méme la congruence a barbe faible, notée ==.

Par rapport a la bisimilarité basée sur le graphe de transition, la bisimilarité
a barbe propose donc une notion d’observation du point de vue d’'un processus
expérimentateur, ce qui représente précisément la notion de comportement que
I'on souhaite exprimer. Le résultat suivant fournit donc la justification théorique
du choix de la bisimilarité comme équivalence comportementale :

Théoréme 2.2.6 ([SWO01]) Pour tous processus P,Q, P ~ Q ssi P ~ Q.

Ce résultat se prouve en définissant une stratification de la bisimilarité forte
~ : on note ~; le i-éme approximant de la fonctionnelle dont ~ est le plus grand
point fixe, autrement dit ~¢ est la relation totale, et P ~;;1 @ est la plus grande
relation symétrique pour laquelle P = P’ implique Q ——~; P’. On pose alors

def

i>0

et on montre que >~ = ~. L’égalité entre la bisimilarité et son approximant
d’ordinal w est alors vérifiée pour un graphe de transition étiqueté dans lequel
chaque noeud est & branchement fini®. Par la suite, on dira qu’un processus
ayant un tel graphe de transition vérifie la condition de finitude sémantique
(image-finiteness en anglais). Si pour le cas fort cette condition est réalisée sur
tout processus, ce n’est plus vrai dans le cas faible. On ne sait donc prouver
I’équivalence entre bisimilarité et congruence a barbe dans le cas faible que sous
cette hypothese.

Théoréme 2.2.7 ([SWO1]) Pour tous processus P, Q vérifiant la condition de
finitude sémantique, P ~ Q ssi P = Q.

Pour mieux comprendre le besoin de cette hypothese de finitude sémantique,
on peut considérer les graphes de transitions décrits par

+ def w def w

a’ = E a...a et a“ = a0 + a.a”).
>1 )
n> Y

n Tois
Alors ™ ~,, a¥, mais aT # a“.

Congruence a barbe pour les Mobile Ambients

La dynamique du calcul des Mobile Ambients se préte assez peu a une ex-
pression sous forme de 7-transition pour un systéme de transitions étiquetées.
D’une part, les actions de mouvement n’admettent pas véritablement de coac-
tion associée. D’autre part, un mouvement implique le transport non pas d’un
nom mais d’un processus tout entier?.

Il n’est donc pas naturel de définir une équivalence comportementale entre
Mobile Ambients sous forme de bisimilarité. En revanche, on peut définir une
équivalence comportementale comme une congruence a barbe :

3on peut méme étendre aux graphes & branchement finis modulo bisimilarité

4Pour exprimer cela, Zappa-Nardelli et Merro ont proposé une notion de systéme de transi-
tion étiqueté A l'ordre supérieur, dans lequel les étiquettes contiennent des processus [MNO3].
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Définition 2.2.8 Dans le calcul des Mobile Ambients, on dit que P présente
la barbe (faible) n, noté P ., si il existe P', P tels que P = n[P'| | P”. La
bisimilarité a barbe est la plus grande relation symélrique = telle que pour tous
P,Q, si P~ Q, on vérifie

- pour tout P tel que P = P’, il existe Q' tel que Q = Q' et P' = Q' ;

— pour tout n, st P |, alors Q |,,.
L’équivalence comportementale entre processus est la plus grande relation P ~ Q
telle que pour tout contexte de processus C, C[P] = C[Q)].

On a donc défini plusieurs notions d’équivalence comportementale entre pro-
cessus, soit d’une facon plutét dénotationnelle en termes de bisimilarité sur des
graphes de transition, soit d’une fagon plutét opérationnelle par le jeu contex-
tuel du processus testé avec un environnement d’exécution. Ce dernier type
d’équivalence est assez peu pratique a établir de maniere effective entre deux
processus, mais fournit une justification théorique de la bisimilarité.

L’intéréet d’une notion d’équivalence comportementale apparait dans les problemes
de spécification et vérification modulaire d’un systeme : si P est un processus qui
correspond & un module d’un systéme plus complexe S, et si P’ et un processus
qui représente la spécification de ce module, autrement dit son comportement
vis-a-vis de l'extérieur sans donner de détails sur les synchronisations internes,
les processus P et P’ seront prouvés comportementalement équivalents, et dans
la vérification du systeme S, on pourra remplacer 'implémentation du module
P par sa spécification P/, et étudier le systéme simplifié S{P//P}.

Dans ce cadre, P’ représente une spécification compléte de P. Dans de
nombreux cas toutefois, une spécification partielle du processus est suffisante.
Pour cela, on développe un langage de spécification logique dans lequel on
peut énoncer des propriétés extensionnelles d’'un processus sans en donner sa
sémantique extensionnelle complete.

2.3 Logiques extensionnelles

On s’intéresse donc maintenant a définir un langage d’assertions fondé sur
des logiques standard, et on souhaite utiliser ce langage pour décrire des pro-
priétés extensionnelles des processus. De fagon plus précise, il s’agit de définir,
étant donnés un processus P et une assertion A, la véracité de 1’assertion A
pour le processus P, notée PE=A.

Dans un premier temps, on présente la premiere logique extensionnelle pro-
posée par Hennessy-Milner [HM85] dans le cadre de CCS. Cette logique, basée
sur la logique modale, caractérise précisément 'extensionnalité dans un sens
que 'on détaille ici. Dans un second temps, on présente la logique extension-
nelle proposée par Mads Dam dans 'un de ses travaux [Dam88]. Cette logique
étend, sous certaines hypothéses la logique linéaire [Gir87], et dans une variante
la logique de la relevance [Urq72], et permet un raisonnement modulaire sur les
processus.

2.3.1 Logiques modales de Hennessy-Milner

On définit donc tout d’abord la logique modale de Hennessy-Milner. C’est
une extension de la logique classique avec pour chaque action « une modalité {«)
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ou {{a}) suivant la sémantique, forte ou faible, considérée. Ainsi les assertions,
ou formules, sont données par la grammaire :

A o= T‘Al/\AQ‘_'A
(o)A (modalité forte)
{{a}) A  (modalité faible}

La relation de satisfaction PE=.A est définie de fagon naturelle par lin-

terprétation du graphe de transitions étiquetées de P comme un modele de
Kripke :

Définition 2.3.1 | est la plus petite relation telle que :
- P &= T pour tout processus P ;
- P 'Z.Al/\.Az SiP|=A1 et P |=A2;
~ P E (a)A (resp. P |= ({a))A) si il existe P’ tel que P -~ P’ et P' = A
(resp. il existe P’ tel que P == P’ et P' = A).

{a) A est dite modalité de possibilité ; on peut par ailleurs définir par dualité
la modalité de nécessité [a] A, telle que P= [a] A ssi pour tout P’ tel que P
P, P'EA.

On note P =1 @ si les processus P, () vérifient exactement les mémes for-
mules; on dira que P, Q) sont logiquement équivalents.

On vérifie immédiatement que cette logique est extensionnelle au sens de la
propriété de correction suivante :

Proposition 2.3.2 ~ (resp. =) induit =, pour ["équivalence logique forte (resp.
faible), autrement dit si P ~ Q et PE=A, alors QEA.

En effet, la satisfaction |= est définie & partir du graphe de transition de P,
qui est le méme que celui Q).

On peut se poser la question de I'implication inverse, soit la complétude de
la bisimilarité pour la logique. Ce résultat n’est vrai que pour approximant
d’ordre w, noté précédemment ~, et on a donc la complétude modulo une
hypothese de finitude sémantique [GS86] ; une autre complétude est possible si
'on se donne une conjonction généralisée A, A; [SI94].

Une autre technique pour établir la complétude de la bisimilarité consiste
a définir la formule caractéristigue Fp d’'un processus P, sous certaines condi-
tions sur P. Cette formule caractérise exactement les processus bisimilaires a
P, et fournit donc la preuve que les processus logiquement équivalents sont
bisimilaires. Par correction, elle posséde finalement la propriété suivante :

Y@, QEFp ssi Q=P ssi P~ Q

La logique de Hennessy-Milner est donc purement extensionnelle, et per-
met de donner une spécification partielle des processus qu’elle considere. Bien
que simple, son expressivité est relativement conséquente, comme le montre par
exemple 'encodage d’une logique & la Hoare pour le langage de programma-
tion impératif basé sur CCS (voir [Mil89]). De nombreux outils automatiques
permettent de vérifier en pratique les spécifications dans ces logiques [VM94].

En revanche, cette logique ne permet pas tres clairement de développer une
spécification modulaire de processus. Une idée élégante a été proposée par Mads
Dam pour permettre le raisonnement modulaire dans une logique extensionnelle.
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2.3.2 Les travaux de Mads Dam

Supposons que 'on étudie le systeme P|Q, dans lequel @ est un module qui
satisfait une spécification .4, et on veut montrer que P|Q satisfait la spécification
B. Quelle spécification doit-on établir sur P pour cela? Et comment composer
ces deux spécifications pour obtenir 57

Une solution est de voir P comme une fonction, ou plutét un serveur, qui
en présence d'un client satisfaisant la spécification A produit un systéme qui
vérifie B. Dans cette idée-1a, Mads Dam introduit le connecteur —o défini par

PEA —- B si pourtout @, siQ E AalorsP x Q E B

olt x est la composition de processus, que I'on a noté | auparavant®. Afin d’obte-
nir un support a la spécification modulaire, Dam considere donc un tel connec-
teur —o. Par adjonction, il définit le connecteur o, qu’il appelle fusion, pour
lequel

./41—0./42—08 = (A1O.Az) — B.

De ce fait, il obtient la définition suivante pour la fusion
PEAoB s ilexiste P, P t.q. P~ Pi|Py, PilEA; et B2EAs.

Pour fonder sa logique, il remarque que l'algebre de processus qu’il considere,
ordonnée par l'ordre de simulation [Dam88], a une structure de frameS, ce qui
fournit un modele de la logique linéaire positive LLT [Gir87], et sous certaines
hypotheses de la logique de la relevance positive RL™ [Urq72]. Sa logique prend
en compte des modalités d’action a la Hennessy-Milner, et de ce fait est pleine-
ment extensionnelle, au sens ou 'on retrouve la propriété

P=,Q ssi P~ Q.

Les idées de Mads Dam sont extréemement intéressantes et mériteraient sans
doute une étude plus approfondie. Plus ou moins consciemment, les logiques
spatiales que ’on va voir au chapitre suivant se sont inspirées de ces idées.

On peut citer au moins deux critiques quant aux travaux de Mads Dam.
D’une part, l'algebre de processus utilisée pour définir la logique est assez
spécifiquee, et relativement différente de CCS et du m-calcul, ce qui rend les
constructions de [Dam838] difficilement adaptables & ces derniéres algebres de
processus. D’autre part, le connecteur o suggere que le processus que ’on considere
est un composé, ce qui est une notion plutdt intensionnelle, et on est forcé de
“rattraper” cette intensionalité en définissant la logique modulo ~, alors qu’a
ce stade il pourrait sembler plus naturel de la définir modulo =7.

Le pas de l'intensionalité assumée sera franchi quelques années plus tard
par Luis Caires [Cai99], puis Cardelli et Gordon [CG00], et donnera lieu aux
logiques spatiales. On retiendra que de nombreuses idées originales des logiques
spatiales sont présentes dans les travaux de Dam?.

5Cette notation est celle utilisée par Milner et reprise par Dam, elle représente la compo-
sition dans le calcul CCS synchrone [Mil89, Dam88]

6x est la composition compatible avec lordre, et + la borne inférieure.

7C’est I'approche choisie dans [Win85]. Pour préserver ’extensionalité de la logique, 1'uti-
lisation de o est toutefois restreinte aux formules gauches pour —o.

#En particulier, on notera dans [Dam88| la mention d’un résultat d’élimination de —o que
Pon retrouvera de fagon un peu plus précise au chapitre 8.
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Chapitre 3

Logiques spatiales

L’approche tarskienne de 1’étude de la logique {classique) est de comprendre
une catégorie d’objets mathématiques en considérant le formalisme nécessaire
a sa description. La logique, plus qu’un cadre de raisonnement, est dans cette
approche l'outil descriptif d’une structure.

La notion de structure est suffisamment vague pour fourmiller d’instan-
ciations possibles, en particulier dans le domaine informatique. Dans la suite,
nous prendrons des exemples dans les réseaux de communication, les bases de
données, ou encore le tas et la pile de I'espace mémoire d’un programme. Pour
abstraire, on pourrait parler d’une facon générale d’espace de ressources. Un es-
pace de ressources est un peu comme un ensemble d’objets (agents, champs de
données, cases mémoires), mais peut contenir plusieur fois le méme objet sans sa-
voir distinguer deux copies ; on est donc plus proche d’un multiensemble. Il existe
aussi des relations entre ces objets, hiérarchiques, topologiques, éventuellement
temporelles. Il serait arbitraire de chercher & donner une définition formelle de
ce que sont les espaces de ressources prenant en compte les différents exemples
que on développera par la suite, mais on retiendra ces aspects?!.

Les relations entre les objets d’une structure sont parfaitement étudiées par
la logique classique avec prédicats. Néanmoins, afin de faciliter le raisonnement,
on peut chercher a isoler certaines ressources d’'une partie de leur contexte,
celui-ci “polluant” les observations que I'on souhaite faire sur la resource. C’est
la notion de raisonnement localisé qui est le point de départ de la logique spa-
tiale. Afin d’exploiter un raisonement localisé, la logique doit aussi inclure une
forme d’importation d’hypothéses locales a ’échelle globale. La logique spatiale
développe une extension de la logique classique qui répond & ces besoins. En plus
de la conjonction classique, elle dispose d’une conjonction séparante : la struc-
ture satisfait “A et séparément B” si elle est la réunion de deux sous-structures,
l'une satisfaisant A et Uautre B 2. En plus de Uimplication classique, elle dispose
d’une implication spatiale qui traduit 'introduction spatiale d’hypotheses : une
structure satisfait “A implique spatialement B” si lorsque j'étends ma structure

ILe lecteur intéressé regardera les modeles proposés par O’Hearn et Pym pour la bunched
logic [POY03]

20n notera que cette forme de conjonction met en défaut le principe de non contradiction
selon lequel “A et non A” est impossible. En effet, il est tout & fait cohérent d’affirmer “A est
vrai (ici) et séparément A est faux (12)”. Ce lype de phénomene est & mettre en relation avec
les recherches menées essentiellement par les philosophes sur les logiques “paraconsistantes”

25
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par une autre structure qui satisfait A, la structure étendue résultante satisfait
B.
On présente maintenant les différentes logiques spatiales étudiées par la suite.

3.1 Logique séparante

3.1.1 Motivations

Suite aux travaux de Tony Hoare, I’approche classique de la preuve de
programmes impératifs est basée sur les notions de précondition et postcon-
dition, et de programme comme transformateur d’état. Le triplet de Hoare
{Pre} P {Post} signifie ainsi que pour tout état initial o qui vérifie la précondition
Pre, I’état final ¢’ aprés exécution du programme P satisfait la postcondition
Post. Dans le cas le plus simple de langage de programmation, l'instruction
d’affectation admet une axiomatisation élémentaire a 'aide du tripet

{Ale/x]} x:=e {A}

appelé raisonnement arriere (backward reasoning).

Cette axiomatisation n’est plus valable lorsque le langage de programma-
tion permet de manipuler des pointeurs, puisqu’alors d’autres variables que
x peuvent dénoter la meéme adresse mémoire. Le probléeme de I'axiomatisa-
tion des langages a pointeurs est resté ouvert pendant plusieurs décennies, et
on peut dire qu'une solution satisfaisante est actuellement élaborée par Rey-
nolds et O’Hearn [Rey02]. Leur observation essentielle est que la logique clas-
sique n’est pas suffisante comme langage d’assertion dans lequel formuler les
pré/postconditions, pour raisonner localement sur la partie de la mémoire a
considérer. Ils développent donc la logique séparante (separation logic) avec la-
quelle ils étudient un langage impératif canonique incluant des pointeurs. Pour
ne citer qu'un des nombreux exemples du bénéfice que l'on tire de ce langage
d’assertion, 'axiomatisation de I'affectation d’un pointeur s’écrit alors

{x— =% (xee =+ A} [K:=e {A}

faisant de la substitution implicite précédente une substitution explicite par re-
trait puis rajout dans la mémoire de la cellule indexée par x (et éventuellement
d’autres variables). Sur cet exemple que ’on reprendra bient6t, * est la conjonc-
tion séparante,~ l'implication spatiale, et [x] := e 'affectation de la valeur
dénotée par 'expression e a la case mémoire pointée depuis x.

Dans une preuve de programme, appliquer la regle de consistance a un ju-
gement {A} P {B} consiste a laisser de coté les assertions portant sur la partie
mémoire a laquelle le programme n’accede pas. Dans un langage sans poin-
teur, déterminer quelle est cette partie mémoire inutilisée revient simplement
a considérer quelles sont les variables mentionnées par le programme P. Cette
observation mene & la regle suivante

{¢} c {v} N(H)Nfv(c) =0
{fonH} c{ynH}

Pour un langage avec pointeurs, il est plus difficile de localiser la partie mémoire
accessible par le programme et la formule logique, en particulier on ne sait pas
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a priori si les adresses accédées par les variables de H ne sont pas déja accédées
par d’autres variables dans ¢. A nouveau, la logique séparante propose une
reformulation de cette régle a ’aide de la conjonction séparante :

{6} c{yv} W(H)Nf(c)=10
{¢pxH} c{Y+H}

Pour d’autres exemples et une définition précise du langage de programma-
tion considéré, on se référera a Varticle introductif de Reynolds [Rey02].

3.1.2 Définitions

On va maintenant définir formellement la structure d’espace mémoire. Un
espace mémoire comporte deux parties distinctes, appelées tas et pile. Le tas
est alloué initialement au moment de la déclaration des variables au sein de la
routine en cours d’exécution, tandis que la pile est allouée dynamiquement par
I’exécution du programme. Pour nous, le tas correspond donc a la relation qu'’il
existe entre une variable du programme et son adresse mémoire, et la pile est
un ensemble modifiable de cellules mémoire contenant, des valeurs. Les valeurs
elles-mémes peuvent étre des résultats de calcul (entier, booléen, réel) ou des
adresses d’autres cases mémoire (pointeurs).

Définition 3.1.1 (Tas, pile, état mémoire) Soit VProg [’ensemble des va-
riables de programmation, Addr lensemble (infini) des adresses mémoire, et Val
Uensemble des wvaleurs, avec en particulier Addr C N C Val, ainsi qu’une va-
leur particuliere nil. On appelle tas une fonction s : VProg—Addr, et pile une
fonction partielle h : Addr —,;, Val de domaine fini. Un état est un couple
(s, h).

Si deux piles h, b’ sont de domaines disjoints (dom(h)Ndom(h) = 0), ce que
l’on notera h_Lh’, on considérera la pile réunion & * h’, de domaine dom(h) U
dom{h)’, et défini par prolongement de h et h’. On notera aussi a — v la pile h
de domaine {a} définie par h(a) = v.

La logique séparante est le langage d’assertion basé sur ce modele de mémoire
dont les formules sont définies par la grammaire suivante :

e x|i|nil|e+e

A= ANA|-A|emp| AsxA| A~ A|eme|TiA

ol 7 désigne une variable logique, prise dans un ensemble infini VLog disjoint de
VProg. Les expressions e forment I’ensemble Exp et les formules - ou assertions -
A forment I'ensemble Egep. Pour ces assertions, A xAs représente la conjonction
séparante discutée précédemment, 4; — Ao représente I'implication spatiale,
A1 AAs et ~ A1 reprennent les connecteurs de la logique classique, emp représente
I'espace mémoire vide, et x — e représente une cellule mémoire indexée par x.
Plus formellement, on définit la relation de satisfaction s, h =, A entre un état
(s, h) et une assertion A4 sous la valuation v : VLog—Addr ainsi :
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Définition 3.1.2 (Satisfaction en £3,,) Onnotes,h =, A la relation définie
par induction sur A comme suit :

Ar A Ay sios,hl= Ap et s b= A

- A si s,h f=, A

emp si dom(h) =0

A+ Ay si il existe hy, ho tels que h = hy * ho, s,hi=, AL et s, hol=, A
AL = Ay st pour touth’, W' Lh et b= Ay implique h* h'l=, Az

e—e¢ st a = [e](s,v) € Addr, dom(h) = {a}, et h(a) = [¢'](s,v)

Ji. A si il eviste a € Addr tel que s, hi=, ;A

w W m W W
PSR AN S S RS S
LI IR L

e
<

e
<

v

v

avee [x](s,v) = s(x), [i]{s,v) = v(4), [nil](s,v) = nil et [e4+€'](s,v) = [e](s,v)+
[€'](s,v). On notera s,hl=A si pour toute valuation v, s, hl=, A.

On notera L2, I'ensemble des assertions ainsi définies, et Lg., le sous-
ensemble des assertions sans quantificateur.
Convention d’écriture : on omettra parfois certaines parentheses et on adop-
tera la regle de précédence syntaxique suivante : les connecteurs classiques sont
considérés comme les moins liants, puis viennent les connecteurs spatiaux, puis
(éventuellement) les autres connecteurs. Ainsi la formule A3 * A2 A A3 doit se lire
(A1]A2) A Asz. Pour les connecteurs — et >, on adopte la convention habituelle
de noter Ay > Az > Az pour Ay > (Az > A3).

Exemple 3.1.3 Reprenons laziomatisation de laffectation citée précédemment
{Zix—i*x (x—e =+ A)} K:=e {4}

Linstruction [x] = e, fait passer l’état mémoire de (s,h) & (s,h') avec pour
s{x) = a et [e](s) = v, dom(h) = dom(h)’, a € dom(h), h'(a) = v, et h'(a’) =
hia'} pour tout a’ € dom(h) — {s(x)}. Plus précisément, il existe h"' et vg tels
qgue h=h"sxa— vy, ¥ =h" xa— v.

Soit maintenant (s, h) tel que s,hl=x — — % (x> e — A). Alors la pile h
se compose en deux sous parties h = hy x hy, avec d’une part s,h1E=J.x — ¢ et
d’autre part s,ha=x — e — A, Donc hy = a — vg pour un certain vy, et ho
vérifie que pour tout hy Lhy tel que hsl=x — e, h' = hoxhy satisfait A. Or hy est
nécessairement a — v, autrement dit b/ est bien l’état final aprés affectation, et

il vérifie A.

3.2 Logiques spatiales pour les algebres de pro-
cessus

En logique séparante, la sémantique des connecteurs spatiaux est basée sur
la notion de composition d’espaces mémoire. On peut donc définir de méme une
logique spatiale pour tout autre famille d’objets pour lesquels on dispose d’une
opération de composition spatiale. Dans le cas des algebres de processus, la
bonne notion de composition spatiale est la mise en parallele de deux systémes
P|@. On notera donc simplement A|B la conjonction séparante pour les logiques
associées aux algebres de processus, A > B pour 'implication spatiale, et 0 pour
le processus neutre.
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3.2.1 Logique spatiale pour CCS

La logique spatiale que I’on considere pour CCS est l'extension spatiale de
la logique modale de Hennessy-Milner : en plus des connecteurs classiques, elle
comporte une modalité temporelle ©.A qui exprime la possibilité de réduction,
et des modalités d’actions. Les formules considérées sont générées par la gram-
maire :

A = AANA ’ -A ‘ AlA ’ A A ’ 0 ’ OA  (logique spatiale dynamique)
|z A | {z)A | (2)A (extension modale)

oll = est une variable logique prise dans un ensemble infini VLog. On notera
Efncogs) Pensemble de toutes les formules que on peut définir ainsi, et £,
le fragment purement spatio-temporel. Comme pour la logique séparante, la
sémantique de ces formules est donnée par la relation de satisfaction définie

maintenant :

Définition 3.2.1 (Satisfaction en Efﬁgs)) Soit M un ensemble de processus
de CCS. La relation P,v E=p A entre un processus P € CCS, une valuation

v : VLog—Act et une formule A € £ees)

o €St définie par induction sur A par

P ':M A1 N Ao st P ':M Ay et Pv ':M As

}z v Fzﬁf -4 £ }z v béﬁf J4

}z v Fzﬁf J41|¢42 £ Hfjl,fﬁ. P= fﬁ|f§ et f%,v F:AJ J4i, 1= 1,2
Pv Ey Ai1b>A st VQEM, Q,uvEn A impligue P|Q,v Ep Ao

Pv Eam 0 si P=0
Puv Ey ©A st AP'.P— P et PlvEy A
Pv Euy Jz.A st Ja. P(v,za—a) By A

v(z)
—
v(z)
—

Puv Euy {(z).A4 st 3IP. P
P,U ':]w <f>./4 £ HPI P

f)/ et ])/,U F:AJ ¢4
PetP vEy A

On remarquera que, par rapport aux logiques extensionnelles proposées au
chapitre précédent, cette logique recquiert pour sa définition de considérer les
termes a congruence structurelle pres, et non plus leur graphe de transitions
étiquetées.

3.2.2 Ensemble nominal, quantification canonique

A Torigine, les logique spatiales introduites pour les algebres de processus

ont porté sur le m-calcul et sur les Ambients [CG00, CCO1]. Par rapport a la

logique EE&%S), ces logiques spatiales comportent des connecteurs spécifiques

qui restreignent les modeles que 'on peut considérer pour les formules a des
processus de I'un de ces calculs. Une préoccupation naturelle est donc 1'unifica-
tion de ces logiques en une logique spatiale dynamique indépendante du calcul
sous-jacent. Cela permet de voir les logiques spécifiques comme des extensions
de la logique unifiée, et le cas échéant équivalentes.

On va donc définir une notion générale d’algebre de processus pour laquelle
on définira de facon systématique une logique spatiale. Le probléeme essentiel
est de pouvoir parler de la restriction de nom (vn)P dans cette abstraction. On
détaille maintenant ce point.
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On considere donc un ensemble infini de noms Na, et on appelle ensemble
nominal ® tout ensemble E muni d’une action du groupe de permutations S(Na),
notée to, pour t € F et o € S(Na). On note alors fn(t) I'ensemble des noms n
pour lesquels 'ensemble

modif(n,t) def {meNa: t(n —m)#t}

est infini. On a ainsi par exemple :

—sin,m ¢ f(t), alors t(n — m) =t:
en effet, Na — modif(n,t) et Na — modif(m, t) sont cofinis, donc il existe n’
tel que P(n <> n') = P(m < n') = P. On écrit alors P(n < m) = P(n <«
n'Y(m — n')(n < n') = P.

— sin €fn(t) et m & (), alors t(n — m) £t :
en effet, il existe n’ € modif(n,t) — modif(m,t), et on a alors t(n «— m) =
ttm = n)n—n)men)=tmh—nYneon)Lt(men) =t

Exemple 3.2.2 Soit P un processus du m-calcul, o une permutation de noms,
Po le processus ot tout nom a est remplacé par o(a). Alors si a est libre dans P,
modif(a, P) contient tous les noms frais pour P, donc est infini. Réciproquement,
si a est frais ou li¢ dans P, tous les noms frais pour P ne sont pas dans
modif(a, P), donc modif(a, P) est fini. On a donc bien

n € fn(P) ssi n est libre dans P

Une fonction f: A—DB est dite équivariante si pour toute permutation o et
tout élément P € A, f(Po) = (f(P))o. Les termes ¢ étant appelés & étre des
objets syntaxique, on fait ’hypothese que fn(t) est fini.

On considere maintenant deux ensembles nominaux P et F et une relation
équivariante Pl=A définie sur P x F. Soit n un nom; les conditions suivantes
sont équivalentes :

1. pour tout m € Na — fn(P) — fn(A4), PEA(n < m)

2. il existe m € Na — fn(P) — fn(A) tel que PEA(n < m)
On notera PENn.A une telle situation. M est appelé quantificateur générique,
au sens ou la quantification se fait sur 'ensemble des noms non particularisés.

Précisons le lien qui existe avec les formes de quantification classique. A
étant une formule logique, on définit

PEYn.A si pour tout n’ € Na, PE=A{"/n}
PEIn. A s il existe n’ € Na. PEA{"/n}

ou . 4{"/n'} est la formule obtenue en remplacant toutes les occurences de nn dans
A par n'. Précisons que si n’ n’est pas un nom libre de A, on aura A{"/n'} =
A(n < n').

On a donc les relations suivantes entre les différentes formes de quantifica-
tion :

PEvnA = PEWnA = PEInA

De plus, on peut remarquer que le quantificateur générique est son propre
dual, autrement dit
Nn-A - -Un.A.

3selon la terminologie proposée par M.J Gabbay et A.M Pitts [GP99)
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On vérifie cette relation en utilisant les deux définitions alternatives de Nn.A.
Pour de plus amples détails sur la quantification générique on pourra se référer
aux travaux de M.J. Gabbay et A.M. Pitts [GP99]. Une autre notion de quan-
tification générique, fondée sur la théorie de la démonstration, est développée
parallelement dans [MT03].

3.2.3 Logique spatiale unifiée, logique spatiale du 7-calcul

La quantification générique va nous étre utile pour définir une logique spa-
tiale dans laquelle on représentera la notion de nom lié n dans le processus
(vn)P. On donne donc une définition générale des algebres de processus pour
laquelle on définit de facon systématique une logique*. On appliquera ensuite
cette définition a la fois au cas du m-calcul et au cas des Ambients.

Définition 3.2.3 (Calcul spatial) Un calcul spatial est un tuple M = (M; |; 0; (v.);

;=) tel que
— M est un ensemble nominal dont les éléments sont notés P, ()
— | : M?—M est un connecteur binaire représentant la composition paralléle,
— 0: M est une constante représentant le processus neutre,
- (v.): Nax M—M donne pour chaque nom n un connecteur unaire noté

(vn)P.

— = est une relation de congruence équivariante satisfaisant les axiomes

suvants :
(vn)P =  (vm)(P(n = m)) (m ¢ fn(P)) (o — equivalence)
Po= P (neutre)
P|(QIR) = (P|Q)|R (associativité)
PlQ = Q|P (commutativité)
wn)(PIQ) = (wn)P)|Q (n ¢ M(Q)) (extrusion de nom)

— ~> est une relation binaire équivariante.

Il est clair que la définition de calcul spatial recouvre a la fois le w-calcul,
le calcul des ambients avec noms restreints, les ambients statiques, et de nom-
breuses variantes de ces calculs. Il est a noter que on n’a fait aucune hypothese
particuliere pour la relation de réduction , et on pourra considérer pour ~ la
réduction en un pas — (sens fort) ou sa cloture réflexive-transitive = (sens
fasble).

La logique spatiale unifiée est définie par la grammaire de formules

A = AN A ’ -A ’ AlA ‘ A A ‘ 0 ’ O A (logique spatiale dynamique)
| Un.A | n®A (extension nominale)

et la notion de satisfaction suivante :

Définition 3.2.4 (Satisfaction en Ly) Soit M un calcul spatial.

4Une telle approche d’abstraction des algeébres de processus pour avoir une notion de modele
générale pour une logique spatiale a aussi été¢ développée par Luis Caires dans [Cai00].
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La relation P l=pq A entre un processus P € M, et une formule A € Ly est
définie par induction sur A par

P ':M Al A Ao St P'ZM Aq etP'zM Ao

P ':M A1|A2 St 3P1,P2.PEP1|P2 etH- ':MAi7 i:1,2

P Epm A si Plm A

P BEpm A1 As si YQe M, Q,vEm A impligue P|Q,v Ea Az

P Em O si P=0

P by OA si 3PP~ P et Py A

P Em UnA st pour tout n € Na— (fn(P)Ufn(A)), Pln—m)EmA
P Eum n®A si 4l existe P' € M tel que P=(vn)P et PP =y A

Exemple 3.2.5 A partir du connecteur ® et du quantificateur générique, on
peut définir le quantificateur de révélation considéré initialement par Luis Caires
[Caig9] :

HnA ¥ Unn@A
dont les modéles sont les termes P qui se mettent sous la forme (vn')P avec
n' & fn(A) et PEA(n < n'). On peut alors décrire un processus gardé par une
capabilité a Uaide de la formule point fize :

lgarde ©f )X, 1A HnX
ot 1 est la formule =0 A0||0 qui exprime que P est insécable.

La logique spatiale du m-calcul, définie par Luis Caires et Luca Cardelli dans
[CCO1], est une extension de la logique unifiée incluant la quantification au
second ordre, la récursion, et surtout pour ce qui nous concernera un connecteur
logique supplémentaire qui caractérise le processus message®

PE=_an) si P=an).
On retrouvera la formule a{n) au Chapitre 6.

Exemple 3.2.6 (Raisonnement arriére en w-calcul) On se place dans la
logique spatiale du m-calcul et pour la transition

{ny PP {4

on cherche a exprimer la plus faible précondition sur P afin que P’ satisfasse A.
On peut déja noter que cette précondition est précisément exprimée par la for-
mule de la logique modale {an).A, mais on cherche & lexprimer par une formule
de la logique spatiale. Soit P un tel processus. Alors Pla{n)y — P’, autrement
dit

P E any>0A

Cette formule est toutefois encore trop imprécise pour exprimer {(an)A. Par
ezemple, prenons A = T ; soit P le processus b(x)|b{c) ; alors PE=a(n) > OT,
puisque Pla(n) — a(n), mais P £%. On verra au chapitre 6 que l'on peut
contourner cette difficulté et exprimer de facon générale la plus faible précondition.

5Le 7-calcul considéré dans [CCO1] est asynchrone.
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3.2.4 Logiques des Ambients

On a vu comment la logique spatiale pouvait s’appliquer a une algebre de
processus au travers de la logique spatiale unifiée. Toutefois, la logique unifiée
ignore I'aspect spatial du processus qu’est le constructeur d’ambient a[P], vu
comme une localité ou site d’exécution. Dans la logique des ambients, introduite
par Cardelli et Gordon [CGO0] au début de ma these, la structure spatiale
observée est celle de 'arbre étiqueté non ordonné correspondant a la hiérarchie
des localités, ce qui se traduit par I'emploi du constructeur d’ambient dans
la logique. On peut ainsi écrire la formule n[A] garantissant que le processus
que Pon considere est un ambient nommé n a lintérieur duquel A est vérifiée.
D’autre part, de méme que la logique spatiale considére le connecteur t> adjoint
de |, la logique des ambients considere les connecteurs adjoints de a].] et a®. Les
formules de la logique des Ambients sont ainsi celles générées par la grammaire

A u= ANA|-A|AA|n[A]]0 (logique intensionnelle)
Nn.A | n®A (extension nominale)
A A| AQn | Aon (adjoints}
OA (logique temporelle)
In.A (quantification existentielle)

et dont la sémantique est donnée par la relation de satisfaction PE.A définie
comme suit :

Définition 3.2.7 (Satisfaction pour DAL et SAL)

P 'Z A N Ao St P|=.A1 et P':AQ

P ': A1|A2 St 3P1,P2. PEP1|P2 etPi,v|:.Ai, i:1,2

P E -4 si Pouv A

P E Ai>A s VQeM, Qu=Al impliqgue P|Q,vEAs

P E 0 si P=0

P £ ©A si 3P.P= P et P'l=A

P E nA si il existe m € NaPE=A{"/m}

P E WnA si pour tout n € Na— (fn(P)Ufn(A)), P(n < m)EA
P E »®A si il existe P’ € M tel que P = (vn)P' et P'E=A
P E nl4] si il existe P’ tel que P = n|P’] et P'EA

P E Aan si  n[P]EA

P E Aon si  (vn)PEA

On notera DAL (pour Dynamic Ambient Logic) le fragment de la logique des
ambients constitué de la logique intensionnelle, des adjoints > et (.)@n, de la
modalité de temps ©, et de la quantification existentielle; C’est une extension
de la logique unifiée dans laquelle la modalité de temps est interprétée au sens
faible (===—"*). Pour DAL, les modeles seront pris dans le calcul des ambients
publics M A ; cette logique est essentiellement étudiée au chapitre 7.

On notera par ailleurs SAL (pour static Ambient Logic) le fragment statique
de la logique des ambients, c’est a dire les formules sans modalité de temps
<O, et on ne considerera pas non plus la quantification existentielle - on notera.
plutét SAL? le méme fragment dans lequel on considere aussi la quantification
existentielle. Pour cette logique, on considérera les ambients statiques (SA),
c’est a dire le calcul des ambients sans instructions de mouvement.
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On se propose maintenant d’illustrer le pouvoir expressif et 'utilisation de
ces logiques pour la spécification de certaines propriétés. Tout d’abord pour
les Ambients, on rappelle Iéquation dite du pare-feu parfait (perfect firewall
equation) : si on considere le processus (vn)n[a[P]]|b]Q], ot n & fn(P), alors
ce processus définit une localité imperméable dans les deux sens (a ne peut pas
sortir, et b ne peut pas rentre). D’un point de vue logique, la formule suivante
est valide :

a[T] = UT (b[T] > O(B[T]|T A Hnnfa[T][T]|T )) ©n@n.

Pour les Ambients statiques, 'application envisagée de ce modele est la
définition d’un langage de requétes pour des documents XML. Pour en voir un
exemple, on peut considérer une base de donnée bibliographique et la recherche
d’un ouvrage ayant pour auteur Georges Liqueur. La requéte s’écrit alors

Jbookentry . bookentry[author[Georges Liqueur]”]>.

Par ailleurs, une interprétation des noms restreints en tant que liens symboliques
a été proposé par les auteurs, voir [CGOla).

3.2.5 L’espace par les modalités

Les logiques spatiales présentées jusqu’ici ne sont pas les seules & spécifier des
propriétés spatiales; ce qui les caractérise est plutot la trilogie de connecteurs
spatiaux 0,],0>, qui permet d’étudier lespace de fagon locale et propose une
notion de réutilisation de spécification (la modularité) par le connecteur t>.

L’espace peut étre toutefois décrit de fagon plus simple par 'utilisation de
modalités®. Ainsi, dans [VCHPO04], les auteurs définissent une extension du A-
calcul et des types avec une modalité d’espace. La logique ainsi obtenue est exac-
tement la logique modale intuitioniste 155 [Sim94], et la modalité s’interprete
par la reconfiguration d’un espace de ressources.

Plus proche du caleul des Ambients, on peut mentionner [MZW03], ol les
auteurs adaptent les idées de la logique temporelle (sans branchement) pour
spécifier des propriétés de reconfigurations d’arbres. Les auteurs définissent ainsi
une modalité d’espace n[A] dont le dual n{A) peut s’interpréter comme la for-
mule n[A]|T de lalogique des ambients. Les modeles de formules sont des traces
d’exécution d’arbres reconfigurables, et fournissent en particulier une bonne abs-
traction du calcul des ambients. Ces modeles ne comportent pas les instructions
de mouvement, contrairement aux ambients, ce qui rend la logique beaucoup
moins intensionnelle. On peut alors développer une notion de rafinement de
modele pour laquelle = est monotone. Ceci fournit une méthode de spécification
incrémentale & mettre en balance, méme si elle est relativement différente, avec
la spécification modulaire permise par le connecteur [>.

On a donc défini les diverses logiques spatiales introduites en amont de cette
these, et on en a extrait certains fragments auxquels on s’intéressera parti-
culierement par la suite. On a par ailleurs présenté les motivations de I'intro-
duction des logiques spatiales, les principales étant la recherche d’une notion
d’observation spatiale sur les algebres de processus et un outil de spécification

$Une modalité d’espace (le “somewhere”), relativement peu étudiée, existe pour la logique
des Ambients [CGOO].
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modulaire. Ces logiques présentent toutefois de nombreux aspects inhabituels,
et avant d’étudier 'expressivité de chacune de ces logiques, on se propose de
donner une meilleure compréhension des connecteurs spatiaux par 'étude de
leurs propriétés structurelles.
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Chapitre 4

Propriétés structurelles

Il y a au moins deux manieres de définir une nouvelle logique. Soit comme
on I’a fait pour les logiques spatiales, on associe a une formule une sémantique
en terme d’ensembles de modeles qu’elle accepte, ce qui permet de définir la
notion de formule vraie, soit on se donne un ensemble d’axiomes et de regles
de déduction, c’est a dire une notion de démonstration, et on définit alors la
notion de formule prouvable. De fagon schématique, les modeles donnent une
interprétation du raisonnement, alors que la théorie de la. démonstration lui
donne sa structure.

Il est intéressant de pouvoir combiner les deux définitions afin d’interpréter
de diverses fagons la logique. Pour les logiques spatiales, qui sont fondées sur
une notion de modele fini, les théories de la démonstration proposées ne sont
pas totalement satisfaisantes, la plupart étant incompletes!. On n’est donc pas
dans une situation aussi claire que pour les logiques standard, méme s’il existe
des propositions intéressantes de raisonnement spatial.

C’est donc de fagon plus générale a la structure du raisonnement spatial
que on va s’intéresser ici, et en particulier aux propriétés algébriques vérifiées
par les formules, ce qu'on appelle ici les propriétés structurelles. Pour cela, on
s’intéresse essentiellement & la logique des Ambients statiques (SAL).

La premiéere notion que 'on considere est celle de dualité. La dualité permet
de définir de nombreux connecteurs dérivés; on utilisera tres souvent ces connec-
teurs dans les autres chapitres, et leur présentation dans ce chapitre permet une
bonne familiarisation avec les logiques spatiales. On poursuit alors I’étude de la
logique par quelques regles d’inférence proposées dans diverses présentations de
théories de la démonstration [CG00, BG03, CCO02].

On étudie ensuite la gestion des noms dans les logiques spatiales. On a vu que
SAL comporte un quantificateur générique Mn.A et une modalité de révélation
de noms n®.A. On s’intéresse d’une part & une définition duale de la paire (U1, ®)
et & plusieurs connecteurs dérivés, puis on énonce une propriété de prénexation ;
cette propriété sera utilisée pour la preuve d’un résultat de minimalisation au
chapitre 8.

On conclut par une théorie de la démonstration pour une logique relative-
ment proche de SAL [BGO03].

LVoir Chapitre 9.

37



38 CHAPITRE 4. PROPRIETES STRUCTURELLES

4.1 Formules dérivées

4.1.1 Dualité, connecteurs dérivés

La premieére notion de dualité que I'on observe en logique, souvent appellée
regle de Morgan, concerne le “et” et le “ou”. Plus généralement, on a une notion
de dualité entre deux opérateurs lorsqu’ils s’expriment I'un 'autre par le jeu des
négations. Du point de vue des quantificateurs, “pour tout” et “il existe” sont
ainsi duaux, et du point de vue des modalités “je dois” et “je peux” sont aussi
deux modalités dnales.

On peut ainsi introduire par dualité les connecteurs dérivés suivants, pour
lesquels on introduit une notation particuliere tout en précisant leur encodage
et leur sémantique :

Notation Encodage Interprétation
A1V A | =(=AL A A2) PEA; ou PEAs
Yn.A —In.—A pour tout m € Na, P=A{™/n}
0A -0=-A pour toute évolution P ~+ P/, P'E=A
PEA || Az ﬁ(ﬁAﬂﬁAz) pour toute partition P = Pi|P;, Py |41 ou PoEAs
A » Ao ﬂ(Al > —'./42) il existe Q € M. QEA; et P|QFAs

Par ailleurs, les autres connecteurs de la logique classique se définissent a
partir des connecteurs primitifs — et V

Notation | Encodage Interprétation
Ai—As | 2 AL V|Ag | si PEA; alors PEAs
T 0v =0 toujours satisfait

1L =T impossible

On peut de méme définir une certaine forme de quantification spatiale, plus
précisément une quantification sur les sous-structures de la structure que Uon
considere :

Notation | Encodage Interprétation
A7 AllL | PE A" ssipour tout Q, R tels que P = Q|R, QFA
AP AT P = A7 ssiil existe @,R tels que P = Q|R et QA

En logique intuitionniste, on distingue une formule de sa double négation. On
admet ainsi - A — ——.A4, mais pas F -—A—A. La “double négation spatiale”
respecte cette particularité, puisque 'on peut vérifier que P=(A > L) > L ssiil
existe @ tel que QEA, autrement dit ssi A est satisfiable. Sur cet exemple le sujet
P ne joue aucun role particulier, la formule (A > 1) > L s’abstrait simplement
du sujet qu’on lui fournit pour exprimer une propriété métalogique. C’est une
caractéristique du raisonement par adjoint que de permettre d’exprimer des
propriétés qui transcendent le sujet auxquelles elles sont supposées se référer
pour exprimer des vérités sur la structure méme de la logique. Voici quelques
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exemples :
Notation Encodage Interpretation
A% (Ap> 1) > L | P A ssiilexiste Q. Q E A (cohérence)
ou Aw T
A" (=A) > L P A" ssipour tout Q, Q = A (validité)
n=m m[T]@n PEn=m ssi n=m

4.1.2 Une logique pour compter

Dans cette section on va se restreindre au fragment de la logique spatiale
suivant, :

A i= ANA|-A|AA| A A0

La relation PE=.A ne dépend alors plus que du nombre d’atomes que possede P.
En effet, on peut définir les formules suivantes :

Notation | Encodage Interpretation
1 -0 A 0]|0 P est atomique
n 1]1]...|]1 | P contient n atomes

On peut de méme associer a chaque formule A la partie [A] de N correspon-
dant & l’ensemble des tailles des modeles de 4. On a ainsi

[o] = {o} [AiAAs] = [Ai] N [A2] [-A] = N\[4]
[AilA2] = [A:] +[A2] [A; > Ao] = [JAi] = [A2] = {n—m:n € [Ai],m € [A]}

On peut ainsi s’intéresser tres simplement a I'expressivité de cette logique,
autrement dit chercher a caractériser les ensembles de modeles exprimables par
des formules. Dans ce cas, on a tout simplement les parties finies ou cofinies
de N. On note d’ailleurs que la présence de [> ne joue aucun réle dans cela,
puisque 'on sait exprimer n’importe quelle partie finie au cofinie au moyen des
formules 0,1,2,... et 1|T,2|T,... On verra une généralisation de cette propriété
au chapitre 8.

D’autre part, Meyssonier et al. [MZL04] ont démontré que si I'on étendait la
logique spatiale avec I’étoile de Kleene?, les contraintes de taille de structures
que P'on sait alors exprimer sont exactemenets* celles que ’on peut formuler en
arithmétique de Presburger.

On retiendra cet aspect tres caractéristique des logiques spatiales, qui servira
d’une part a établir 'intensionalité de la logique au chapitre 7, d’autre part a
fournir un contre-exemple au chapitre 5.

4.2 Théorémes admissibles élémentaires

4.2.1 Quelques exemples

Afin d’illustrer les propriétés structurelles de la logique spatiale, on présente
maintenant quelques théoremes admissibles élémentaires. On retrouve les pro-
priétés algébriques usuelles régissant conjonction, implication, et neutre de la

20n se donne les formules A* avec I'interprétation pX. 0V (A|X)
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conjonction :
curryfication Ai—As—B 4 (A1 A A)—B A > Ay > B -
neutre 1 AANT 4 A Alo -+
neutre 2 T—A 4 A 0> A -

Néanmoins, comme en logique linéaire, les regles d’affaiblissement ou de contrac-
tion ne sont pas admissibles pour le fragment spatial ; ainsi A|B I/ A et Al A/ A.
La conjonction séparante présente toutefois quelques liens avec la conjonction
classique dont voici deux exemples :

AlB + AAB?
0 n A|B + 0 A AAB

4.2.2 Formes prénexes du quantificateur générique

Le quantificateur générique propose une quantification intermédiaire entre
les quantifications existentielle et universelle ; formellement :

In.A F UnA F Yn.A

Il est par ailleurs son propre dual, puisque -Un.A 4~ Wn.—A, ce qui le rend
distributif sur tous les connecteurs logiques classiques®. Par le jeu de la dua-
lité, on peut aussi toujours échanger 'ordre d’écriture entre quantificateurs et
connecteurs logiques classiques. On s’intéresse alors & “remonter” les quantifi-
cateurs en téte de formule. En logique classique, on appelle ainsi forme prénexe
une formule de la forme

A = lel-QQxl ce ann--A,

ot les Q; € {V,3} et A’ est une formule sans quantificateur ; en remontant les
quantificateurs, on peut donc ramener toute formule logique classique a une
forme prénexe. Les formules de la logique classique avec des quantificateurs
génériques admettent des formes prénexes, puisque tous les connecteurs com-
mutent avec .

Considérons maintenant les logiques spatiales. Tout d’abord, les connecteurs
spatiaux intensionnels commutent et se distribuent mal avec les quantificateurs
existenticls et universels :

In(AB) A In.A|In.B
vn.(A|B) - Vn.A|Vn.B.

On n’aura donc pas de forme prénexe pour ces quantificateurs. En revanche, le
quantificateur générique commute avec les connecteurs intensionnels :

Nn. (AIB) -+ Wn.A|WNnB
Un.m[A] - m[Un.A]
Nn.m®A -+ m@Wn. A

L’implication spatiale rompt toutefois a cette réegle de commutation. Par
exemple, la formule (Mn.n|[T]) > L est équivalente & T puisque aucun processus
ne satisfait Vin.n[T], mais la formule Wn. (n[T] > L) est équivalente & L.

3en revanche, il ne commute pas avec les quantificateurs classiques. Par exemple,

Nn.d3m.n = m est valide, tandis que Im.Mn.n = m est absurde

(.Al |A2) > B
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On peut pourtant contourner cette difficulté. Pour cela, on considere un
nouveau connecteur dérivé de la logique :

Notation Encodage Interpretation
©n -n®T PE=@©n ssi n € fn(P)
(1 A nfo] > (1on))?

Notons que ce nouveau connecteur permet d’encoder le quantificateur générique
a partir des quantificateurs universels et existentiels :

Nn.A A+ In. -©n A /\mefn(A)\{n}n%m nA
Y @n = Ay AT — A

On peut noter que les paires de connecteurs (M, ®) et (H,(©) s’encodent
l'une Pautre. On a présenté ces derniers connecteurs comme dérivés des premiers
par Hn.A = Un.n®A et ©n = -n®T, mais on peut aussi donner les définitions
réciproques suivantes :

Nn.A = Hn.(-n© AA) n®A = -©n A Hn.A

On utilise maintenant le connecteur (©) pour définir la prénexation, puisqu'il
permet de rajouter des conditions de fraicheur la ou elles feraient défaut.
On consideére le systéme de réécriture suivant :

(A) Nn.A1)) A Ay~ Un.(A; A Ag) (n & fn(Az))
() -Nn. A1 ~ Wn.—A;

(|) (|/|TL.A1) | ./42 ~ |/|TL.(A1|.A2) (n §Z fn(Az))
L) Und) oAy ~ Un((-@nA A) B A) (1 f(4))
(&R Aie Undy) ~ Un((-@nn 4) > Ay) (0 ()
(Amb) m[Un.A] ~» Un.m[A] (m #mn)
(@) Nn. A)Q@m ~~ WUn.(AQm) (m #n)
(®) m®Wn.A ~ Un.m®A (m #n)
(©) M. Ayom ~ WUn(AOm) (m #n)

On dira qu'une formule A est bien quantifiée si pour chaque contexte C,
chaque n et chaque A’ tels que A = C[Wn.A'], n n’est pas libre dans C. Par
a-conversion, il est toujours possible de ramener une formule quelconque a une
formule bien quantifiée équivalente.

Lemme 4.2.1 (Terminaison) Le systéme de réécriture ~ termine, et les formes
normales des formules bien quantifiées sont des formes prénexes.

Preuve: La terminaison est assurée par la décroissance de la somme des pro-
fondeurs des occurences des quantificateurs générique. O
Notons qu’on peut aussi établir la confluence du systeme a condition de
considérer les séquences de quantificateurs génériques comme commutatives, ce
qui donne une représentation canonique de la forme prénexe d’une formule.

Lemme 4.2.2 (Correction de ~) Si A ~ A, alors A 4~ A’

Preuve: (abrégée) On vérifie la propriété pour chaque régle. Par exemple :
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la regle -Un. A ~ Un.—A :

P E -Wn.A
= P ENn.A
< non (pour tout m & fn(A) Ufn(P). P=A(m < n))
< il existe m & tn(A) Ufn(P). P f=A(m < n)
< il existe m &€ fn(A) U fn(P). PE-A(m < n)
< PEWn-A

- la regle (Mn.A1) > A :

P ': (|/|TL.A1) > As
< pour tout @, pour tout n’ € fn(A1) U fn(Q),
QFA(n <) = PlQEA:
< pour tout @, pour tout n’ € fn(A4; > As) U fn(P|Q).
QFA(n <) = PlQEA:
< pour tout @, pour tout n’ & fn{A; > Az) U n(P|Q).
QFA(n <) = PlQEA(n < n/)
< pour tout ' & fn(A; > Ag) Ufn(P), pour tout Q,
n' & in(Q) et QA1 (n — n') impliquent P|QEAs(n «— n')
& pour tout ' € fn(Ar > A) U(P), P | (A1 A —=©@n) > A
& PEWVn (A A —©n) > As

On a donc établi le résultat suivant :

Théoréme 4.2.3 Pour toute formule A € SAL, il existe une famille de noms
7 et une formule sans quantificateurs A’ telle que A -+ Nn. A’.

Ce résultat donne donc un apergu des propriétés des quantificateurs génériques.
11 a été établi indépendament dans [Loz03] et [GC04] Dale Miller et Alwen Tiu
donnent par ailleurs un autre résultat de prénexation pour un quantificateur
générique légerement différent [MTO03].

On a jusqu’ici illustré certaines propriétés structurelles des logiques spatiales.
Ces propriétés ne fournissent pas une théorie de la démonstration, mais en sont
des indicateurs. Elles sont essentiellement tirées des travaux originels sur les
logiques spatiales [CG00, CC01, CCO2] dans lesquels sont proposées diverses
théories de la démonstration. On développe maintenant cette approche.

4.3 Calculs de séquents

Les calculs de séquents pour les logiques spatiales sont difficiles &4 définir. Un
premier probleme vient du fait qu’en présence de > les problemes de validité et
de satisfaction sont équivalents, et que toute théorie de la démonstration doit
donc permettre de résoudre les deux simultanément (voir aussi chapitre 9). Une
solution pour obtenir un calcul de séquents complet avec > consiste a intégrer
des ensembles test explicites dans le calcul, ces ensembles test fournissant un
échantillon représentatif de tous les contextes possiblement introduits par >
[CCGO3].

Un second probleme est que les logiques spatiales sont trés souvent non
décidables, et méme non semi-décidables, ce qui empéche d’obtenir un calcul
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de séquents complet, en particulier avec le connecteur < (voir chapitre 9) *.
Les calculs de séquents proposés sont donc plus des indicateurs de ce qu’est un
raisonnement spatial qu'une véritable théorie de la preuve spatiale.

On donne maintenant quelques éléments sur les calculs de séquents proposés
pour les logiques des ambients et du 7-calcul [CG00, CC01, CCO02]. On rappelle
enfin 'approche originelle de la logique des implications fagotées (bunched logic),
et son adaptation & une logique proche de celle des ambients [BGO3].

4.3.1 Calculs de séquents pour les logiques des Ambients
et du m-calcul

Dans [CGO00], les auteurs considerent des régles de déduction pour des séquents
de la forme A + B. Parmis ces régles, on trouve par exemple la distributivité de
V pour |, ou la régle d’introduction de > :

(A1 Vv A2) | B A|.A/ F B
A1 B v Ay | B AF A>B

Cardelli et Gordon mentionnent aussi le fait qu’en sémantique faible, la modalité
de temps < vérifie les axiomes de la logique modale S4 (par transitivité de =),
ainsi que certaines des regles utilisées pour la prénexation. Toutefois, aucune
théorie de la démonstration n’est réellement élaborée.

Plus tard, dans [CC02], les auteurs proposent un calcul des séquents pour la
logique du m-calcul. Les séquents sont dans ce cadre de la forme

(S) 1Ay, Ay F oy Bl Ym B

ol les x;, y; sont des wvariables de mondes, instanciables par des processus, et S
est un ensemble de contraintes sur les variables de mondes. On admet les regles
de contraction et affaiblissement. Ce systeme & 'intérét de pouvoir représenter
aussi bien le probléme de la validité que celui de la satisfaction. En effet, .4 est
valide ssi le séquent () - x : A est valide, et Pl=A ssi le séquent (“z = P”) F
z : A est valide. On cite ci-dessous quelques régles de déduction :

z,y frais / conclusion (Su=zlyy T, 2: A y:B +F A
() T,u: AB F A
Tbv: A F A (S) T,t:8 F A
L v u:ABA

(IL)
u =g |t (8)

= (17)

(8)

t: A A (S T, tlu:B, F A
() T,u:AB F A

v =g x|u, x frais / conclusion (S) Iz A F v:B A
ST+ u:A>B, A

Les auteurs prouvent la correction et 1’élimination des coupures pour leur systeme.
Toutefois, leur systéme est dédié a la logique du w-calcul et se trouve donc
nécessairement incomplet. Ces idées ont été reprise par Samuel Mimram [Mim03]
en stage de licence pour dériver un systeme complet pour une logique spatiale
statique. Il est possible que cette approche donne toutefois un systéme complet
pour d’autres logiques spatiales. On choisit toutefois de conclure par Papproche
originelle de la logique des implications fagotées.

S) T F

(> L)

(> R)

4D’un autre point de vue, c’est la constante L qui cause I'incomplétude, voir par exemple

[POYO03].
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4.3.2 Un calcul de séquents complet

La logique des implications fagotées considere des séquents de la forme T’ F ¢
ol la prémice I' est un assemblage de formules par deux opérateurs : le pre-
mier noté , admet contraction et affaiblissement et correspond aux connecteurs
(—, M), le second noté ; n’admet aucune de ces deux régles et correspond aux
connecteurs (&>, |). Les régles d’introduction se traduisent par l'utilisation de ces
opérateurs dans la structure des prémices. Les regles d’élimination sont contex-
tuelles : on note T'(A) pour le contexte de prémice T' dans lequel le trou est
rempli par A. On a par exemple

Al ¢') F ¢
AlpAg) F ¢

Dans [BGO03], les auteurs reprennent une logique proche de la logique des Am-
bients statiques, sans la révélation. Ils définissent une sémantique en termes
de modele trés proche de celle des Ambients, et prouvent la correction et la
complétude d’un calcul de séquent directement issu de la logique des implica-
tions fagotées, avec la regle suivante pour la prise en compte des locations :

't ¢ AAY)F o
A(ALT, o> ¢') F o

(AL) (> L)

ke
[l = nl¢]

Toutefois les modeles présentent la particularité d’étre des arbres potentielle-
ment infinis, ce qui est une situation tres différente de celle des algebres de
processus. Ce calcul de séquent fournit néanmoins un exemple intéressant de
cadre formel pour le raisonnement spatial. L’originalité des regles d’élimination
contextuelle en fait aussi sa spécificité, qui oblige sans doute A passer par une
structure de variables de mondes comme dans [CC02] pour retrouver un calcul
des séquents plus habituel.

La structure du raisonnement spatial présente donc des singularités qui la
rendent assez difficile a caractériser pour les logiques spatiales de la concurrence
ou la logique séparante. Pour cette derniere, la problématique est toutefois un
peu différente®, puisqu’il s’agit avant tout d’utiliser la logique pour dériver des
triplets de Hoare sur un langage impératif avec pointeurs. Un systeme d’inférence
pour triplets de Hoare ainsi que des résultats liés a sa complétude ont été énoncés
(voir [Yan01]). Ce type de résultat est connu pour la logique classique. Dans le
prochain chapitre, on se propose justement de comparer la logique séparante a
la logique classique du point de vue de leur expressivité.

5Les systémes d’inférence pour la validité intéressent toutefois les chercheurs de la com-
munauté de la logique séparante. Récemment, une théorie de la démonstration compléte a
été proposée pour la validité sur un fragment de la logique séparante, sans - , mais déja
relativement expressif [BCO04].
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Chapitre 5

Conservatisme en logique
séparante

La logique séparante est un langage d’assertion pour la sémantique axio-
matique des langages impératifs. Les langages d’assertion généralement utilisés
sont fondés sur la logique classique du premier ou du second ordre, mais n’uti-
lisent pas les connecteurs spatiaux. Ces connecteurs facilitent 'axiomatisation
et la formulation d’invariants dans les langages & pointeurs. Reynolds [Rey02]
présente ainsi le cas d’'un court programme de retournement de liste, pour le-
quel on peut trouver un invariant élémentaire en logique séparante, alors que
la logique classique nécéssite d’ajouter un certain nombre de conditions de non
entrelacement sur les deux listes manipulées pendant le retournement. Pire,
si la boucle de retournement n’est qu'une partie d'un programme plus impor-
tant, il faudra aussi ajouter des conditions de non-entrelacement avec toutes les
structures de données qui sont censées étre indépendantes de ces deux listes,
contrairement au cas de la logique séparante qui permet un raisonnement local
indépendant du contexte.

Toutefois, d’un point de vue strictement expressif, cet exemple suggere qu’on
peut théoriquement se contenter de la logique classique dans la preuve de petits
programmes manipulant des pointeurs. Pour reprendre ’exemple 3.1.3, on peut
exprimer la plus faible précondition W dans le triplet {W} *x := 3 {A} en
substituant dans A la formule e — 3 & toute sous formule de la forme e —7 telle
que x et e s’évaluent de la méme fagon ; on ne sait pas a priori si e s’évalue ou
non comme X, mais on peut en revanche en faire 'hypothese et énumérer toutes
les configurations possibles, ce qui donnerait une précondition de la forme

W = Vici,a) Necer T =€ N Nee, o #F € A Ale— 3/ e—?,Ve € €71,x]
ou (€7, €3) parcourt les 2-partitions de Exp(A).

Ce que l'on voit ici, ¢’est un phénomene de conservatisme expressif. En un sens,
la logique séparante étend la logique classique tout en restant dans le cadre
expressif! de celle-ci.

Dans ce chapitre, on va s’attacher a donner une formulation précise de cette
intuition. On définit tout d’abord un fragment classique de la logique séparante,

LOn prend ici une vision trés spécifique de la notion d’expressivité, celle des classes de
modeles caractérisées par les formules.

47
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duquel on a exclu les connecteurs spatiaux * et - . On montre alors que ce frag-
ment a la méme expressivité que la logique séparante toute entiere. On parlera
ainsi de minimalisation de la logique séparante. On retrouvera un procédé de
minimalisation similaire au chapitre 8. L’outil théorique essentiel que 'on re-
trouvera régulierement par la suite est ’équivalence observationnelle spatiale,
que l'on appellera par anticipation équivalence intensionnelle.

Pour la définition du fragment classique, on devra tout d’abord reconsiderer
I’ensemble des observations primitives sur lequel fonder la logique, ce que l'on
appellera la renormalisation. Ce phénomene ressemble beaucoup a ce que 'on
observera au chapitre 6, ou 'on montrera que les logiques spatiales pour la
concurence permettent des observations dérivées qui donneront effectivement la
bonne notion d’équivalence intensionnelle.

5.1 Fragment classique de la logique séparante

5.1.1 Renormalisation

On considere la logique séparante Lgep, c’est & dire sans le quantificateur
existentiel, et on notera s, h=A au lieu de s, hf=,.A puisqu’on ne considere pas
de variables logiques.

On se propose de renormaliser la logique séparante en introduisant quatre
nouvelles formules atomiques :

hE e—e  sife]s € dom(h) et h([e]s) = [e']s
,h |E size >k sitdom(h) > k

hE alloce  sife] € dom(h)

R

E e=¢ si [e]s = [e']s

Ces formules s’expriment a partir des autres formules de la logique séparante
définie précédemment (Définition 3.1.2). En effet, on peut écrire

9

S
S
S
S

e—e = e—exT

size >k = —emp x —empx*---x—emp (k fois)
alloce = er—nil =« L
e=e¢ = T = - ((alloceA-alloce) * T)

De méme, les formules atomiques de la logique séparante peuvent s’exprimer
comme combinaison booléenne de ces nouvelles formules primitives :

e—e = —size>2 A e—eé
emp = —size > 1

On va donc remplacer les formules atomiques de la logique séparante par un
autre jeu de formules atomiques équivalent. Ces nouvelles formules atomiques
sont par ailleurs monotones 2, & savoir que si 'une est vérifiée par un état
mémoire o = (s, h), alors elle est encore vérifiée par tout état mémoire étendu
(s,hxh'}).

2du point de vue de la théorie de la logique fagotée, elles sont aussi parfois appellées
intuitionistes
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On appelle alors fragment classique de la logique séparante ensemble des
formules dérivables & partir de la grammaire suivante :

A = ANA|-A|size >k|e—e |alloce

Cette renormalisation effectuée, on va maintenant s’attacher & minimaliser
la logique séparante. Le résultat que ’on souhaite établir est le suivant :

Théoréme 5.1.1 Pour toute formule A de Lsep, il existe une formule classique
A’ telle que A A'.

Dans le méme temps, on aura par ailleurs prouvé le résultat suivant : les for-
mules monotones contiennent tout le pouvoir distinctif de la logique séparante.

5.1.2 Equivalence intensionnelle

On reprend ici une notion d’équivalence logique partielle ~g ,,, dans la méme
idée qu’un jeu de Ehrenfreucht-Fraissé dans lequel on borne le nombre de tours
de jeu, ou encore de la stratification de la bisimilarité vue au chapitre 2. Ici, la
restriction de I’équivalence porte sur ’ensemble des cases mémoires observables.
D’une part, on ne considerera qu'un ensemble fini de variables de programma-
tion pour accéder a ces cases mémoire, d’autre part on ne saura compter que
partiellement le nombre de cases alloueés. Ces restrictions sont prises a la mesure
de la formule A que ’on souhaite encoder, de sorte que ’on ait la propriété

si s,h mp., s, h et s,h E A, alors s',h E A

Toujours dans D'esprit des jeux de Ehrenfreucht-Fraissé on fonde ’équivalence
intensionnelle sur les propriétés exprimées par les formules atomiques.

Notons donc tout d’abord quelques propriétés des formules atomiques clas-
siques. La relation “h est une restriction de A’”, que 'on notera h < b/, est une
relation d’ordre sur les piles. Pour cet ordre, les formules de la forme e = €/,
e — €’ et alloc e sont stables : si A est une telle formule s un tas, h, i’ deux
piles, et v une valuation tels que s, hi=A et s, h'EA, et si b, h' sont cohérents,
autrement dit il existe hy tel que hy > h et hy > B/, alors s,h N W'l A. En
revanche, les formules size > k ne sont pas stables. Pour £ un ensemble d’ex-
pressions, on notera Stabg ’ensemble des formules atomiques stables dont les
expressions sont dans F, c’est-a-dire les formules du type e — €/, alloc e et
e—c¢ avece, e € E.

Soit ® une théorie finie de formules atomiques stables. Soit s, h un modele
de ®. On peut décomposer h = hg * ht oll hg est le sous-modele minimal de .
On note alors

garb, 5(h) ¥ tdom(hy) = fdom(h) — #dom(ha)

la taille de la mémoire en exces dans h.

On cherche a restreindre 1’équivalence logique entre deux états s, h et s', b’/
vis-a-vis d'un ensemble d’expressions E et d’une largeur d’observation w que
I’on s’autorise pour distinguer. Par largeur d’observation, on souhaite exprimer
que 'on ne compte distinctement le nombre de cellules allouées que jusqu’a
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w, au-dela la quantité de cellules allouées est un “beaucoup” indistinct. Pour
formaliser, on définit la relation d’équivalence =,, sur les entiers par

. soit n = m,
Vn,meN n =, m ssi .
soitn>wetm>w
On définit maintenant 1’équivalence intensionnelle =g ,, ou 'on n’examine
que les formules basées sur des expressions prises dans E et un comptage des
cellules en exces qui ne dépasse pas w :

Définition 5.1.2 Soit E Cy;, Exp un ensemble fini d’expressions, w € N un
entier, et ¢ = (s,h), o' = (¢, 1’} deux états mémoires. On dit que o,0’ sont
intensionnellement équivalents, ce que Uon note s,h =g, s',h’ si

1. pour toute formule A € Stabg s, h=A ssi s', ' EA.

2. si ® C Stabp est la théorie des formules atomiques stables A ¢ expressions
dans E satisfaites par o et o', garb, 4(h) =, garb, &(h').

On veut maintenant montrer que cette équivalence admet une formula-
tion logique. Il s’agit essentiellement de préciser comment formuler la condi-
tion de comptage. On commence par vérifier que les formules atomiques stables
comptent correctement les cellules qu’elles utilisent, puis on en déduit une for-
mulation logique de =g ,,.

Lemme 5.1.3 Soit E Cy;, Exp et @ C Stabg, et &~ une relation d’équivalence
sur E. St s, h=® et s', ' E® sont deuxr modéles minimauz de D tels que pour
tout e,e’ € E, s,hlEe=¢' ssi s, h'lEe=¢' ssier ¢, alors

gdom(h) = fdom(h) = t {ecExp : Je{e— ¢ alloce}N® £ }/%.

Preuve: Chaque assertion de la forme ¢ — ¢’ ou alloc e impose que [e]s €
dom(h) (resp. [e]s’ € dom(h)’). On a donc dom(h) = {[e]s:e € Ei} et
dom(h) = { [e]s’ : e € Eq} avec

Ey = {ecE : 3 {e—¢€alloce}nd£0 }.

O

Proposition 5.1.4 (Formules caractéristique de ~pg ) Soit F Cy; Exp
un ensemble fini d’expressions, w € N un entier, et 0 = (s, h) un état mémoire.
Alors il existe une formule classique AP telle que pour tout état o’ = (s', 1),

S B AP seosh Rpaw s, h.

Preuve: Soit ® la théorie des formules atomiques stables a expressions dans E
satisfaites par s, h. C’est une théorie finie puisque F est fini. Soit k = garbs7¢(h,)
et k' = ffdom(hg). Soit enfin = la relation d’équivalence e ~ ¢’ ssi {e = €'} € D.
On pose

AP = AA A A -4 ASC
Aca Aecstabp\@
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ou SC est la formule size > k+ k" A - size > k+ kK +1s1ik < wet
SC = size > w -+ k' sinon. Soit s’, A’ un état mémoire.

s, WEA < &, WESC
et pour tout A € Stabg, s, h'EA ssi s, hE=A
< tdom(h) =i k+E
et pour tout A € Stabg, s, h'EAssi s,hEA
& gdom(h) — kK =, k
et pour tout A € Stabg, s, h'EA ssi s, hE=A
~ garbs’,@(h/) “w garbs,@(h)
et pour tout A € Stabg, s, h'EAssi s,hEA

(k' = gdom(h}) d’apres le Lemme 5.1.3)

& s8,h =g, §N

5.2 Minimalisation de la logique séparante

On va maintenant utiliser ’équivalence intensionnelle que I'on vient de définir
pour établir le Théoreme 5.1.1. Il s’agit essentiellement de démontrer que I’équivalence
intensionnelle est correcte vis-a-vis de la logique séparante, ce qui requiert
d’étudier tout d’abord certaines propriétés structurelles de ’équivalence inten-
sionnelle. Ensuite, en exploitant la caractérisation logique de 1’équivalence inten-
sionnelle, on pourra définir 'encodage de la logique séparante dans le fragment
classique. L'idée est de remplacer une formule A par 'énumération de toutes les
classes d’équivalences de ~g ,, sur lesquelles A est vérifiée, soit

[A] = \V AL
s;h EA mod =g,

On détaille maintenant ces idées.

5.2.1 Propriétés structurelles de 1’équivalence intension-
nelle

On a déja remarqué que les assertions e — €’ et alloc e sont stables pour
lordre A < h' de restriction sur les piles. Du point de vue de 'opérateur de
composition *, elles sont aussi localisées : si A est une assertion de ce type, et
si s, hy * hol=A, alors soit s, hiEA, soit s, hoEA. De méme on montre pour
I’équivalence intensionnelle le résultat suivant :

Lemme 5.2.1 (Distributivité de ~g_.,) Pourtous s, hi, ho, h' tels que s, hy*
he =gow sk, i existe hi,hy tels que h' = hi = hl, s,h1 =p.w s,h} et
S,hg zE,w S,hé.

On note toutefois que U'on doit aussi distribuer le pouvoir de compter les
cellules mémoire en exces.
Preuve: Soit ® C Stabg la théorie des formules atomiques stables satisfaites
par s, hi * ha. On a la partition

® = & U Dy L D
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ot ®; est ensemble des formules localisées sur hq, ®5 'ensemble des formules
localisées sur hp, ®— la théorie égalitaire sur les expressions. Soient hj et
o, les sous-modeles minimaux de h' qui satisfont ®; et ®,. Alors hl Lhj,
puisque ®; N 9 = @ par distributivité des formules localisées. Il existe donc
une décomposition A’ = hfbl * h&,z * hﬂr. Soit € € {1,2}. On note he = ha, * hi.
la décomposition sous-modele minimal - mémoire en exces. Par définition de
~pw, on a alors fdom(hi1) + fdom(hia) =ou ﬁdom(h)ﬂr. On utilise alors le
résultat suivant : si nq,n9,m sont des entiers tels que ny + ny =2, m, alors
il existe my, mo tels que m = mq + Mg, N1 =, M1 et no =, mo. En effet, si
n1 + ng < 2w, le résultat est immédiat pour mi = n1 et no = mg, sinon par
symétrie on peut supposer n; > w, et en posant m; = w, mg = m—w, on obtient
le résultat. Soient donc mq,my tels que my =, fdom(h; ), mo =, fdom(hy,),
et mi +mo = deom(hif). On considere une décomposition hif = hﬂrl * h;Q telle
que hi, = me. On pose alors h| = hg, * hiy et hy = hg, * hiy.
Cette propriété traduit le fait que ~g ., est correct vis-a-vis du connecteur .
Pour le connecteur - , on aura besoin d’une sorte de réciproque du lemme 5.2.1.
Cette nouvelle propriété s’'interprete par ailleurs en termes de congruence :

Lemme 5.2.2 (Congruence de ~g ) Pour tout ensemble d’expressions E
et tout entier w, pour tout s, hy, ha, h, b, si s, h1 g 8, et s,ha =g s, b,
alors s,hy x hg g, s, k] * hb.

Preuve: On vérifie que les deux conditions de la définition 5.1.2 sont bien
satisfaites :

— 8, h1*ho et s, h] xh), satisfont les mémes formules atomiques stables : celles
de la forme e = ¢’ ne dépendent que de s, et les autres sont localisées sur
I'une des deux piles donc également satisfaites par hypothese.

— garb, (h1xhy) = garb, g (h1)+garb, o(ho) et garb, 5 (hxhy) = garb, o (h7)+
garb, ¢ (hy), et par hypothese garb, ¢ (he) = garb, 5(h.), donc garb, g (hy*
ha) = garb, g(hy * hy).

O

Cette propriété est essentielle. On retrouvera la propriété de congruence pour

les autres équivalences intensionnelles que 1’on considérera (cf. chapitres 7, 8).

On note s ~g s’ si s et s’ satisfont la méme théorie égalitaire des expressions

de I, autrement dit s’il existe une relation d’équivalence ~, o+ sur E telle que

ey € ssi [e]ls=[e]s ssi [e]s’ =[€]s.

On note alors 95 ¢ la bijection Addr—Addr définie par s ([e]s) = [e]s’ pour
tout e € E, et sinon 95 s (a) = a. On définit ainsi le décalage de h de s vers
§', noté shift—s (k) comme la pile &’ de domaine s, s'(dom(h)) et vérifiant

h/(a) = 1Z}s,s’ oho 111;51,(a).

Lemme 5.2.3 (Décalage) Pour tous s,s',h, E,w tels que s =g §', s,h =g 4
s/, shifty— . (R).

Preuve: Soit b’ = shift;— s (h). On vérifie que les deux conditions de la définition 5.1.2
sont, bien satisfaites :
— s,h et s, b’ satisfont les mémes formules atomiques stables : celles de la
forme e = ¢’ par hypothése puisque s ~g s’, puis par définition de h’,
[e]s € dom(h) ssi [e]s’ = vs,s([e]s) € dom(h), et h([e]s) = [e']s ssi
W ([e]s’) = B (¢s,5 ([els)) = ¥s.s (R([e]s) = s ([€]5) = [€']5"-



5.2. MINIMALISATION DE LA LOGIQUE SEPARANTE 53

— Soit ® C Stabg la théorie des formules stables satisfaites par s,h et s', h';
ths,sr 6étant une bijection, on a fdom(h) = fdom(h)’, donc garb_ 4(h) =

garb, 4 (h').
(]

5.2.2 Minimalisation

Apres I’étude des propriétés structurelles de I’équivalence intensionnelle, on
va établir la correction de cette relation vis-a-vis de la logique séparante. On en
déduit une traduction des formules de Lg., dans le fragment classique.

Etant donnée une formule A, on définit son degré de séparation comme
Uentier spl(A) € NU {—o0} tel que :

splle—¢) = 0
spl{e;y = e3) = —o0
spl{l) = —oo
spl(emp) = 0
spl(Py = P») = max (spl(P1),spl(P))
spl(Py — P») = max (spl(P1),spl(P2))
)

= max (spl(P1),spl(P2)) +1

Proposition 5.2.4 (Correction) Pour tous s,h,s',h', A, si s,h =g, s, h
et si A est une formule telle que E(A) C E, 9spl(A) < w, alors

s,hEA & S WEA.

Preuve: On suppose tout d’abord que s = s’ et on raisonne par induction sur
A
- sl 8, hl=(e — €), alors s, h=(e — ¢€'), et donc s, h'=(e — ¢'). De plus
garb, ;. (h) =0 =1 garb;._ .y, (), donc fdom(h') = 1, et finalement
s, h'=(e —€').
- s,hl=er = eq ssi s, h/[=e; = eg d’apres la définition de ~p .
— s, hl=emp ssi s, h|E=—(size > 1), c’est & dire ssi s, /E=—(size > 1) puisque
w > 1.
— les cas de L et A1 = Ao sont immédiats.
— le cas A1 x Az découle du lemme 5.2.1.
— supposons que s, hE=A; = As; soit hy tel que hy Lh' et s, hi|EA; ; alors
s, hx hi|EAs, et d’aprés le lemme 5.2.2, s, h % hy =g, s, b’ * hy, donc par
hypothese d’induction s, b’ x hyf=As aussi.
O
A ce stade, on a montré que le fragment classique est plus distinctif que
I’équivalence intensionnelle (Proposition 5.1.4), et qu’elle-méme est plus distinc-
tive que la logique séparante (Proposition C.2.4). Le fragment classique étant
exprimé par la logique séparante, celle-ci est naturellement plus distinctive que
son fragment, et on a donc montré que les deux logiques ont le méme pouvoir
distinctif. On s’intéresse maintenant au pouvoir expressif du fragment classique.

Lemme 5.2.5 (Précompacité) Pour tout entier w et pour tout E Cgu, Exp
fini, =g admet un nombre fini de classes d’équivalence.
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Preuve: Une classe est entierement représentée par une théorie ® C Stabg et
un entier compris entre 0 et w. Comme E est fini, Stabg est fini et il n’y a donc
qu’un choix fini de ®. O

On peut désormais établir le théoréme 5.1.1 en remarquant que toute formule
A est équivalente a I’énumération (finie) des classes d’équivalence intensionnelle
pour lesquelles elle est vérifiée :

A \V AG)
ceState,~, .CEA

5.2.3 Limitations

On peut mentionner deux limitations dans le résultat obtenu au théoréme 5.1.1.
Tout d’abord, bien qu’on puisse théoriquement trouver une formule classique
équivalente a n’importe quelle formule séparante, la preuve que ’on donne ici
ne donne pas completement la méthode qui permet de construire cette formule.
En effet, on n'a pas précisé comment choisir les classes d’équivalence de ~g
qui vérifient une formule A3,

Une limitation plus importante concerne la généralisation de ce résultat a la
logique Egep. En effet, comme on le verra par la suite sur d’autres exemples, le
quantificateur 3 enrichit considérablement ’expressivité de la logique séparante.

On considere donc la logique Egep et on présente succintement un exemple?
de propriété pour laquelle il est nécessaire d’avoir recours & ’adjoint. Considérons
les formules suivantes :

def

isole(z) allocz A =-allocz+ 1A -allocz -1

def

couple(z) alloc z Af(alloc z +1 < —alloc z — 1)

def :

A £ Vz allocz — isole(z)
def

A £ Va.allocx — couple(x)

As def V. alloc z — isole(z) Vv couple(z)
A V. (isole(z) — Jy. couple(y) A (y — z))
A Yy. ((couple(y) — dz.isole(z) A (y — x))
A V‘r’yl’y2’ (yl — LC) A (y2 — x) — Y1 =Y

Une adresse de pile est isolée si elle est allouée mais pas les adresses précédente
et suivante. Une pile qui satisfait .41 ne contient que des adresses isolées. Une
adresse couplée est une adresse allouée telle que 'adresse précédente ou la sui-
vante, mais pas les deux, est elle aussi allouée. Ainsi une pile qui satisfait A> a
un domaine de la forme ¥, {c,c + 1} avec C'N (24 C) = @; en particulier,
le nombre d’adresses allouées dans la pile est pair. Une pile qui satisfait As
est une pile composée d’adresses soit isolées soit couplées, et a chaque adresse
couplée correspond bijectivement une adresse isolée. En particulier, il y a autant
d’adresses couplées que d’adresses isolées.

On considére maintenant la formule

Al A Ay — o Ag).

3Ce probleme est lié & la décidabilité de la logique, voir chapitre 9; pour la logique
séparante, on peut effectivement calculer une formule classique équivalente, mais ce n’est
pas forcément toujours le cas.

4(Cet exemple est inspiré d’une discussion avec Hongseok Yang.
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Une pile qui satisfait cette formule est constituée d’adresses isolées et on peut y
rajouter une pile d’adresses couplées et obtenir autant d’adresses couplées que
d’adresses isolées. En rajoutant des adresses couplées, les adresses isolées restent
isolées (on ne peut pas créer une série de trois cellules {a,a + 1,a + 2} puisque
les adresses sont soit isolées soit couplées). Ainsi on en déduit que la pile initiale
contenait un nombre pair d’adresses isolées.

On a donc exprimé par la formule A; A —{ A+ —.A43) le fait que le nombre de
cellules allouées est pair. En théorie des modeles finis, on montre que la parité de
la taille du modele ne peut pas étre exprimée. On pourrait montrer de méme que
cette propriété n'est pas expressible dans la logique sans -« (voir annexe D.4)).
Ainsi, la formule A; A —(Ay = —A3) constitue un exemple de formule faisant
intervenir -+ de fagon non triviale de telle sorte que cette formule n’admet pas
d’équivalent dans la logique sans - .

Pour compléter ce contre-exemple, on aimerait montrer de méme que I’élimination
de * n’est plus possible en présence du quantificateur 3. Toutefois, on ne connait
pas de contre-exemple ou de preuve d’élimination a ’heure actuelle.

5.2.4 Conclusion

L’étude de 'expressivité de la logique séparante montre donc qu’elle est en
partie contenue dans celle de la logique classique dont elle est une extension.
Ce résultat ne signifie pas que la logique classique peut remplacer la logique
séparante comme langage d’assertion en sémantique dénotationelle, les travaux
de O’Hearn et al. I'illustrent par ailleurs suffisament bien. Ce résultat est plutét
une sorte de réciproque du discours introductif de [Rey02], ol il est dit que la lo-
gique séparante exprime de fagon compacte et naturelle des propriétés cotiteuses
a exprimer en logique classique.

Au-dela du résultat proprement dit, cette premiére étude a permis d’intro-
duire certains des problemes d’expressivité et des techniques de preuves que
I’on rencontrera maintenant dans le cadre des logiques spatiales pour la concur-
rence. La premiere étape de I'étude de 'expressivité de la logique séparante a
été d’en définir les observations dérivées afin d’en trouver une renormalisation
correcte. C’est cette étape que l'on reprend maintenant pour les logiques spa-
tiales pour la concurrence, ou la notion d’observation dérivée se traduit par des
jeux contextuels.
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Chapitre 6

Jeux contextuels

Un agent n’exprime pas toutes ses potentialités lorsque le contexte dans
lequel il se trouve n'offre pas les interactions nécessaires; pour les révéler, il
faut linsérer dans une situation nouvelle. C’est sur ce crédo de directeur de
ressources humaines que se fonde 1’étude de Pexpressivité contextuelle.

Le seul type d’action auquel correspond un connecteur (<) dans les logiques
spatiales que ’on considerera ici est ’action 7, c’est a dire I’évolution du systeme
par une interaction interne. On ne peut pas en revanche observer les actions
qui composent ces interactions. La mise en contexte, qui s’exprime en logique
spatiale pour la concurrence par les connecteurs adjoints, et en particulier I'im-
plication spatiale [>, permet de faire interagir I'agent étudié avec des agents
complémentaires et de révéler ainsi des potentialités d’action de cet agent que
son évolution cloisonnée n’aurait pas fait apparaitre. De facon un peu surpre-
nante, c’est donc par [’élargissement du systeme que ’on en fait une observation
plus fine.

On parlera par la suite de jeu contextuel. Le jeu se déroule de la fagon
suivante. Un agent testeur extérieur au systéme est introduit dans le systeme
de Pagent testé, puis le systéme testeur/testé subit une altération suivant un
scénario donné, qu’il réalise correctement a condition que ’agent testé puisse
réaliser I'action que 'on cherche & déceler. Sous forme logique, ce jeu s’exprime
de la fagon suivante :

testeur > < scenario.

Une premiere illustration de jeu contextuel a déja été vue a l'exemple 3.2.6
olt 'on tente de définir un raisonnement arriere pour la transition P 2% P’
C’est aussi sur cette idée de jeu contextuel que se fonde la caractérisation de la
bisimulation en terme de congruence a barbe.

Dans ce chapitre on développe différentes applications des jeux contextuels.
Essentiellement, on s’attache & exprimer les interactions élémentaires des algebres
de processus que 'on considere, ce qui revient a encoder les logiques modales a
Iintérieur des logiques spatiales.

On considere tout d’abord le calcul des Ambients publics pour lequel on sait
déja observer le constructeur d’ambient et obtenir des mises en contexte com-
plexes par les adjoints > et Q. Pour cette logique riche, les propriétés expressibles
par des jeux contextuels sont 'observation de modalités de mouvement (et de
communication, voir annexe A}, mais aussi des propriétés plus intrinseéques du

57
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systéme comme sa finitude (absence de la réplication infinie ! dans le processus),
ou encore la présence d’'un nom libre (connecteur ©).

On considere ensuite I'encodage des modalités en logique unifiée forte et
faible, & la fois pour le m-calcul et pour le calcul des Ambients ; 'utilisation de
noms marqueurs pour caractériser le testeur est alors essentielle, ce qui rend
I'encodage dans le cas fort relativement simple ; dans le cas faible, cet encodage
est plus complexe et passe par des testeurs particuliers appelés séquentiels (ou
thread en anglais).

6.1 Jeux contextuels dans le calcul des Ambients
publics

On considere ici le calcul des Ambient publics M A, et la logique des Am-
bients sans révélation de noms DAL. On commence par montrer que ’'on peut
encoder les instructions de mouvement, puis les messages, et enfin des propriétés
intrinseques du processus telle que sa finitude ou la présence de noms libres.

6.1.1 Modalités faibles de mouvement

La premiere étape dans la reconnaissance d’une instruction dans un systéme
consiste & reconnaitre un systéme qui est une seule instruction. Pour cela, il
s’agit de dire que le systéme est atomique, mais aussi que ce n’est pas une
localité n[P]. Cela s’exprime donc logiquement ainsi :

def

linstr = 1 A —Im.m[T]

Sachant qu’on a une instruction, on souhaite exprimer plus précisément
quelle est cette instruction. Dans la logique, le connecteur & permet d’observer
une évolution par interaction, qui correspond & l'exécution d’une instruction
dans un environnement. Le systeme que 'on regarde apres 'avoir sélectionné
avec la formule 1llnstr ne comporte pas l'environnement d’exécution de l'instruc-
tion. Mais on va pouvoir rajouter cet environnement en utilisant les adjoints.
Prenons ’exemple de I'instruction outn. Si elle est placée dans une imbrication
de deux boites nfafoutn]], on peut observer la réduction n[aJout n]] — n[0]|a[0].
Cette évolution caractérise précisément 'exécution d’une instruction outn. On
peut faire de méme avec toutes les instructions de mouvemement.

Inn CC instr A Um. (n[0] > On[m[T]])@m
Outn % 1llnstr A Uim. (On[0]|m[T])@n@m
Openn = llnstr A Wm. n[m[0]] > Om[0]|T

Détaillons par exemple I'instruction inn :

PElInn & P=cap.P' et m[P]|n[0]] E On[m[T]] (m quelconque)
< P =cap.P’ et m[P]|n[0] — n|m[P’]]
& P=cap.Pletcap=inn

On aimerait maintenant étre plus précis. Sil’on a su caractériser un processus
de la forme inn. P, on voudrait aussi pouvoir parler de la continuation P comme
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dans les logiques modales. On peut facilement adapter les formules précédentes
pour imposer une condition A sur le terme gelé P qui est activé apres exécution
de Tinstruction. Cela donne :

{{inn))A T dlnstr A Um. (n[0] > < n[m[A]])@m
(outn))A L dnstr A Um. ((Om[A]n[0])@n)@m
({openn)).A linstr A Um. (n[m[0]] > © m[0]]A)

Pour caractériser ces instructions, on les a fait s’exécuter dans leur environ-
nement. Ainsi pour caractériser inn, on place l'instruction dans un ambient
m et on met celui-ci en parallele avec un n, ce qui correspond a la situa-
tion mlin n.P]|n[0], et on demande au processus d’évoluer vers la configuration
n[m[P]]. Mais on s’est placé dans une logique o la modalité de temps OA est
faible, ce qui fait qu’on ne peut pas savoir & quel moment I'exécution s’arréte,
et on ne peut ainsi pas forcer le processus a s’arréter dés que instruction a été
exécutée. De ce fait, ce n’est pas nécessairement le terme gelé P qui satisfait la
condition 4, mais de fagon générale un terme issu de cette exécution. Pour le
cas de I'instruction openn, les seules réductions qui peuvent apparaitre dans le
processus m[0]| P sont les réductions propres a P, puisqu’en général m & fn(P).
Mais pour le cas de Uinstruction inn, le processus n|m|P]| peut évoluer soit par
réduction interne de P, soit par sortie de 'ambient m de n. Et par suite, m

N . . outn,inn)* .. .
peut & nouveau rentrer puis sortir de n. On notera PJ;’L%) si il existe

une suite de processus {P;)o>i>n telle que

outn inn outn inn

P=FP == P —w P — P;.. = P,=0Q

o ~ inn,outn)* .
et on parlera alors de bégaiement. De méme P=U"MtM s ponrésente une

P . . . inn
réduction bégayante qui commence par un —> .
Dans ce cadre, on peut interpréter les formules introduites précédemment :

Lemme 6.1.1 Pour tout processus P et toute formule A,
- PE{(inn))A ssi P est de la forme inn.P’ et il existe P tel que

P Soutn,inn * P et P//le .
- PE({outn))A ssi P est de la forme outn.P’ et il existe P tel que
P ginn,outn * P et P//':A,
- PE{({openn))A ssi P est de la forme openn.P’ et il existe P tel que
P'= P et P'EA;
Notation : On adoptera la notation générique ({cap)).A pour ces modalités,

. O, (cap) .
et de méme on notera indifféremment =" la relation = pour cap = openn, la
. outn,inn)”* . . inn,outn)*
relation —utminni’, pour cap = inn, et la relation (innoutn)” pour cap =

outn, de telle sorte que le lemme précédent s’énonce : PE={{cap))A ssi il existe
P’ tel que P = cap.P’ ot P/ <C:a£> EA.
Ces formules sont a comparer a celles de logiques modales comme la logique

de Hennessy-Milner. Il existe une différence majeure entre ces deux logiques :
en logique des Ambients, les formules sont basées sur le modele intensionnel {on
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définit des modalités de capabilités), tandis qu’en logique de Hennessy-Milner
on se place au niveau extensionel par des modalités d’actions.

Il v a deux raisons a ce choix de I'intensionalité pour les modalités de la
logique des Ambients et des autres logiques spatiales. D'une part on cherchera
effectivement par la suite & caractériser 'intensionalité de la logique, et donc a
caractériser des capabilités et non des actions, mais aussi d’autre part on ne sait
pas dériver de formule extensionelle pour toutes les actions; en particulier pour
I'“action” 2" on ne connait pas d’encodage de la modalité correspondante.

Une conséquence indirecte de I'intensionalité de ces modalités est que la for-
mule —{{cap))—A n’exprime pas la variante [cap].4, qui force toutes les réductions
& satisfaire A (il suffit de prendre un processus non gardé par une instruction).
Pour exprimer la modalité duale [cap].A, on posera la définition

feapld < ({cap)) T A —({cap))—A

pour laquelle on a
Plfinn]A ssi 3.P.P=innP A VP p ninn, pres preg

et de méme pour les autres capabilités.

On n’étudiera pas ici le cas des communications, mais par des formules ana-
logues on saurait caractériser les processus messages et réception (voir annexe
A.2).

On notera enfin que la formule

ef
Feap.0 def [cap]O

n’admet comme modele que le processus cap.0, ce qui est 'une de nos premiéres
formules caractéristiques.

6.1.2 Formules pour les instructions persistantes

Afin de préparer le terrain a I'étude de intensionalité de la logique des
Ambients, on veut exprimer l'opérateur de réplication par des formules logiques,
puisqu’alors on aura traduit au niveau logique toutes les constructions du calcul.

La réplication s’interprete dynamiquement comme la persistance d’une ins-
truction au-dela de son exécution. On peut donc chercher & caractériser une
instruction répliquée par le fait qu’apres un nombre quelconque d’exécutions de
cette instruction, elle reste toujours disponible. Pour considérer une exécution de
longueur arbitrairement longue, il suffit de considérer plus généralement toutes
les exécutions du processus, d’ou 1'usage de la modalité OA. On place ensuite
Iinstruction répliquée dans un contexte qui lui fournit un nombre non fixé d’in-
teractions conjuguées {on utilise la méme idée pour caractériser un ambient
répliqué).

On suppose donc que 'on a déja trouvé une formule A4 qui caractérise les
processus de la forme cap.P, et on va construire une formule qui caractérise
(& dépliage de ! pres) les processus de la forme lcap.P avec cap.P qui satisfait
A. La formule pour la réplication contient une premiere partie A% qui garantit
que le modele contient un certain nombre de copies de modeles de A, mais rien
d’autre. La seconde partie exprime la persistance de 'une des copies.
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La formule pour la persistance dépend de l'instruction cap : dans chaque
cas, 'environnement de test reprend les instructions et agents conjugués avec
I'instruction cap. Ainsi pour caractériser un inn répliqué, on va mettre P dans
lenvironnement m|[P|loutn]|n[0] et vérifier que m peut rentrer une infinité de
fois dans n. Pour outn, on procede de facon symétrique, pour openn, on prend
lenvironnement de test P|In]0] et on vérifie que 'on peut ouvrir des ambients
n une infinité de fois, et symétriquement pour ambient répliqué.

A L (1-4)"
Repinn(A4) = A A
Nm. (Foawno)® > (0] & 00 (n[mlA| T)]))@m
Repoutn(A) & A‘” A
m(Finno)® > (nu > O O(m[A]| T[] ))@m
Repopenn(-A) o -Aw A (TL[O]) (-A | T )
Repj(A) = (n[A)Y A <fopenno>w > O (n[Al | T)

Détaillons par exemple le cas du inn. On fait les hypotheses suivantes sur
une formule A :

1. tous les modeles de A sont de la forme inn.P
2. siinn.PEA et si inn.Q est un sous-terme de P, alors inn.QQ f=A

La premiére hypothese signifie que A reconnait I'instruction inn, et on souhaite
donc que Repjy,,(A) reconnaisse Uinstruction persistante lin n. La deuxieme hy-
pothese va nous permettre de vérifier que la réplication apparait bien sur la
premiere instruction inn rencontrée. Cette derniere condition sera par ailleurs
systématiquement satisfaite dans la construction de formules caractéristiques
(cf. chapitre 7).

Soit P un processus quelconque; on a alors :

P = Repinyn(A)
< P=(OinnAl(OinnB|...|(HinnP, , innPEA
et m[P|(Dout nfoutn|...|outn]|n[0] | OO (n[m[A|T]]) (m quelconque)

et le processus m[P|(!)outnjoutn|...|outn||n[0] constitue environnement de
test du processus P.
Si dans P 'un des inn.P; est répliqué, alors tout P’ auquel se réduit

m[P|(Nout nloutn|...|outn]n[0]

contient ce inn.P; répliqué a l'intérieur de m, donc il existe P” tel que P/ = P”
tel que m est rentré dans n et dans m il reste toujours un composant qui satisfait
A, ie P"En|m[A|T], donc P'EOn[m[A|T], et ce pour tout P’, donc

m[P|(Noutnloutn|...|outn] | n[0] E OO n|m[A|T].

Inversement, si aucun des inn n’est répliqué, par des aller-retours de m dans
7 on peut exécuter tous ces inn, et la réduction

m[Ploutnjoutn|...|outn] | n[0] = m[Py]...|Pk] | 0]
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permet d’épuiser toutes les capabilités inn présentes au premier niveau. On
souhaite conclure que m ne peut pas rentrer dans n, mais ce n’est pas vral a
priori, puisque les P; peuvent eux aussi contenir des inn, voire des inn répliqués.
Mais si malgré tout m[Py|...|Ps] | n[0] sait se réduire & un processus n|m[P’]],
P’ contient des sous-termes des inn.P;, qui par hypothése ne peuvent pas sa-
tisfaire A, donc n[m[P']] /=n[m[A|T]], et ce pour tout P'. On en déduit que
m|P1]...|P] | n]0] EOR[m[A|T]], et finalement

m[Ploutnjoutn|...|outn] | n[0] JE OOn[m[A|T]].

Le méme raisonnement s’applique aux autres instructions (voir annexe A.2).
Pour la suite, on retiendra le résultat suivant, ou 'on a encore renforcé 1’hy-
pothese faite sur A en se basant sur les notions de degré de séquentialité et de
profondeur introduites au Chapitre 1.

Lemme 6.1.2 Soit A une formule dont tous les modéles ont le méme degré de

séquentialité, et soit cap une capabilité donnée. On suppose de plus que tous les
modéles de A sont de la forme inn.P. Alors P=Repcap(.A) ssi P est de la forme

lcap.P1|(Dcap. Py ... |(Dcap. Py
avec cap.P;EA pour tout i (les | entre parenthéses sont facultatifs).

Lemme 6.1.3 Soit A une formule dont tous les modéles ont le méme degré de
profondeur. Alors PE=Rep,,(A) ssi P est de la forme

tn[Pr][(Dn[R2]] . . . [(Dn]P]
avec PiEA pour tout i.

Ces résultats montrent que dans une certaine mesure on peut exprimer
dans la logique 'opérateur de réplication !— du calcul des Ambients. Avec les
opérateurs 0, n[—] et —|— qui sont primitifs & la logique, et les capabilités
cap.—, on a donc vu comment exprimer 'intégralité du calcul sous 'angle lo-
gique. Ceci permettra par la suite de dériver des formules caractéristiques des
processus. Mais pour l'instant, on souhaite présenter deux autres résultats qui
illustrent I'utilisation des jeux contextuels dans la caractérisation de propriétés
syntaxiques des processus.

6.1.3 Autres jeux contextuels

On va maintenant montrer comment par une mise en contexte assez simple
on peut faire jouer toutes les capabilités d’un processus de fagon a en ronger la
substance peu a peu. Ce procédé a deux applications immédiates. D’une part,
il permet de caractériser les termes finis par rapport & ceux qui contiennent
des éléments persistants; en effet les termes finis sont ceux que 'on peut ron-
ger jusqu’au 0, les termes infinis gardant leurs éléments persistants. D’autre
part, il permet de ramener en surface n’importe quel sous-terme par usure des
couches supérieures. On peut alors quantifier sur 'ensemble des sous-termes du
processus et vérifier 'existence d’un sous-terme qui exhibe un nom donné n en
surface. Un tel sous-terme existe si et seulement si le terme initial contient n a
une profondeur arbitraire, autrement dit si n est un nom libre. On peut alors
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exprimer 'occurence d’un nom libre par une seule formule (que l'on a notée ©n
au Chapitre 3).

Commencons par exprimer la finitude. On a vu précédemment que par des
mises en contextes on peut permettre au processus d’exercer ses capabilités.
La mise en contexte dépend toutefois de la capabilité que I'on considere. Ici on
cherche une mise en contexte qui recouvre toutes les situations requises. Pour les
mouvements inn et outn, il faut que 'on ait mis le processus a 'intérieur d’'un
ambient m et qu’en parallele ou autour se trouve un ambient n. Pour les openn
ou les n[.], on doit plus simplement placer en parallele I’élément conjugué. On
représente ses deux situations par la mise en contexte de P

m[P|Pinout|Popenamb] | Pi/nout

oll
— Pour contient les capabilités in et out de mouvement inverse de celles de
P,
— P! ... contient des ambients objets de ces méme capabilités in et out,

— Pypenams contient les ambients et open conjugués de ceux de P.
Par exemple, pour le terme P = inn.a[0], on aura la mise en contexte

m[P | outn.0lopena.0] | n[0].

Si 'on exécute P dans un tel contexte, on pourra user tous ses éléments et se
réduire & m[0]|n[0]. En rajoutant un processus Pyq,, qui contient tous les open
conjugués de ces ambients, on aura donc

m[P|-Pinout|Popenamb] | 'ZDi/7Lout|PgaTb = 0

pour un P fini, alors que pour un P infini qui contient un sous-terme !P’ avec
P’ # 0, | P’ restera toujours un sous-terme de tout réduit de P dans un contexte
quelconque!. On en déduit le lemme suivant :

Lemme 6.1.4 Un processus P est fini ssi il existe Py, Py et un nom m & fn{P)
tel que m[P|P,]|P» = 0.

Cette propriété particulierement simple s’exprime par la logique de la facon
suivante :

Corollaire 6.1.5 Un processus P satisfait la formule

Nm.T » (T > OO)@m

sst P est fini.

Voyons maintenant comment exprimer 'occurence de nom. Le procédé de
rognage de terme fait intervenir les termes Pinout; Pout» Popenamb QUi sont
plats, autrement dit dans ces termes tout préfixe, capabilité ou ambient, est
immédiatement suivi de 0. Ce type de processus se caractérise facilement par la

formule logique

P|3t déf (Elm Finmo V Foutmo V fopenm.o \/m[o])w

LCeci pourrait éventuellement étre mis en défaut si le calcul contenait un opérateur de
choix P + @Q. Dans ce cas, ce résultat serait certainement a revoir.
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Pour les processus plats, déceler la présence d’un nom libre revient a exa-
miner la surface du processus. Cette opération est réalisable dans la logique
a partir des formules pour les capabilités définies précédemment. En effet, la
formule

©n (((inn)). T v ((outn)). T Vv ({openn)).T Vv n[T]) | T
caractérise les processus dans lesquels le nom n est libre et apparait en surface.

Pour avoir n libre dans P, il suffit donc de mettre P dans un contexte de
rognage dans lequel on s’est assuré qu'il n’y a pas n (on ne rogne que les portions
de P qui enterrent I'occurence de n}, puis de tester occurence de n en surface.
D’un point de vue logique, cela donne :

©n % nm. (plat A=@'n) » ((plat A=©@'n) » © m[©'n] )@m
Le lemme suivant garantit U'interprétation de cette formule.

Lemme 6.1.6 Soit P un processus et n un nom. Alors n € fn(P) ssi il existe
m & n(P), P1, Pe, P’ tels que

— P1, Py sont plats et n & fn(Py) Ufn(Ps) ;

- m[P|P]|P; = m[P]

— n apparait en surface dans P’

Corollaire 6.1.7 P = © n ssin € fn(P)

6.2 Encodage de modalités en logique unifiée

On considére maintenant la logique unifiée vue au Chapitre 3. Bien que
cette logique soit beaucoup moins riche que la logique des Ambients, on va
montrer qu’elle est suffisante pour exprimer les instructions du modele auquel
on 'applique, que ce soit le m-calcul synchrone ou asynchrone, ou dans une
certaine mesure les Mobile Ambients.

6.2.1 Modalités fortes pour le n-calcul et les Ambients

On se place donc dans le cadre de Ly pour la suite de cette section. On
commence par interpréter la modalité G4 au sens fort, antrement dit PECA
si il existe P’ tel que P — P’ et P'=.A. Cette interprétation permet de dériver
des formules qui expriment les capacités avec peu de complications techniques.
La démarche est toujours la méme : on cherche tout d’abord a définir une notion
d’atome, puis on s’en sert comme testeurs dans un jeu contextuel, et enfin on
reconnait les capabilités du calcul.

Regardons tout d’abord le cas du m-calcul synchrone. On consideére les for-
mules suivantes :

lnstr < Un. -n®Cn A 1
test(n,m) = llnstr A @n A ©@m A (1lnstr » <©0)
(input(m(n)))A CT linstr A Un. (test(n, m) » OA)
def (input(m(a)))test(m’, a)
linstr A
Nm!. (m —m’) » <O (test(m/,n)]A)

m —o m’

(output (mn)) A %'
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— La formule 1llnstr caractérise les processus de la forme a(z).P ou @(h).P :
ce sont les atomes du calcul; dans le cas ou la restriction de nom est
présente dans le calcul, la formule 1 ne suffit pas a vérifier que le terme est
bien gardé par une capabilité, puisque par exemple (vn)(@(n)|7{a)) est un
modele de 1.

— La formule test(n,m) caractérise la paire de processus {7i{m),m(n)}. Les
modeles de test(n, m) sont en effet des processus qui s’achévent aprés une
interaction, donc de la forme a(z).0 ou @{n).0, mais comme ils ont de plus
deux noms libres, on élimine le cas de a(z).0 (cette formule n’a donc de
sens que pour m # n).

— La formule (input(m(n))).A caractérise les processus de la forme m(n’).P
tels que PEA(n' « n). Lambigiiité sur le role de m et n est levée par le
fait que l'on prend n frais pour P et qu’on s’assure que U'interaction avec
P est possible.

— La formule? m — m/ caractérise la paire de processus {m(z).m/(z).0, m(z).Z(m')}.

— La formule {(output(mi(n))).A caractérise les processus m(n).P tels que
PEA. On se sert du processus m — m’ pour lire le nom qui a été émis
par P.

On a donc pu définir des formules pour toutes les capabilités du calcul. Par
rapport au cas des Ambients vu précédemment, les modalités sont fortes au sens
ou 'on observe le terme directement gardé par la capabilité et non une de ses
évolutions. Par contre, on est toujours sur des modalités syntaxiques, et dans
ce cas la modalité (output(m(n})).A et la modalité [output(mi(n))].A définie par
dualité sont équivalentes.

Dans une certaine mesure, on peut exprimer les modalités d’action & la
Hennessy-Milner. En effet, les formules suivantes

(ab)A " Um. ((output(a(b)))(output(m(m)))0) » < (((output(m(m)))0) | A)

(ab)A Um.a—m » < (test(b,m)|A)
@b)yA ' p@ab)A

def

correspondent précisément aux actions :
— P E (ab)A ssi il existe P’ tel que P b, pet P'E=A;

— P | (@b)A ssi il existe P’ tel que P P et P'=A;
- P (@®))A ssiil existe P’ tcl que P 7O pr ot P'=A.
Théoréme 6.2.1 La logique unifiée Efpat est plus expressive que la logique de

Hennessy-Milner pour le m-calcul synchrone.

m-calcul asynchromne. Les formules vues plus haut ne gardent pas a priori la
méme interprétation dans le calcul asynchrone, et surtout pas forcément I'in-
terprétation restreinte au calcul asynchrone, puisque ’ensemble des processus
introduits par > n’est plus le méme. Pourtant, dans ce cas particulier, les for-
mules des capabilités produites précédemment sont particulierement stables et
vérifient cette propriété. Ainsi la formule {output(m,n))A a pour seul modele
m(n), & condition que 0F.A. En revanche, on ne peut pas définir les modalités

21a notation est empruntée aux linear forwarders de Laneve [GLWO03]
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d’action %% & cause de l'absence d'un testeur fiable (qui serait de la forme
a(b).P’). Ce fait a déja été remarqué dans 'étude de la bisimilarité de processus
asynchrones (voir [SWO01], p.198), et conduit & ne considérer comme observable,
au sens de la bisimulation a barbe asynchrone, que les seules barbes d’émission
|z

Les Ambients. On peut changer plus radicalement de calcul et considérer le
calcul des ambients avec noms restreints. La formule llnstr caractérise alors
les processus de la forme cap.P, ou n[P] avec P sans nom restreint externe (&
cause de la regle n[(vm)P] = (vm)n[P]). On ne pourra pas différencier inn
de outn parce qu’il faudrait une mise en contexte a laide de (—)@n pour que
ces capabilités puissent étre exprimées. On peut regrouper les deux cas n[0] et
openn.0 en un seul sous la formule

€

1Atom def linstr A (llnstr O O)

qui n’admet de modeles que sous I'une de ces deux formes. Puis pour distinguer
la construction n[—] de openn.—, on utilise le fait que I'une est bloquante et
I’autre non. Ainsi, la formule

TestAmb def linstr A (1Atom O 1Atom)

admet pour seuls modeles les processus de la forme njopen m.0|m[0]]. Enfin,
on peut utiliser le processus TestAmb et le test d’occurence de nom (©n pour
dériver les formules pour la capabilité openn et la construction n[—].

(openn)A % 1lnstr A Vim. ((TestAmb A ©n A ©m) » < ((1Atom A ©m)?|A))
(n[-])A © Tinstr A Um. ((openn).(lAtom/\@m) > < ((1Atom/\©m)|A))

Pour résumer, on peut établir le résultat suivant :

Lemme 6.2.2 [l existe des formules (input(a,n)).A, (output(a, b)).A, (openn)A,
et (n[-])A de la logique unifiée telles que :
— dans le m-calcul synchrone (resp. asynchrone), P={input(a,n))A ssi P =
a(n’).P" avec P'=A(n < n').
— dans le w-calcul synchrone (resp. asynchrone), PE={output{a, b))A ssi P =
a(b).P' avec P'=A (resp. PE{output(a,b))0 ssi P = a(b))
— dans le calcul des ambients, P=(openn)A ssi P = openn.P’ avec P'EA.
— dans le calcul des ambients, P={n[—|).A ssi P = n[P'], P'EA et P’ ne
contient pas de noms cachés erternes (ie pour tout P”,m tel que P’ =
(vm)P", m & fn(P")).

On voit donc que l'on sait exprimer de nombreuses capabilités du calcul
sous-jacent a l'aide de la logique unifiée. Toutefois, de nombreux constructeurs
manquent. D’une part, la réplication, qu’il ne semble pas possible d’exprimer
dans 'interprétation forte de la modalité ¢ 4. D’autre part les capacités inn et
outn. Enfin la modalité d’ambient (n[—]).A n’est pas tout & fait équivalente a
la construction n[A4] de la logique des ambients.

Malgré ces limitations, les formules développées ici tendent & montrer que
I'approche des logiques spatiales est fondamentalement intensionnelle, au sens
oll méme sans constructeurs logiques relatifs au calcul sur lequel elle porte (la
formule @{n) en logique spatiale du 7-calcul, les constructeurs n[—] et (—)@n
en logique des ambients), une logique spatiale dépouillée parvient & caractériser
pour une bonne part la syntaxe du calcul.
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6.2.2 Modalités faibles pour le 7w-calcul

On souhaite renforcer le résultat précédent en montrant qu’il s’applique aussi
bien au cas de I'interprétation forte de G4 qu’a linterprétation faible

PEoA si 3P. P = P et PEA

que on adopte dans cette section. Par ailleurs, on n’étudie ici, par souci de
concision, que le cas du w-calcul, mais les méme idées s’appliquent aussi au
calcul des ambients.

Le plan général de la caractérisation des capabilités est toujours le méme : on
cherche & caractériser les “atomes” du langage, puis on en utilise des suffisament
particuliers pour jouer le role de testeur, et enfin on encode les capabilités a 1’aide
du testeur. Dans le cas fort, les atomes étaient les processus a(z).0, @(n}).0, n[0],
etc. Dans le cas faible, il est difficile d’avoir acces a ce type de processus a cause
des nombreuses évolutions possibles du sous-terme gardé P dans la construction
«.P. Mais on peut en revanche caractériser des processus qui restent “petits” au
cours de leur réduction. Plus particulierement, on va s’intéresser au processus
de la forme

1.0 ... 0.0

ol les « sont des gardes (sans restriction v). Un tel processus est purement
séquentiel, au sens ou son systeéme de transition étiqueté est une chaine. On
appelera par la suite séquentiel un tel processus.

On cherche donc a caractériser les séquentiels. On peut remarquer que tout
séquentiel P admet au moins un séquentiel conjugué P, et que P|P se réduit a
0. De plus, au cours de la réduction, on observe en permanence deux séquentiels
en parallele, et toute autre forme de processus est écartée. On appelera une
telle forme de réduction un dialogue, ce que l'on peut exprimer par la formule
S0 A O(2V0). On cherche donc & caractériser les processus séquentiels par la
formule

Linstr A (Instr » ((© 0) A O(2Instrv 0))).

ol 'on a noté 2Instr la formule llnstr|llnstr. Cette formule est toutefois impar-
faite; en effet, si I'on prend le processus P = a(x).(b(y).0b(c)), ce n’est pas
un séquentiel et pourtant il vérifie la formule précédente (lorsqu’on le met en
présence de @(b)). On utilise alors une propriété du mode d’échange de noms
en 7m-calcul monadique. A chaque étape de réduction d’un dialogue, un des pro-
cessus émet un nom et 'autre le regoit, donc en particulier un agent ne peut
augmenter sa connaissance que d’au plus un nom en une étape de réduction®.
Plus précisément, on se place dans la situation suivante :

- P,@, Ry, R sont des processus gardés (ils satisfont llnstr).

— P, R; contiennent les noms libres a et b

— @, R ne contiennent pas les noms libres a et b.

Alors Ry est nécessairement un sous-terme de P ; plus précisément, on est soit
dans le cas (P,Q) = (a.R1,@.Ry), soit dans le cas (P,Q) = (a.(R1|R2),@.0).
Dans tous les cas, Q ne “branche” pas apreés son instruction de téte, ce qui est
justement la propriété que 'on cherche a tester pour caractériser les séquentiels.
On en déduit le résultat suivant :

3A ce point, on utilise de facon cruciale le fait que le m-calcul considéré est monadique. Le
résultat de cette section serait peut-étre & revoir dans le cas polyadique.
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Lemme 6.2.3 Soit Thread la formule

Thread % 1lnstr A
Nn,m. (testeur(n,m) > ( Otesteur(n,m) A

O(testeur(n, m)|(teste(n, m) V 0))))

avec testeur(n, m) 4 Jinstr A ©nA©m et teste(n,m) 4 Jinstr A -©nA—-Cm.
Alors dans le m-calcul synchrone, PE=Thread ssi P est un séquentiel.

Un séquentiel sera dit bavard si il ne contient que des messages. Un séquentiel
qui discute avec un séquentiel bavard et qui a quelque chose de neuf & dire ne
I'aura toujours pas dit a la fin de la discussion puisque le bavard ne I'aura pas
écouté. Cette propriété permet de caractériser facilement les séquentiels bavards.

On note Thread(nq,...,nk, =mq,...—my) pour la formule Thread A ©nq A
e A©ng A©mg A -+ A(©my. On considére alors la formule

Bavard % Thread A
Vin,m (Thread(n,m) > O ((Thread(—n, —m) V 0)| Thread(n, m))

Soit P un séquentiel bavard, et (Q un séquentiel qui contient deux noms frais n et
m pour P. Soit R tel que P|@Q = R. Deux cas sont possibles : soit R = P'|Q’ avec
P qui se réduit & P’ par des émissions et ) qui se réduit & @' par des réceptions,
et dans ce cas P’ n’a pu apprendre aucun nouveau nom et (Q n’a pu oublier
que des noms communs avec P, donc P’|Q'=Thread(—n, —m)|Thread(n, m), soit
R = @' un sous-thread de ) qui contient toujours les noms frais, donc non nul.
Si P n'est pas un séquentiel bavard, il est de la forme &.a(z).P’ ol & est une
suite de messages et P’ un séquentiel éventuellement nul. Dans ce cas on pose
Q = B.a(m).a{n) avec m,n frais pour P et 3 la suite de réceptions conjuguées
de a. Alors P|Q = P'{™/z}|a{n), et P'{™/z}a{n) /E=(Thread(—n,—m) Vv
0)|Thread(n, m). Donc la formule Bavard caractérise précisément les séquentiels
bavards.

On va maintenant caractériser quelques séquentiels courts, qui fourniront les
testeurs essentiels pour 'encodage des capabilités.

1Ecoute % Thread
A Bavard » O0
A Bavard > O(Thread—Bavard)
0 = 1Ecoute A ©m
0 = Thread A (m(n).0 > <0)
m(n)pn) < Thread A Un. (m(n).0 » Op(n))
) = Thread A (m(n).0 » Op(q).0)

La formule 1Ecoute caractérise les séquentiels de la forme m(n).0 : en effet, le
conjugué de ces séquentiels est bavard, et a la fin de toute discussion avec un
bavard, si il reste un des séquentiels ¢’est nécessairement le bavard. Les autres
formules caractérisent les processus qui correspondent & leur notation.

On définit enfin les formules pour les actions & la Hennessy-Milner, puis pour
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les capabilités :

{lan))A = Up,q. (@ln)Bla) > ©(@B()|A))
({In(a,n)))A C lnstr A Un. ({an))A

(@NA = Up,q. (aln).pln) > OG0)A))
((Out(a, b)) A < 1lnstr A ((@b))A

Lemme 6.2.4 Dans le w-calcul synchrone,
- PE={{In(a,n)))A ssi il existe n', P’, P" tels que P = a(n’).P’, P' = P”",
et P'=A(n < n')
- PE{{Out(a,b))).A ssi il existe P', P" tels que P = a(b).P’', P = P, et
P'=A;
- P={(ab}).A ssi il existe P’ tel que P b P et P'=A.
— PE{(ab)).A ssi il existe P’ tel que P 2o P et P'E=A.

Le cas du n-calcul asynchrone. Les séquentiels asynchrones ne comportent
qu’au plus un message. Donc un dialogue de deux séquentiels ne dure que le
temps d’une communication. Comme dans le scénario de la formule Thread,
on demande au testeur de connaitre deux noms frais pour le testé, c’est qu’il
les contient sous sa premiere capabilité, qui est donc une réception, et par
conséquent le testé est nécessairement un message. On en déduit que la for-
mule Thread caractérise exactement les processus messages Ti{p). A partir de 14,
on encode facilement la modalité {{In(a,n))).A (mais pas la modalité ({ab))A,
comme précédement en sémantique forte).

Il est intéressant de noter que la stabilité des formules par changement de
fragment que l'on avait observée pour les modalités fortes n’est plus du tout
respectée en sémantique faible : pour avoir cette propriété de stabilité, il fau-
drait que Thread caractérise tous les séquentiels synchrones, et pas seulement
les messages.

6.3 Conclusions sur les jeux contextuels

Les jeux contextuels traduisent 1'idée, en apparence contradictoire, qu’un
systeme peut étre mieux observé lorsqu’on y rajoute des éléments. Les propriétés
que I'on observe ce faisant sont trés intensionnelles : constructeurs du calcul,
finitude, noms libres... et on verra au chapitre suivant que 1’équivalence logique
est elle aussi tres proche de la congruence structurelle, ce qui est radicalement
différent de la logique extensionnelle de Hennessy-Milner.

L’altération du systeme testeur/testé, traduite par le connecteur <, est au-
tant essentielle que la mise en contexte & ’aide de 'implication spatiale >. On
peut comparer la requéte logique & une mesure et le processus & un systeme
gu’on met a I'étude. En sciences expérimentales, bien que fortement souhai-
tables, les mesures non intrusives sont rares, on est le plus souvent amené a
introduire les appareils de mesure au sein du systéme observé. Le risque est
alors de voir le systeme altéré par ces appareils de mesure.

En logique spatiale, sans introduire de testeurs dans le systeme que 'on
étudie, on ne sait donner qu'une observation grossiere. De méme on verra au
chapitre 8 que sans la possibilité d’altérer le systeme, la mise en contexte perd
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tout a fait son intérét, et donc qu’en quelque sorte les logiques spatiales sont
soumises & la méme contrainte que les sciences expérimentales : altérer pour
mesurer.

Les logiques spatiales, comme on I’a déja annoncé, sont fortement intension-
nelles. Le raisonnement contextuel, toutefois, ne participe pourtant apparem-
ment en rien a 'observation interne du systeéme, et les véritables connecteurs
intensionnels sont plutét |, n[—], n®—.

Un résultat de Daniel Hirschkoff [Hir04] montre qu’effectivement, dans le
cadre du w-calcul, une logique spatiale qui ne considere que les adjoints, et
non les connecteurs intensionnels, est completement extensionnelle. Ce résultat
se démontre en suivant certaines techniques développées ici, avec de fortes
contraintes néanmoins du fait de ’absence de caractérisation des processus
gardés par un instruction (formule 1llnstr). Cette équivalence entre extension-
nalité et jeu contextuel (spécifique au cadre du w-calcul), n’est pas sans rap-
peler I’équivalence entre la bisimulation et la congruence a barbe, méme si
les techniques mises en oeuvres pour établir ces équivalences sont relativement
différentes.



Chapitre 7

Intensionalité

On a vu que les logiques spatiales permettent d’exprimer de nombreux
connecteurs du calcul qu’elles examinent. Cette situation est tres différente de
celle observée dans le cadre des logiques modales comme la logique de Hennessy-
Milner pour le m-calcul. Par exemple, une logique spatiale fera la différence entre
les processus a.a et ala, alors qu’ils sont bisimilaires, donc indiscernables par les
logiques modales.

On a initialement défini la logique spatiale au-dessus de la classe de congruence
structurelle du processus examiné, et on voit sur cet exemple que ’on ne pour-
rait pas étendre cette définition & sa classe de bisimilarité, ce qui fait que le
systeme de transition étiqueté associé au processus ne correspond pas au niveau
d’observation adopté par la logique. La question qui se pose alors de fagon natu-
relle est celle du niveau d’observation induit par la logique dans 'examen d’un
processus. En d’autres termes, on cherche a caractériser 1’équivalence logique
P=1(Q entre processus.

Prenons ’exemple du 7m-calcul synchrone sous la logique unifiée avec modalité
de temps ©A forte. Pour tout processus (fini) P, on sait donner une formule
Fp qui reprend exactement la syntaxe de P (on utilise pour cela les connecteurs
intensionnels ® et | ainsi que les formules dérivées {In(n,m}).A et (Out(n,m)).A
vue précédemment). Pour tout processus @, on a alors QEFp ssi Q = P. On
en déduit que P=rQ entraine P = @, et comme par définition de |, P = Q
entraine P=y(), on a montré que

=L = =
c’est & dire que la logique unifiée est strictement intensionnelle sur le m-calcul
synchrone.

L’hypothese que OA est interprété au sens fort est essentielle. Sans cela, les
formules pour caractériser les capabilités {{cap)).A dans le cas faible ne font pas
porter la postcondition A sur le sous-terme P de leur modeéle cap.P, mais sur

un des réduits P’ de P (P ) P’). La construction par induction de Fp en
suivant strictement la syntaxe de P n’a donc plus de sens.

Dans ce chapitre, on va se concentrer sur la caractérisation de I’équivalence
logique sur le calcul des Ambients publics, dans le cadre de la logique des Am-
bients. La modalité de temps s’interprétant au sens faible, I’équivalence logique
est difficile a caractériser. On procede par étapes progressives :

71
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— On donne une reformulation opérationnelle de 1’équivalence logique sous
forme d’une bisimilarité dite intensionnelle, notée =2,,;. Pour cela, on re-
prend les observations induites par les connecteurs logiques, ainsi que les
observations dérivées correspondant aux formules pour les capabilités vues
au chapitre précédent.

— On montre la correction de =;,;, ¢’est-a-dire que la bisimilarité intension-
nelle induit ’équivalence logique. Ce résultat découle essentiellement de
la congruence de =2;,;.

— On montre la complétude de =2;,:, c’'est & dire que deux processus lo-
giquement équivalents sont bisimilaires. Ce résultat est difficile a établir
dans le cas le plus général. On ’établit tout d’abord pour un fragment
représentatif du calcul des ambients que ’on note M A;r. La preuve passe
par un résultat plus fort que la simple complétude pour M A : on établit
Iexistence d’une formule caractéristique Fp pour la classe de bisimilarité
intensionnelle de P. Autrement dit,

Q'pr ssi Q%int P7

ce qui entraine immédiatement =7 Crejy,.

— On établit ensuite le résultat de complétude sur le calcul tout entier. La
preuve de ce résultat utilise un découpage des processus entre une partie
“active” et une partie “gelée”. Par une particularité du calcul des am-
bients, la partie gelée d’un processus P’ réduit de P est prévisible & partir
de la partie gelée de P, ce qui restreint 'examen des images de P a un
ensemble fini sans faire I’hypotheése standard de finitude que 'on aurait
faite pour le m-calcul.

Une fois aquise la caractérisation opérationnelle de =, on cherche a U'interpréter
au regard des autres équivalences entre processus = et = :

— on donne tout d’abord une série d’axiomes valides pour = et non pour
=rL:

— on montre ensuite que pour un fragment significatif du calcul des Mobile
Ambients (noté M AJ%"), 'équivalence logique correspond & la congruence
structurelle, autrement dit la logique est strictement intensionnelle. On
discute aussi la prise en compte des communications dans ce résultat.

7.1 Bisimilarité intensionnelle

Dans cette section, on s’intéresse spécifiquement a la caractérisation opérationnelle
de =, en termes de bisimilarité intensionnelle. On établit la correction de
i, et sa complétude sur le calcul MA;r par la construction de formules ca-
ractéristiques.

7.1.1 Définition

On a vu que la logique permet de caractériser directement les constructeurs
n[—], —|— et 0, et indirectement les constructeurs !— et cap.—. On ne s’intéresse
pas pour le moment a la réplication, parce qu’en un sens elle est déja prise en
compte par la composition parallele. Par contre, toutes les autres observations
logiques, directes ou indirectes, fournissent des clauses de tests pour vérifier que
deux processus sont logiquement équivalents. On laisse de c6té pour le moment
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les jeux de tests directement proposés par les connecteurs adjoints’ — > — et
(—)@n, mais on prend néanmoins en compte le connecteur <. On définit alors
la bisimilarité intensionnelle comme suit,

Définition 7.1.1 =, est la plus grande relation symétrigue sur les processus
de MA telle que si P =~ Q, les processus P, Q) vérifient les conditions sui-
vantes !
- st P=0, alors Q=0;
— si il existe Py, Py tels que P = Py| Py, alors il existe Q1,Q2 tels que Q =
Q1|Q2, P1 Rint Q1, et Py Ripy Q2 ;
— si il existe n, P’ tel que P = n[P’], alors il existe Q' tel que Q = n[Q'] et
P/ int Q/ ;
— si il existe cap, P’ tel que P =5 P', alors il existe Q' tel que Q =5 <c:af
et P/ Nint Ql-
- 51 il existe P’ tel que P — P’, alors i existe Q' tel que Q = Q' et
P/ int Q/'

>Q/

On rappelle que la notation <c—if> représente = lorsque cap = openn, (innoutn)”

outn,inn)* . L. Y
lorsque cap = outn, et outninn)” lorsque cap = inn. Ainsi la bisimilarité est
confrontée au phénomene de bégaiement. Les processus

P = inn.outninnoutn et Q= Plinn.outn

. . s . N inn,outn)”
sont sur une boucle de réduction par bégaiement, au sens oty P=inutnl . o

et Q% P. P et ) savent donc se simuler I'un 'autre, ce qui entraine
que outn.P =, outn.Q). Comme on va le voir, ces deux processus sont aussi
logiquement équivalents.

On établit maintenant quelques propriétés de =2;,,; :

Lemme 7.1.2 Soit =, la relation symétrique définie précédemment. Alors

— ~ne est une relation d’équivalence.
- S P~y Q, alors In(P) = fin(Q).

Preuve: =;,,; est trivialement réflexive. La transitivité se prouve par examen
des clauses de jeu : la seule clause non trivialement transitive est celle des
capabilités, on montre la transitivité en utilisant en méme temps la clause des
capabilités et celle correspondant a <. L’égalité des noms libres se prouve par
induction sur la profondeur de 'occurence d’'un nom libre donné. O

7.1.2 Congruence et correction

La propriété que 'on aimerait prouver est la congruence de ~2;,;. On n’est
pas assuré d’avoir effectivement une équivalence logique qui soit une congruence.
Par exemple, pour la logique de Hennessy-Milner, I’équivalence logique (qui est
la bisimilarité) n’est pas une congruence dans le cas général. Ceci vaut aussi

LEn fait, on en a exprimé essentiel par les observations sur les capabilités. Cette approche
differe de Vapproche naturelle par des jeux de Ehrenfreuchl-Fraissé comume définis dans [DGG],
ot V'on définirait des clauses pour > el (—)@n sans se soucier des observations dérivées sur
les capabilités, donc nettement moins opérationnelle et moins facile & interpréter.
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pour les logiques spatiales : dans une logique sans référence aux noms, comme
c’est le cas dans la logique de CCS présentée au Chapitre 3, les permutations
de noms sont indiscernables, et on a a.0=7b.0 pour tout a,b. Dans ce cas, =,
n’est pas non plus une congruence puisqu’ alors a.0|a.0 ~1b.0[@.0 pour a # b.

Toutefois, dans notre cas, on a bien une équivalence logique qui est une
congruence, ce qui va faciliter la preuve de correction de =2;,;. La congruence de
=, N'est pas immédiate a cause de la clause de <. Pour établir ce résultat, on
passe par une variante syntaxique de la bisimilarité intensionnelle, dans laquelle
en particulier il n’y a pas de clause pour <. Cette relation passe clairement au
contexte, mais n’est pas a priori transitive, et la preuve de congruence de =2,
se ramene alors a prouver que les deux bisimilarités coincident.

Définition 7.1.3 =,,,, est la plus grande relation symétrique telle que si P =4y,
Q@ on puisse vérifier :
-siP=0, alors Q=0
— &1 1l existe Py, Py tels que P = Pi|Ps, alors il existe Q1, Q2 tels que Q =
Q1|Q2; Pl Risyn Ql; et P2 Nsyn QQ ;
— &1 il existe n, P’ tel que P = n[P’], alors il existe Q' tel que Q@ = n[Q’] et
P/ %syn Ql ;
— st il existe cap, P’ tel que P = cap.P’, alors il existe Q', Q" tels que Q =
cap.@’, Q' <C=af> Q" et P ~vgy Q.

Lemme 7.1.4 5i P =y, Q el si C est un contexte de processus de MA, alors

CIP] ~ayn CQI-

Preuve: On vérifie la propriété contraposée pour chaque constructeur du calcul.
]

cap

Lemme 7.1.5 Si P =35y, Q et si il existe cap, P’ tels que P = P', alors il
existe Q' tel que Q =% <c:a§> Q' et P =y, Q.

Preuve: P =% P’ signifie que P = cap.Py|Ps et P’ = Py|P,. On applique alors
la clause de |, puis la clause de cap.—, puis le lemme C.2.3. |

Lemme 7.1.6 Si P =2, Q et si il existe P' tel que P — P’ alors il existe Q'
tel que Q = Q'.

Preuve: En allant chercher la réduction ou elle a lieu, on écrit P = C[P1|P:],
P’ = C[P"] et P|P, — P"” ol P1, P> sont des capabilités ou des ambients,
et la réduction Pi|P, — P” est une interaction de deux agents/capabilités en
surface. Par les regles de | et n[—], Q@ = C'[Q1]|Q@=] avec C bisimilaire & C’, et
P, =24y, Qi. On vérifie alors & partir du lemme et de la clause n[] que Q1]|Q2
peut réaliser une interaction de méme nature (in, out, open) que Py et P, et
de plus par le Lemme C.2.3 que le résultat de cette interaction est bisimilaire a
P", d’ou le résultat. g

Corollaire 7.1.7 =, est transitive et ~gyn C ~iny

Preuve: Les Lemmes 7.1.5 et 7.1.6 assurent que =g, est une =;,;-bisimulation.
De plus, ils permettent d’établir la transitivité de la clause cap de =, qui était
la seule qui rendait cette propriété non triviale. O
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Lemme 7.1.8 = C Rgyn

Preuve: Il s’agit de vérifier que ~;,,; induit bien la clause de cap pour ~,yy.
On remarque que si cap.P ~,; @, par application des clauses | et 0 @ doit étre
insécable. On conclut alors par application de la clause cap de ~;,;. O

Corollaire 7.1.9 ~;,; et =, définissent la méme relation, qui est une congruences.

Cette propriété essentielle donne une preuve élémentaire de la correction de
~int. On a représenté dans =;,; tous les connecteurs intensionnels de la logique.
Pour ces connecteurs, =2;,,; est donc naturellement correcte. En revanche, on n’a
pas exprimé de clause de jeu correspondant aux adjoints > et (—)@n, mais la
congruence de ~;,; suffit & montrer que =;,; est aussi correcte vis-a-vis de ces
connecteurs :

Théoreme 7.1.10 Si P =~;,; Q, alors P=1Q, autrement dit pour toute formule
A,
PEA ssi QFE A

Preuve: Par induction sur A. Si A commence par un connecteur intensionnel,
on applique la clause correspondante de ~;,,;. Sinon A commence par un connec-
teur adjoint. Supposons A = A; > Ag, et PEA. Soit R tel que REA;. Alors
P|RE=A,, par le Lemme C.2.3, P|R =, Q|R, et par induction Q|REA,, et
ceci pour tout R, donc QF.A; > As. Supposons enfin que A = A'@n et que
PEA. Alors n[P]EA’, n[P] & n|Q] par le Lemme C.2.3, donc par induction
n|QIEA’, et finalement QF=A. o

Avant de clore cette section, on mentione une derniére propriété de la bisi-
milarité intensionnelle qui nous sera utile par la suite :

Lemme 7.1.11 Si P =, Q, alors ds(P) = ds(Q).

Preuve: On raisonne par induction. Moralement, la clause de cap impose que
ds(P) < ds(@) d’apres le Lemme 1.4.2, et par symétrie, on a ’égalité. O

7.1.3 Formules caractéristiques sur MA;r

On vient d’établir la correction de =;,; par rapport & =r. Pour en établir
la complétude, on a vu qu’en logique de Hennessy-Milner on doit prendre une
hypotheése de finitude sur Iensemble de processus ateignables par les actions

faibles <C:a£>. On raisonne ici par analogie, bien que 'on donnera ensuite une
preuve de la complétude sans hypothese de finitude.

La condition de finitude qui correspond a la image-finiteness pour le m-calcul
est la suivante dans notre cas :

Définition 7.1.12 On dit qu’un processus P vérifie la condition de finitude
sémantique si pour tout sous-terme cap.P’ de P, Uensemble quotient

geep def {P// . p <C:3§> P//}/

~
~int

est fini. On note M Ajp Uensemble des processus qui vérifient cette condition.
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Ce sous-calcul est stable par =2;,,:. Il comporte la plupart des processus envi-
sageables - on verra par la suite une condition de finitude plus restrictive pour
laquelle le sous-calcul est déja Turing complet - et n’interdit pas en particulier
I'utilisation de la réplication tant qu’elle reste controlée.

Exemple 7.1.13 Le processus n[linn.0] est dans M Arp, malgré Uinfinité de
ces réduits, puisque le seul sous-terme a inspecter est inn.0, et que 0 n'a qu’un
nombre fini d’images. De méme, le processus 'nflin n.loutn.0] est dans M Arp.
En revanche, le processus outn.linn.outn.n|0] n’est pas dans MA;p.

On va maintenant construire pour tout processus P € M Arr une formule
caractéristique Fp pour la classe de bisimilarité de P. La construction procede
par induction sur le degré de séquentialité de P et par induction structurelle sur
P. Comme cette induction n’est pas tout a fait standard, on la formalise ici.

Définition 7.1.14 On appelle ordre sous-terme dynamique la relation P < Q)
définie par P < @ si

— so0it P est un sous-terme strict de (}

- soit ds(P) < ds(Q)

Lemme 7.1.15 < définit un ordre bien fondé.

En effet, c’est 'union de deux ordres bien fondés, et si P est un sous-terme
de Q, alors ds(P) < ds(Q).

On établit maintenant un résultat d’inversion de =2;,,; qui permet de déterminer
précisément quels sont les processus bisimilaires a un processus donné. Ce résultat
d’inversion peut étre aussi vu comme une caractérisation inductive de ~;,,; pour
lordre sous-terme dynamique.

Lemme 7.1.16 Soit P, Py, P>, Q) des processus, et cap une capabilité. Alors :

— 02 QssiQ=0

— n[P] ®int Q ssi il existe @ tel que @ =n|Q’] et P~y Q.

— PPy e Q ssioil existe Qq, Qo tels que Q = Q1]Q2, P1 =it @1, et
Py mint Q2

- cap.P =~y Q ssi il existe Q' tels que Q = cap.Q’, P’
Q' <c:a§>zim P.

— 1P = Q ssi il existe une famille non vide (Q;);=1..k telle que Q =
1Q11(NQ2(NQs5| ... |(NQxk et P ~ipne Q; pour tout i =1... k.

(ca

:§>>

Nint Ql et

Preuve: A part pour la réplication, toutes les assertions découlent essentielle-
ment de la définition de =;,; et de sa congruence. Pour la réplication, le sens
“seulement si” découle lui aussi de la congruence. Pour le sens “si”, on remarque
qu'il suffit d’établir le résultat pour un processus P insécable. Alors par applica-
tion des clauses | et 0, on vérifie que @ ne contient que des processus insécables
bisimilaires a P, et qu’il en contient une infinité. a

On définit maintenant par induction selon < les formules caractéristiques des
processus de M A;p. A congruence structurelle prés, on se rameéne a construire
les formules caractéristiques de processus pour lesquels tout sous-terme !P est
tel que P est insécable.
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Fo €0 FnlP) ' nFp
Frgp, = FrlFp Fapr = ({cap))Fp A
[cap] V pregcr Frr
-7:!n[P] déf Repn[—}(n[fP]) ﬁcap.P déf Repcap(-;’:capAP)

On a besoin de lordre < plutot que de l'ordre sous-terme dans le cas de la
formule Fesp.p. On admet en effet que 'on a déja construit les formules ca-

ractéristiques pour tout P’ dans E5° = {P’: P ‘) P'} /. Ce qui est justifié
par P’ < cap.P d’apres le Lemme 1.4.2. L’hypothése de finitude sémantique est
elle aussi essentielle puisqu’elle garantit que la disjonction indexée par E5° est
finie.

Ces formules s’interprétent a 'aide des résultats du chapitre précédent (les
hypotheses de sélectivité sont vérifiées). De plus, elle traduisent précisément les
conditions nécessaires et suffisantes du Lemme B.1.18. On en déduit :

Théoréme 7.1.17 Pour tout processus P appartenant a M Arr, il existe une
formule caractéristique Fp, c’est 4 dire pour tout Q@ € M A,

Q':fp 881 Q%int P.
Corollaire 7.1.18 S5i P est un processus de MArp et P=1Q), alors P ~;,;: Q.
Si I'on ajoute a cela le résultat du Théoreme 7.1.10, on a donc

Corollaire 7.1.19 = et &, coincident sur M Arp, et Fp caractérise les pro-
cessus logiquement équivalents a P.

7.2 Complétude

Dans la construction des formules caractéristiques, ’hypothese de finitude
sémantique est essentielle. La clause des capabilités dans la bisimilarité inten-
sionnelle, caractéristique des bisimulations faibles, requiert d’aller examiner,
parmi tous les réduits d’un terme @ donné, si 'un d’eux est bisimilaire & un
autre terme P donné. Avec I’hypothése de finitude sur ces réduits, on peut par
une formule logique les examiner tous un par un.

On va maintenant établir la complétude dans le cas général, c’est-a-dire sans
hypothese de finitude. On ne peut donc plus examiner les réduits un par un en
une formule finie, mais on va décomposer I'examen des réduits en deux étapes :
dans un premier temps on se ramene a un ensemble de termes finis, et dans la
seconde étape on examine tous les cas restants. On explique maintenant 'idée
générale de ces deux étapes.

D’un terme, on sait exprimer clairement sa partie active a I'aide des connec-
teurs logiques primitifs et des formules pour les capabilités. Par partie active,
on entend ici I'arbre des localités et les capabilités portées sur chaque noeud
de localité, sans se soucier de ce dont elles sont suivies. C’est précisément cette
partie qui détermine quelles sont les réductions immédiates que peut réaliser le
processus. En revanche, les sous-termes gardés par des capabilités sont gelés,
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et ne jouent éventuellement un roéle qu’apres apres avoir été dégelés par une
réduction. Par la suite, on considérera cette décomposition d'un processus P en
un contexte actif C et une famille de termes gelés P, de sorte que P = C[]S]

Une propriété intéressante du calcul est qu’il ne peut que dégeler des sous-
termes, de sorte que si Q' est un réduit de @, les termes gelés de Q' étaient
déja présents dans ). De ce fait, les réduits @’ de @ qui ont pour contexte actif
un C fixé sont en nombre fini, puisque les termes gelés qui peuvent compléter
ce contexte sont & prendre parmi ’ensemble fini des termes gelés de Q. Cette
propriété permet donc de ramener ’examen des réduits de Q & un examen fini
en testant tout d’abord le contexte actif, puis en exprimant une énumération
finie sur les termes gelés.

7.2.1 Contextes actifs et termes gelés

Définition 7.2.1 Un contexte actif est un contexte C avec des trous numérotés
[l:, respectant la grammaire suivante :

C = 0| C|C | n[C]]|m[C] | cap.[]; | fcap.[; -

P’ est un processus gelé de P si il existe une capabilité cap telle que cap.P’ est
un sous-terme de P. On note geles(P) l'ensemble de ces processus.

Exemple 7.2.2 Soit P le processus in n.In[out n.open n.0] | n[loutn.0]. Un contexte
actif pour ce terme est C =inn.[1 | n[loutn.[]2], et on écrit alors

P = C(llnJoutn.openn.0],0]. Enfin 'ensemble des termes gelés de P est

geles(P) = {ln[outn.openn.0],openn.0,0}.

On établit tout d’abord une observation évidente mais qui est essentielle par
la suite.

Lemme 7.2.3 Pour tout P, geles(P) est fini.

La propriété suivante exprime le fait que les réductions peuvent dégeler des
termes gelés, mais ne peuvent pas en créer de nouveaux :

cap

Lemme 7.2.4 SiP =S Q,P — Q,P=Q ou P <c:a§> Q, alors geles(Q) C
geles(P).

On veut maintenant exprimer le fait que 'on sait exprimer le contexte ac-
tif par une sorte de formule caractéristique. La réplication complique un peu
les choses, puisqu’on a vu que 'on sait caractériser la réplication modulo la
présence d’autres copies bisimilaires mais éventuellement non structurellement
équivalentes au processus répliqué. On fait donc intervenir la notion de dépliage
suivante ; soient C,C’ deux contextes actifs, et ¢ une fonction des indices de
trous de C’ vers ceux de C. On notera C <1, C' si C'c = C, o1 (' est le contexte
actif dans lequel on renumérote les indices de trou par o.

Lemme 7.2.5 Pour tout contexte actif C, il existe un contexte de formule Fc
dans lequel & chaque trou cap,.[]; correspondent deux trous [|¥ et [|7, tel que
), siles formules

K3
pour tout processus P et toutes familles de formules (FY), (F]

F, € (cap)FS A [capi] P

ont des modéles de degré de séquentialité fixé, alors les deux propriétés suivantes
sont équivalentes :
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1. PEFC[F®, FY]

2. il existe C',0, P tels que P = C'[P], C <, C', et pour tout indice i de C',
cap;. PiEFo() -

Preuve: Par induction sur C. On utilise les mémes constructions que pour le
cas des formules caractéristiques. O

En comparaison, les contextes actifs sont caractérisés de fagon identique par
la bisimilarité.

Lemme 7.2.6 Soit C un contexte actif et P une famille de processus gelés.
Alors pour tout processus Q, les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. C[P] ~im: Q

2. il existe C',0,Q tels que Q@ = C'[Q], C <y C', et pour tout indice i de trou
de C', on a cap,.Q; ~int €ap,(iy- Loy -

Preuve: Par induction sur C (on applique le Lemme B.1.18). a

La clause faible des capabilités induit que pour vérifier que cap.P =2;,,: cap.(Q,
on doit chercher parmi tous les réduits de @ si 'un d’entre eux est bisimilaire
a P. Les formules caractéristiques de contexte actif permettent de restreindre
cette recherche a 'ensemble de tous les réduits de @@ qui commencent par le
contexte actif de P. Cet ensemble est alors fini d’apres le Lemme 7.2.3. On va
maintenant montrer comment développer cette idée pour établir la complétude.

7.2.2 Formules semi-caractéristiques

Un résultat de complétude de =~,; pour =, peut se voir comme la preuve
de l'existence de formules caractéristiques en un sens restreint. On dira que
F est semi-caractéristique pour P sur un ensemble de processus £ si pour
tout processus @ de £, QEF est équivalent & P =;,; (. La complétude peut
donc s’exprimer comme lexistence pour tout couple (P, Q) d’une formule semi-
caractéristique pour P sur le singleton {Q}. Pour établir la complétude, on
va établir 'existence d’une formule semi-caractéristique pour P sur ’ensemble

Eo = {Q : Fcap,Q ) Q'}, ce qui est un résultat plus fort mais fournit
I’hypothese d’induction adaptée.

Lemme 7.2.7 Pour tout P, il existe une formule F>qyqpy telle que
1. P':FZdS(P)’
2. pour tout Q, si QFEF>qqpy, alors ds(Q) > ds(P).

Preuve: On utilise le méme procédé que pour les formules caractéristiques,
sauf pour les capabilités, pour lesquelles on définit la formule F>p.p comme

{(cap)) F>as(p)- 0O

Théoréme 7.2.8 Pour tout couple (P, Q), il existe une formule semi-caractéristique
Fpqg pour P sur &g.

Preuve: On procede par induction sur le degré de séquentialité de P. Sids(P) =
0, ¢’est un arbre et P admet une formule caractéristique. Si ds(P) > ds(Q), alors
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Fs45(py convient (d’apres le Lemme 7.1.11. On suppose donc ds(Q) > ds(P). Une
utilisation intensive de I’hypotheése d’induction donne le résultat suivant :

VP; € geles(P),VQ; € geles(Q),3Fp, g, et IFg, p, semi-caractéristiques

Pour les F'p, g, , les formules viennent de I'hypothese d’induction, puisque ds(P;) <
ds(P). Pour les F, p,, deux cas sont possibles : si ds(Q);) < ds(P;), on peut aussi
appliquer Phypothése d’induction; sinon ds(@;) > ds(F;), et dans ce cas on
prend pour Fy; p, la formule F>q45q;) (ce qui est justifié par le Lemme 7.1.11).
On construit maintenant une formule F; qui caractérise précisément cap,.pP;
parmi tous les termes de la forme cap.R oti R € & = geles(P) U geles(Q). Pour
cela, on pose

def def
Fi<> = /\ Fp, R et FZ-D = - \/ Frp, .
ReE ReE\Ep,

et
Fi = ((cap))FY A [eap]F;

On vérifie alors que
cap.RE F; ssi cap.R =y cap,.B;

d’apres la clause de cap dans le Lemme B.1.18.

On note alors P = C[P] une décomposition de P avec C un contexte actif.
Alors Fc[(EP), (FF)] est la formule semi-caractéristique Fip ¢ cherchée. En effet,
d’apres le Lemme7.2.4, si Q' est un réduit de @, ses sous-termes gelés sont dans
Pensemble & sur lequel les formules F; sont justement expressives (en particulier
leurs modeles ont un degré de séquentialité fixé). On conclut alors d’apres les
Lemmes 7.2.5 et 7.2.6. O

Du fait qu’une formule semi-caractéristique de P sur £g est aussi une formule
semi-caractéristique sur {Q}, on a par ailleurs démontré le résultat suivant :

Corollaire 7.2.9 =; C =;,;.

En conséquence, et d’apres le Théoreme 7.1.10, on a donc démontré le
résultat suivant :

Théoréme 7.2.10 Deuz processus sont logiquement équivalents ssi ils sont in-
tensionnellement bisimilaires.

On a donc finalement donné une caractérisation opérationnelle, quasi syn-
taxique, de I’équivalence logique. Le fait d’avoir une bisimilarité faible ne permet
pas a priori de donner une caractérisation plus informative de I’'équivalence lo-
gique dans le cas général. Toutefois, sous certaines hypotheses, on va pouvoir
établir a partir de la bisimilarité intensionnelle une caractérisation plus précise
de I"équivalence logique. On peut par ailleurs établir une caractérisation similaire
dans un calcul des Ambients avec communications (voir annexes A.2, D.6, B.1
et B.3), ou avec des noms restreints dans le calcul et le connecteur de révélation
n®— dans la logique. Toutefois, on ne saurait pas établir un lemme équivalent
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au lemme 7.2.4 si le calcul comporte a la fois des noms restreints et des commu-
nications, comme dans le cas du 7-calcul? ; de méme on ne serait étendre cette
méthode a un calcul avec récursion au lieu de la réplication.

7.3 Axiomatisations

La bisimilarité intensionnelle donne une caractérisation exacte de I’équivalence
logique. On va maintenant chercher & situer cette équivalence logique vis-a-vis
des autres équivalences entre processus. On peut s’intéresser d’une part a la
congruence structurelle, qui est I’équivalence la plus discriminante entre proces-
sus, d’autre part a [’équivalence observationnelle, définie comme une congruence
a barbe sur le calcul des Mobile Ambients. C’est par cette derniére que 1’on com-
mence.

7.3.1 Axiomatisation extensionnelle

Il n’est pas clair que 1’équivalence logique, disons 1’équivalence observation-
nelle spatiale, et I’équivalence comportementale en terme de congruence a barbe,
soient des équivalences comparables, essentiellement parce qu’il n’est pas clair
sur la définition de la relation = que 'équivalence logique soient une congruence.
On a toutefois déja établi ce résultat, et 'observation d’une barbe | n corres-
pond au test par la formule G(n[T]|T). On a donc facilement le résultat suivant :

Théoreme 7.3.1 L’équivalence spatiale est strictement plus fine que la congruence
o barbe, autrement dit =, C =.

Preuve: L’inclusion est une conséquence de la possibilité d’observer les barbes
par la logique et de la congruence de =p, {Lemme C.2.3). Pour établir I'inclusion
stricte, on considere 1’égalité suivante vraie pour & et non pour =y, :

cap.P =~ cap|P pour P = cap.cap...cap

0

On peut de plus mentionner d’autres processus équivalents pour la congruence
a barbe, mais non pour =g, lorsque l’on considére des communications [San01] :

()P
(z)(z)

8x)O|P pour P = (z)(z)... ()0

Q

Le dernier axiome est typique des calculs avec communications asynchrones,
lautre est un équivalent de celui pour les capabilités. Une question ouverte
par Davide Sangiorgi est de donner une axiomatisation compléte des différences
entre =y, et ~.

2En effet, les termes gelés doivent étre clos par toutes substitutions possibles de noms
issus du contexte (voir annexe B.2.3); si le conlexte comporte un générateur de noms infinis
(ex : Wwn)a(n)), cela engendre moralement un ensemble de terme infinis. Ce point est mieux
expliqué en annexe B.2.3.
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7.3.2 Intensionalité sur M A7

On veut maintenant comparer =y, a la congruence structurelle. Par définition
de |=, linclusion
= C =¢

est immédiatement vérifiée. En revanche, malgré le caractere tres intensionnel
des observations spatiales, U'inclusion réciproque n’est pas vérifiée.

Exemple 7.3.2 On reprend les processus
P =linnoutn.inn.outn.0 et @ = Plinn.outn.0

alors les processus outn. P et outn.Q) sont bisimilaires, donc logiquement équivalents,
et pourtant outn.P # outn.Q). De plus, ces processus appartiennent au calcul
restreint MArp.

C’est I'existence de boucles entre processus qui fait qu’une caractérisation
plus fine de I’équivalence logique n’est pas possible dans le cas général. Pire, on
verra au Chapitre 9 que du fait de ces boucles de réduction ’équivalence logique
est indécidable sur le calcul complet.

Pour progresser, on fait donc I’hypothese que de telles boucles de réduction
n’existent pas sur les processus que ’on considerera. Plutot que de faire simple-
ment cette hypotheése, on donne une condition syntaxique sur les processus qui
induira 'absence de boucle.

Définition 7.3.3 On dit qu’un processus vérifie Uhypothese de finitude syn-
tazique si tous ses sous-termes cap.P sont tels que P est fini. On note M AT%"
Uensemble des processus qui vérifient cette hypothése.

Cette condition est plus restrictive que 'hypothese de finitude sémantique,

et on a la classification suivante
Ambients finis C MAWY C MAjr ¢ MA

ou chacun des sous-calculs est stable pour =2;,;.

Le processus out n.P de 'Exemple 7.3.2 est en effet dans M A;r et pas dans
M AT, alors que le processus In[lin n.outn.0] est dans M A7L" et pas dans les
Ambicnts finis.

Pour les Ambients finis, il n’existe pas de boucles de réduction, c’est & dire

Lemme 7.3.4 Si P,Q sont deuzr processus finis et si P — @Q, alors Q 7 P.
Preuve: On peut compter le nombre de capabilités cap(P) d’un processus a

= pres sur le calcul fini. Or cap(P) diminue strictement & chaque étape de
réduction. O

Théoreme 7.3.5 L’équivalence logique coincide avec la congruence structurelle
sur M AV, autrement dit si P € MAY, alors

P=;Q ssi P=Q.
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Preuve: On utilise la caractérisation inductive du Lemme B.1.18. D’apres le
lemme précédent, la clause des capabilités se réécrit

cap.P ~i Q ssi Q=cap.Q et Py Q

d’on le résultat. O

Ambients avec communication

Comme mentioné précédemment, la caractérisation de 1’équivalence logique
sur le calenl des ambients avec communications suit exactement le méme schéma.
que précédemment.

Dauns le cas de communications synchrones, on rajoute & la définition de =2+
deux clauses pour les émissions et réceptions, identiques aux clauses faibles pour
les capabilités :

— si P?—n>P’, alors il existe Q' tel que Q?—n> = Q et Py Q.

- si P£>P’, alors il existe Q' tel que Q!l» = Q et P ropps Q.

Dans le calcul M A%, on obtient donc le méme résultat que sans communica-
tion : équivalence logique et congruence structurelle coincident.

En revanche, dans le cas de communications asynchrones, comme on I’a déja
observé au chapitre précédent sur le cas du m-calcul, on ne sait pas encoder
exactement la modalité de réception, et on a donc les clauses faibles suivantes :

— si P = {n}, alors Q = {n).

- si PiP’, alors il existe @’ tel que Q[{n) = Q' et P’/ = Q.

De ce fait, les processus suivants sont bisimilaires :

ce qui est une nouvelle forme de bégaiement. Contrairement au bégaiement de
capabilité in et out, ce bégaiement ne disparait pas toutefois sur le calcul fini,
puisque sur ’exemple on n’utilise aucune propriété particuliere de P.

On définit alors la congruence structurelle modulo eta équivalence, notée
=g, en rajoutant 'axiome ()P =g (y)((y)|(z)P). Sur le calcul fini, on peut
alors identifier =g et =1 . Ce point est détaillé en annexe B.3.

7.4 Conclusion

On a développé pour le calcul des Mobile Ambients une caractérisation
opérationnelle en termes de bisimilarité, puis une axiomatisation, de I’équivalence
entre processus induite par la logique. Cette étude révele le caractére fortement
intensionnel des logiques spatiales sur les algebres de processus. Selon des hy-
potheses raisonnables, on peut en effet exprimer le fait que I’équivalence logique
correspond a la congruence structurelle. Une autre propriété marquante de l'in-
tensionalité des logique spatiales est que la bisimilarité qui leur est associée est
extréemement syntaxique, ce qui permet pour le calcul des Mobile Ambients d’en
établir la complétude dans le cas faible sans hypothese de finitude, la logique
ayant une expressivité suffisante pour pouvoir représenter ’opérateur infinitaire
de réplication.

Si ’étude de l'intensionalité de la logique est complexe sur les structures
dynamiques des algebres de processus, elle est en revanche immédiate sur des
structures statiques, dont la logique reflete directement toutes les constructions.
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Les connecteurs adjoints ne jouent donc aucun réle dans le pouvoir distinctif de
la logique.

Au dela du pouvoir distinctif de la logique se pose le probleme plus général
de son pouvoir expressif. Comme on va le voir maintenant pour les structures
statiques, les connecteurs adjoints sont parfois non seulement sans influence sur
le pouvoir distinctif, mais aussi sur le pouvoir expressif tout entier.



Chapitre 8
Minimalité

Les deux derniers chapitres ont donné des indications sur 'expressivité des
logiques spatiales sur les algebres de processus, soit a un niveau extensionnel par
I’encodage de modalités d’actions comme en logique de Hennessy-Milner, soit au
niveau intensionnel par la définition de formules caractéristiques des processus
modulo congruence structurelle. On s’intéresse maintenant & I'expressivité des
logiques spatiales vis-a-vis d’elles-mémes, indépendemment des modeles aux-
quels on les applique *.

On cherche donc a comprendre quels connecteurs logiques peuvent étre ex-
primés par une logique spatiale, ou plus précisément les dépendances qui peuvent
exister entre les multiples connecteurs introduits. On a par exemple déja noté
pour le prédicat d’occurence de nom (©n) qu’il existe deux encodages sta-
tiques (chapitre 4) et un encodage par jeu contextuel (chapitre 6), ce qui montre
que ce connecteur est fortement dépendant des autres. Il est important d’avoir
une logique minimale, c’est a dire une logique dans laquelle les connecteurs
sont indépendants. De telles logiques synthétisent les observations propres a
la logique spatiales dont elles sont issues, et permettent de ramener a un objet
mathématique plus simple les problémes soulevés par leur extension pléthorique.

On peut définir divers niveaux de dépendance entre les connecteurs. Pour
le connecteur (©), la dépendance avec les autres connecteurs est forte : il est
définissable par une périphrase dans le langage des autres connecteurs. On peut
néanmoins envisager une contrainte de dépendance moins forte : un connec-
teur sera dit éliminable si toute formule qui I'utilise admet une formulation
équivalente qui ne I'utilise pas. Ceci vaut par exemple pour les connecteurs x et
= de la logique séparante (voir chapitre 5), qui n’ajoutent pas d’expressivité
a logique classique bien qu'’il n’admettent pas une traduction constante dans
celle-ci; dit autrement, un connecteur définissable par périphrase est éliminable
localement (c’est du “sucre syntaxique”), alors que * et - sont éliminables
globalement.

On s’intéresse ici a la minimalisation de deux logiques spatiales. La premiere

LSur ce point toutefois, on est limité par le fait qu’en I’absence de systéme d’inférence
générique, on doit nécessairement choisir une algebre de processus jouant le role de modeles
pour les logiques considérées ; on peut toutefois espérer, dans une certaine mesure, s’abstraire
de ces modeles, d’une part parce qu’ils n’apparaissent pas vraiment dans les énoncés des
résultats obtenus, d’autre part parce que des résultats trés semblables sont dérivables avec
d’autres choix de modeles, comme on le mentionne par la suite. On ne sait pas vraiment
comment faire cette abstraction, malheureusement.

85
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est la logique des Ambients statiques (SAL), mais la comparaison de 'approche
développée ici et de celle du chapitre 5 montrent assez que le modele considéré
importe peu, et on retiendra essentiellement qu’on considere ici une logique
spatiale statique. Dans ce contexte, on montre que les connecteurs adjoints sont
éliminables au sens global. On montre par ailleurs que la présence de quantifi-
cation sur les noms de ressources est un obstacle a I’élimination des adjoints sur
SAL?, et que les adjoints sont les seuls connecteurs éliminables.

La deuxieme minimalisation concerne la logique Eq(fois). A nouveau, le calcul
CCS est pris comme paradigme des algebres de processus, mais le résultat se
généralisent & d’autres calculs (voir annexe D.6) et on se propose de considérer
plus généralement le cadre des logiques spatiales dynamiques. On montre que
I'on peut éliminer les quantificateurs existentiels sur les noms de facon locale.
L’élimination des quantificateurs est toutefois plus complexe a mettre en place
que pour (©), et sujette & quelques restrictions, méme si I'idée initiale reste assez
proche de celle des jeux contextuels.

8.1 Elimination des adjoints dans les logiques
spatiales statiques

Dans cette section, on s'intéresse a ’expressivité des logiques spatiales sur
des structures statiques. La méme technique de minimalisation que 'on a mise
en place pour la logique séparante s’applique aux Ambients statiques, autrement
dit le calcul des Ambients sans capabilités ni communications.

On note tout de méme quelques nuances entre logique des Ambients sta-
tique et logique séparante. D’une part, le connecteur logique —|— exprime non
seulement la séparation de deux ressources, mais permet aussi dans certains
cas de compter le nombre de copies d'une méme ressource, ce qui n’a pas de
sens en logique séparante. Ainsi, la formule n[0]|n[0], caractérise les modeles qui
contiennent deux copies de Pambient n, alors que la formule £ — 1*xxz — 1 n’a
pas de modele en logique séparante. On ne pourra donc pas éliminer le connec-
teur | sans perte d’expressivité. De méme les autres connecteurs intensionnels
(n®—,n[—]) expriment des propriétés qu’il ne parait pas naturel d’exprimer
autrement.

Pour les connecteurs adjoints, la situation est assez différente. On a bien
vu que dans le cas dynamique, ces connecteurs permettent de définir des jeux
contextuels qui testent la présence de constructeurs dynamiques du calcul. Dans
le cas statique, d’une part tous les constructeurs du modele sont déja reflétés
dans la logique par les connecteurs intensionnels, d’autre part on ne peut plus
parler de jeu contextuel sans la modalité de temps. Le role des adjoints est donc
fondamentalement différent.

On va étudier précisément la contribution du raisonnement contextuel dans
le cas statique. On établit tout d’abord que pour la logique des ambients sta-
tiques (SAL, cf Chap. 3), cette contribution est nulle, du moins d’un point de
vue modele-théorique?. Toute formule logique admet ainsi une reformulation
équivalente sans connecteurs adjoints®. On établit ensuite que ces connecteurs

2mais peut-etre pas vraiment d’un point de vue effectif, comme le montrent les résultats

d’indécidabilité du chapitre suivant
3Ce résultat est & comparer & I'élimination de —o dans [Dam88] : ¢ —o ¥ = V{v I+
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sont les seuls redondants, et que la perte de tout autre connecteur logique induit
une perte d’expressivité. Ainsi, la logique sans adjoints SAL;,; est minimale.
On montre enfin que les connecteurs adjoints peuvent apporter une certaine ex-
pressivité dans le cas ou la logique prend en compte une quantification classique

(SAL?).

8.1.1 Procédé de minimalisation

On présente ici un procédé de minimalisation basé sur I’équivalence entre
modeles. L’équivalence entre modeles est héritée des jeux de Ehrenfreucht-
Fraissé, et ce cadre théorique permettrait sans doute de donner une formu-
lation générale de ce type de procédé de minimalisation pour de nombreuses
logiques sous-structurelles?. Ici, on choisit toutefois d’adhérer & la vision héritée
des algebres de processus d’une équivalence entre modeles en tant que bisimi-
larité intensionnelle. Les “actions” observables sont des exhibitions purement
syntaxiques.

On considere une stratification® de la bisimilarité intensionnelle comme une
famille (= n)i>0 NcNa telle que &= ﬂi’N ~; n . On démontre la correction
de ~; n par une propriété de congruence, comme on l'a déja fait pour ~;,; au
Chap. 7. On établit ensuite lexistence dans la logique sans adjoints de formules
caractéristiques F¢ pour C une classe de =; n, et on montre enfin la finitude
du nombre de classes de =; n, une propriété que 'on appelle précompacité. On
obtient alors un encodage d’une observation A dans SAL en une formule de
SAL;,: en énumérant les classes sur lesquelles A est vérifiée :

A - \ Fe.
cEA

On formalise maintenant ces idées.

Définition 8.1.1 Etant fizé un ensemble de noms N C Na, ~; n est la relation
symétrique définie par induction sur ¢ de sorte que P =o n @ pour tout P,Q,
et pour tout i > et tous processus P,Q, P m;11 n Q ssiles conditions suivantes
sont vérifiées :
-5 P=0,alors Q=0
— si il existe Py, Py tels que P = Py| Py, alors il existe Q1,Q2 tels que Q =
Q1]|Q2, P1 =in Q1 et Py~ v Qa.
- pour tout n € N, si il existe P’ tel que P = n[P’'], alors il existe Q' tel
que Q@ =nlQ'] et P/ =; v Q.
- pour tout n € N, si il existe P’ tel que P = (vn)P’, alors il existe Q' tel
que Q = (vn)Q' et P' =~ v Q.

~;, v définit clairement une relation d’équivalence, et on a la propriété de
monotonie suivante : si 47 > i3 et N1 2 Np, alors =, n, C =4, n,. On établit
maintenant les propriétés de congruence suivantes :

o d—il}.

4voir [DGG] pour une présentation en terme de jeux de Ehrenfreucht-Fraissé du présent
résultat.

5Cette technique est trés classique. Elle est utilisée pour démontrer la complétude de la
bisimilarité intensionnelle sur les Mobile Ambients finis, cf. annexe B.1.4. On I'a par ailleurs
rencontrée au chapitre 2
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Lemme 8.1.2 Soit P,Q tels que P ~; n Q. Alors :
— pour tout R, P|R ~; v Q|R;
— pour tout n € Na, n[P] ~; n n[Q] ;
— pour tout n € N, (vn)P =~; n (vn)Q.

Preuve: Par induction sur . |

On ne peut toutefois pas généraliser la derniére propriété de congruence a
tout nom. En effet, soient n, a, b trois noms deux & deux distincts, et N = {n}.
Alors a[0] ~; v b[0], mais (va)a0] #; n (va)b[0]. Cette notion de congruence
partielle est néanmoins suffisante pour dériver le résultat de correction suivant :

Lemme 8.1.3 Soient i, N donnés et A une formule de SAL sans quantifica-
teurs W, comportant au plus © connecteurs et telle que fn(A) C N. Alors pour
tous processus P, @} tels que P ~; ny Q,

PEA i QFEA

Preuve: Par induction sur A. Pour chaque connecteur intensionnel (|, n®, n[]},
on utilise la clause de la définition de ~; n correspondante. Pour les connecteurs
adjoints (&>, On, @n}, on applique le lemme précédent. O

On établit la complétude de ~; v par le biais de formules caractéristiques.
On commence par établir le résultat suivant :

Lemme 8.1.4 Soient i, N donnés tels que N est fini. Alors ~; y admet un
nombre fini de classes d’équivalence.

Preuve: Par induction sur ¢. Si ~; y admet au plus k classes, alors on peut
borner le nombre de classe de ~;11 y par le nombre de tests induits par les
clauses : si ce nombre de tests est fini, on n’a donc qu’un nombre fini de confi-
gurations possibles par rapport a ces tests. Pour la clause de 0, on n’a qu'un
seul test ; pour —|—, k? tests distincts sont possibles; pour —[—], on en a kf§N,
et autant pour (v—)—. D’oll le résultat. O

Lemme 8.1.5 Soient i, N donnés tels que N est fini. Alors pour toute classe
d’équivalence C de =, n, il existe une formule Fe dans SALy, telle que

VP PEFc ssi PeC.

Preuve: Par induction sur . Moralement, chaque test intensionnel s’exprime
dans SAL;,:, par exemple si les processus dans C' admettent une partition
C1|Cs, on 'exprime par la formule F¢, | Fe,. La formule Fe est alors la conjonc-
tion de I'ensemble (fini) de ces tests exprimés par des formules intensionnelles.

O

Lemme 8.1.6 Pour toute formule A € SAL sans quantificateur W, il existe
une formule [A] dans SAL;y équivalente, ¢’est & dire

vP PEA ssi PE[A]

Preuve: Soit A4 sans quantificateur. On prend ¢, N suffisament grands pour
pouvoir appliquer le Lemme 8.1.3. Alors [A] = V. _ v—classe,c=A Fe. O
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Théoréme 8.1.7 Pour toute formule A € SAL il existe une formule équivalente
dans SAL;p:.

Preuve: D’aprés le Théoreme 4.2.3, il existe 7 et A’ sans quantificateurs telle
que A 4 Un. A’ La formule équivalente a A est alors Wn.[A']. o

Ce dernier résultat signifie en particulier que SAL n’est pas une logique
minimalc.

Exemple 8.1.8 On montre sur un exemple comment appliguer les idées de la
preuve d’élimination. Soit

A = (H ' [T] > (Hnm (0] | Hnona[Hngns[0])) ) © m@m
La forme préneve de A est
Wi, ma,ms. (' ®TAm'®n/[T]) & (m1®ni[0] | no®na[ns®.nafo]]) ) Sim@m
Alors P = A ssi il existe Q tel que

(vm)m[P] | (vm')m/[Q] = (vn1)(vn2)(vns) (n1[0]ln2[ns[0]])

Les seules solutions de cette équation sont P = 0 ou P = (vn3)ns[0]. Autrement
dit, A est équivalente a la formule sans adjoint B =0V Hngz.nz|[0].

8.1.2 Minimalité de SAL;,;

On vient de voir que SAL n’est pas minimale. On va maintenant établir que
SAL;,: est minimale. On peut considérer deux versions de la minimalité :

— version forte : tout fragment est moins expressif, i.e. pour tout fragment

il existe des formules qui ne s’expriment pas dans ce fragment.

— version faible : tout fragment est moins distinctif, i.e. pour tout fragment il
existe des processus distinguables dans la logique compleéte mais pas dans
le fragment.

On va établir que SAL;,; est minimale au sens fort, mais au sens faible le
fragment minimal est encore plus petit : on peut en effet enlever les connec-
teurs A, —, M, 0 et différencier deux processus non congruents quelconques. Ces
connecteurs seront dits expressifs, tandis que les connecteurs |, n[—], n®— se-
ront dit séparatifs. Pour établir 1la minimalité, on doit prouver que pour chaque
connecteur &, le fragment SAL;,; —{x} est moins expressif que SAL;,;. Pour les
connecteurs distinctifs, il suffit en fait de trouver deux processus non congruents
indissociables sans k. Pour les connecteurs expressifs, la preuve est plus com-
plexe, puisque de tels processus n’existent pas. En revanche, on doit donner une
propriété qui s'exprime dans SAL;,; et ne s’expriment pas sans k.

Théoréme 8.1.9 SAL,,;: est minimale.

Preuve: La preuve complete comporte de nombreux lemmes techniques (voir
annexe C.6). On donne ici seulement les idées essentielles :
— Kk = A :on ne peut pas exprimer la disjonction nq[n2[0]] V ne[n.[0]].
— kK = = : on ne peut pas exprimer ©n = -n®7T. Pour établir ce résultat,
on remarque les formules sans négation ne détectent que les noms libres
présents avant une certaine profondeur.
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— k& = W : on ne peut pas exprimer Nn.n®-n®T (présence d’un nom
restreint). Pour N = {nq,...n,} on pose Py = n[ny[0]...|n.[0]] avec
n & N. Alors pour toute formule A sans quantificateur générique avec
fn(A) C N, PEAIff (vn)PEA.

— k = 0: ici on suppose que dans le fragment restreint on prend T a la place
de 0 comme formule élémentaire. On ne peut pas exprimer 0. En effet,
pour toute formule A sans 0, si n & fn{A), alors 0=.A4 ssi n[0]FA.

— k = | : on ne peut pas distinguer n[0]|n[0] de n]0]|n[0]|n[0].

— k =mnl] : on ne peut pas distinguer n1[n2[0]] de na[n1[0]].

— £ = n®. : on ne peut pas distinguer (vn)n[0] de (vn)n[n]0]].

[

On n’a toutefois pas démontré que SAL,,; est le seul fragment minimal de

SAL. Cest probablement vrai, mais les preuves sont nettement plus complexes
du fait de la prise en considération des adjoints. A titre d’exemple, on peut
exprimer certaines disjonctions sans A.

Exemple 8.1.10 La formule
—Nn.n®—n® (l/lml.m1®|/|m2.m2®m1 [ [0]]) Qn1Ono

est en fait équivalente o mi[nel0]] V n2[ni[0]], qui est justement la propriété
choisie pour la preuve de expressivité de A.

8.1.3 Cas de non élimination des adjoints

On se place maintenant dans la logique intensionnelle des Ambients statiques
avec une quantification existentielle sur les noms, notée SALZ,, (cf Chap. 3).
Dans cette logique, les adjoints prenent une expressivité qui dépassent le frag-
ment intensionnel. On a déja vu, au chapitre 5, que I'implication spatiale n’est
pas éliminable®. Pour montrer la non élimination d’un quelconque connecteur
adjoint, on exhibe maintenant une autre propriété, liée a 1’élimination de I’égalité
de noms.

Théoreme 8.1.11 Pour tout opérateur adjoint k € {I>, @, O}, lextension SAL3 U
{k} est strictement plus expressive que SAL3 ,

Ce résultat découle des deux résultats suivants :

Lemme 8.1.12 Pour tout opérateur adjoint k € {>,Q, O}, il existe une for-
mule A € SALZ,, U {k} telle que

(FN1) VP PEA ssi tf(P) <1

Preuve: Pour kK = ©, on prend A = 3n. (Vn.ﬂ©n) O n. Pour k =>,0, on
remarque d’abord que ce ces connecteurs expriment 1’égalité de noms :

n=m -~ (o[T)@mn -+ n[0]Am[0]» T.

On prend alors A = In.Vm.(m # n—-©m). O

Svoir [DGG, CL04] pour les adaptations du contre-exemple du chapitre 5 & la logique des

. s PO
Ambients et & £spat
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Lemme 8.1.13 Il n'existe pas de formule A € SAL3 , qui vérifie (FN1).

mnt

Preuve: Ce résultat est basé sur deux lemmes techniques d’invariance par sub-
stitution dans SAL3 , (voir annexe C.5)). Moralement, pour toute formule A, si
on sature suffisament un terme en noms, et que ce terme contient & une profon-
deur suffisante un sous terme n[0]|m|[0], alors on peut le remplacer par n]0]|n[0]

sans que A ne s’en apercoive. O

L’expressivité des connecteurs adjoints dans les structures statiques dépend
donc de la forme de quantification adoptée par la logique : en quantification
générique, les adjoints ne permettent pas d’exprimer de nouvelles propriétés,
tandis qu’en quantification existentielle, I’ajout d’un quelconque adjoint permet
d’exprimer la majoration du nombre de noms libres.

Dans les structures dynamiques, 1’élimination directe des adjoints entraine
aussi une perte d’expressivité : comme on 'a vu, les adjoints jouent un réle
essentiel pour caractériser les capabilités du calcul. Dans le cas de la logique
séparante, ’adjoint exprime des observations dérivées comme le fait qu'une cel-
lule est allouée (formule alloc z). La prise en compte de ces observations dérivées,
ce que l'on a appelé la renormalisation de la logique, permet alors d’éliminer
les connecteurs | et >. Semblablement, pour les logiques spatiales dynamiques
(sans quantification existentielle), on pourrait donc chercher une renormalisa-
tion de la logique, avec par exemple des modalités d’action pour exprimer les
observations dérivées, et de cette fagon retrouver la propriété d’élimination des
adjoints. On répond maintenant a cette question.

8.2 Elimination des quantificateurs dans les lo-
giques spatiales dynamiques

On considere maintenant la logique spatiale Efpat. C’est la premiere logique
spatiale dynamique a considérer, au sens on elle inclue les connecteurs spatiaux
|, > et 0, et on elle prend en compte le temps par la modalité (ici, forte) ©.A. Sans
rien de plus, c’est une logique minimale, mais étonnament elle recele une grande
richesse d’expressivité. Elle permet de mettre en place des jeux contextuels,
et on pourra donc exprimer, d'une part les capabilités du calcul sous-jacent,
d’autre part des propriétés de finitude ou de degré de séquentialité.

Sans référence aux noms, on ne peut toutefois pas mener le méme programme
de caractérisation par une bisimilarité intensionnelle, parce qu'une telle relation
serait difficile & étudier. En effet, on perd la propriété de congruence par rapport
& | comme on ’a déja dit en introduction au chapitre 7, & cause de l'invariance
de | par permutation de noms. La logique n’est toutefois pas invariante par
substitution en général, puisque par exemple alb /=T mais ala=CT. Pour
mieux comprendre la sensibilité de la logique aux noms, on considere I'exten-
sion avec modalités d’action et quantificateurs £ees)

mod - Pour cette logique, on a
claircment

P =5 Q ssi il existe une permutation ¢ t.q. P = Qo

puisque I'on sait donner des formules caractéristiques. On ne peut toutefois pas
espérer I’élimination des adjoints sur cette logique a cause de la quantification
existentielle. On a cherché une logique moins expressive, qui corresponde le plus
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possible a Efpat, et qui admette 1'élimination des adjoints. Il n’existe toutefois

pas de telle logique puisque, comme on va le montrer maintenant, le fragment
minimal de £99%) est déja £2

mod spat*

° et £(CCs)

8.2.1 Equivalence entre L, mod

On veut donc donner un encodage de Efogs) dans LS. La premiere diffi-

culté technique revient & donner une représentation de la relation P,vE=A sur
Egncogs) a partir de la satisfaction sans valuation dans L,,;. On choisit donc
d’encoder la valuation v sous la forme d’un processus val(v) & placer en pa-
rallele avec le véritable processus & tester P. Afin de distinguer P de val{v),
on fait 'hypothese que P est de degré de séquentialité inférieur a K, et on
construit val(v) de degré de séquentialité supérieur & K, si bien qu'un test de
taille (expliqué ci-dessous) suffit & différencier P de val(v). On va maintenant

établir le résultat suivant :

Théoreme 8.2.1 Pour toute formule close A € EE&%S), et pour tout entier

K > ds(A), on peut construire une formule [A]lx € LS., telle que pour tout
processus P avec ds(P) < K,

PEA ssi PE Ak

On ne montre donc pas une équivalence d’expressivité stricte entre les deux
logiques, mais sous une hypotheése de taille sur les processus. Toutefois, d’une
part cela suffit pour établir que les deux logiques induisent la méme équivalence
entre modeles, d’autre part la prise en compte de termes de taille arbitraire n’est
pas problématique grace au résultat suivant :

Proposition 8.2.2 On note ds(A) Uimbrication mazimale de modalité < dans

A. Alors pour toute formule A € £ees

o5 pour tout k > ds(A), pour tout pro-
cessus P, et pour toute valuation v,

PovlEnm, A ssi mp(P),vEm, A ssi m(P),v =, A.
ot 7 (P) est la troncature de P & profondeur k.

Preuve: Par induction sur A. O
On peut résumer quelques conséquences immédiates de ces deux derniers
résultats de la facon suivante :

Théoreme 8.2.3 Pour tout P € CCS, il existe une formule Fp dans Efpat telle
que pour tout (Q, les conditions sutvantes soient équivalentes :

1. QTP
2. P=1Q dans LS

spat

3. P=1Q dans £ees)

mod

4. il existe une permutation d’action o telle que P = Qo

Enfin on peut mentioner le résultat suivant qui répond a la question initiale
de ’élimination des adjoints dans les logiques pour la concurrence :
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Théoréme 8.2.4 Les logiques spatiales pour la concurrence (CCS, w-calcul,
Ambients) n’admettent pas 1’élimination des adjoints, méme dans une renor-
malisation prenant en compte des modalités d’action.

Preuve: Voir annexe D.4. |

La preuve du théoreme D.2.1 nécessite un certain travail, d’une part dans la
représentation du processus val{v), d’autre part dans sa caractérisation logique.
Par la suite, on présente les idées essentielles de la preuve.

8.2.2 Le processus valuation

Pour représenter v, on associe une taille & chaque variable par une énumération
e : VLog — ¢;, N, puis un nom a chaque taille par un nommage v : N —¢;,, Act,
de sorte que
v = voe.

Ceci permet de représenter chaque assignation z — « de la valuation v par un
processus séquentiel de taille correspondante, soit le processus

row(n, a) e ha... 00
N——

n fois

ol n est la taille associée & x. On note |e| la derniére taille introduite, soit la
valeur maximale de e, qui est aussi U'entier tel que dom(v) = {1,...,[e|}. Le
processus valuation est donc la composition paralléle de processus séquentiels
de tailles distinctintes, chacun représentant 1'une des affectations x — «. On
prendrait donc le processus valuation :

H row (K +i,v;)

i=1...]e|

Cependant, la régle | force a découper le processus val(v). Pour que chaque com-
posante paralléle dispose du processus valuation, il doit donc contenir plusieur
copies des séquentiels row(n, a). Pour cela, on compte par avance sur une for-
mule A le nombre maximal de | imbriqués, noté w(.A), et on recopie le processus
précédent 2% fois. Cela donne finalement :

val(e, v, w) g def H row (K +i,v;)%"

i=1...]¢|

Il est intéressant de noter qu’avec cette définition de ’environnement on peut
controler simplement les interactions avec le processus testé P. En effet, si
Plval(e,v,w)k — R et si R est de la forme R = P’|val(e,v,w)k, alors la
réduction a nécessairement lieu dans P, puisque tous les séquentiels de val(e, v, w) g
ont gardé leur taille. De méme, si 'on découpe pour le distribuer le processus
valuation val(e, v, w)x = val(e,v/,w — 1)g|val(e,v”, w — 1)k, on est assuré
que v = V' = v/ puisque les séquentiels de méme taille doivent représenter la
méme action.

Pour caractériser logiquement cette construction, on utilise des jeux contex-
tuels simples. Toutes les formules sont données dans la figure ci-dessous. On a
besoin d’une part de caractériser les processus row(n, a), ce que fait la formule
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Row(n); puis on doit tester I'égalité de noms pour assurer que les différentes
copies de séquentiels de méme taille sont identiques, ce que fait la formule
Equals(k); enfin on doit mesurer le degré de séquentialité d’un processus, ce
que fait la formule M.

formule implémentation interprétation
Thread(1) 1A (1 » 0) do. P=a.0
7.A 1 A (Thread(1) » <A) da, P'. P=a.P', PEA
Thread(k + 1) ?. Thread(k) g, ..., gt
P= Qg .. Q4
Mo 0
Mt (1—=2.M)"¥ P e Miy
Equals(k) My, A (Thread(k +1) » Ja, P e My_,
((Thread(k + 1)|1)=0T)") | P=a.Py|...|a.P,
RowCol(0) 0
RowCol(k + 1) (Thread(n + 1)|Equals(1)) 3a. P =
AORowCol(n) row(k + La)lalg|...|a

Row(k) Thread(n) A (T » RowCol(n)) | Ja. P =row(k, o)

Ces formules permettent de caractériser un processus valuation et un pro-
cessus testé. On pose

Val(e,w)x = [Tiei e (Row(K—H’)Qw A Equals(K + 1))
ProcVal(e,w)x = Mg |Val(e, w) g

Lemme 8.2.5 Pour tout processus P, pour toute enumération e et pour tous
entiers K,w > 1,

P E Valle,w)k sst . P = valle,v,w)k
P E ProcVal(e,w)g ssi 3Q € Mk,3v. P = Qlvalle,v,w)k

On vient donc de voir que l'on peut représenter une valuation comme un
processus placé en parallele avec le processus réellement testé, et que 'on sait
dissocier ces deux parties et controler leurs interactions. Il reste maintenant a
voir comment utiliser ce processus valuation pour encoder la quantification et
les modalités d’action de £

mod

8.2.3 Encodage des quantificateurs et des modalités

Le processus valuation représente chaque assignation x — « par un jeu de
copies d'un méme séquentiel de taille e(x) + K, que 'on peut caractériser par
la formule :

EnvX(z,e,w)x 2 Equals(K + le|) A (row(e(z)+x, 2

Le quantificateur 3z..4 quant & lui peut étre vu comme 'action d’introduire
dans la valuation courante une nouvelle association x — «. Du point de vue
du processus valuation, il s’agit donc d'une extension par un nouveau jeu de
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copies en parallele, de taille |e| + 1. Cette opération est traduite a 'aide du le
connecteur p» :

[3x. Al (e, def ProcVal(e,w)x A (EnvX(z,e',w)x » [Al(erw))

avec e/ = e{"/|e| + 1}.

Représenter les modalités est légerement plus technique. Moralement, on
adopte toujours la méme idée de forcer une interaction entre le processus testé
et un processus testeur qu’on lui rajoute. Ici, on construit le processus testeur
pour la modalité (x).4 comme un complémentaire du séquentiel de taille e(x)
présent dans le processus valuation, tandis que pour (Z) on utilise directement
l'un des séquentiels de taille e(z). Dans les deux cas, on “nettoie” le processus
aprés linteraction pour le retrouver de la forme P|val(e,v, w)k. Ces tests et
nettoyages se font au moyen des formules suivantes :

XRow(z,e)g = Row(K + e{z))
UsedXRow(x, €) def Row(K + e(z) — 1)
Test(e) x def Row(|e| + K + 2)
UsedTest(e) x def Row(le| + K + 1)
def

TestMatchesX(z,e,w)x =  (Test(e)g|EnvX(z,e,w)x) A OT

Quant aux autres connecteurs de 57(5025) ils sont déja présents dans la lo-
gique Efpat et se représentent donc naturellement, en tenant compte toutefois
du processus valuation et du nombre de copies dont on dispose pour chaque
séquentiel. On définit finalement ’encodage de Efogs) dans LS, de la fagon
suivante :

def

[[A/\B]](e,w) = ProcVal(e, w) gk /\[[A]](&w) A [[B]](&w)
[~ Al (e ) L Procval(e, w)x A —[Al (o)
[0] (o.) L ProcVal(e, w)x A Val(e, w)x
[ABlew € Procval(e,w)e A ([Alw1) | [Bliew—1))
[A > B e,uw) def ProcVal(e, w) i A
([Ale,wn > (ProcVal(e,w + 1)k —[Ble,w+1)))
[0 A 0.0y L Procval(e, w)x A O[A Do)
[3z.A] (e, def ProcVaI(e w)g A (EnvX(z, e, w)x » [Ale w))

avec ¢’ = e{*/|e| + 1}
[[<93>A]](e,w) ef ProcVaI(e w)K A
Test(e)x » ((TestMatchesX(z, e, w)x|T) A
& (UsedTest(e) k| [Al e,u)))
ProcVal(e, w)x A

|I<i>»’4]](e77n)
O (UsedXRow(z, €)k | (XRow(z,e)x » [Ale,w)))

Cet encodage est validé par le résultat suivant :
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Lemme 8.2.6 Pour toute formule A € EE&%S), pour toute énumération e telle

que fn(A) C dom(e), pour tout entier w > w(A), pour tout K > 0, et pour tout
processus P,

P = Q|val(e,v,w)x

P, ':]\/[oo [[A]](e,w) 581 3Q € Mg, 3v. { O,voe ':MK A

De plus, si A est une formule close, val{e,v,w)g = 0, et on a donc
P ':]woo [[A]](e,w) ssi P e My et P ':]WK A.

Le théoréeme D.2.1 se déduit alors du lemme D.2.6 pour le cas oil e = (), ce
qui donne en effet val(e, v,w)x = 0 et le résultat souhaité.

Un fait important est que ce résultat n’est pas spécifique au calcul CCS mais
se généralise dans une certaine mesure au w-calcul et aux Mobile Ambients (voir
annexe D.6)).

On peut aussi noter que 57(5025) sait exprimer le quantificateur générique
si Pon fait I'hypotheése que le processus que l'on consideére est de degré de
séquentialité borné.

Cette derniere hypotheése peut sembler un peu décevante, et on pourrait
attendre un résultat d’équivalence expressive stricte entre £, et Efncogs). On
ne sait pas comment dériver un tel résultat dans I’état actuel. En revanche, il est
surement possible d’obtenir une équivalence expressive stricte si ’on autorise
la quantification générique et les modalités d’action dans Efpat. En effet, la
difficulté essentielle est de savoir distinguer le processus réellement testé du
processus valuation, et si 'on peut marquer le processus val(e, v, w)x par un
nom extérieur au processus réellement testé, et on peut alors remplacer le test
de taille par le test de ce nom frais et ne faire aucune hypothese sur le processus
testé.

8.3 Conclusion

On a donné deux illustrations de minimalisation de logiques spatiales.

D’une part, pour une logique spatiale statique, on a montré que ’on pouvait,
de facon non constructive, remplacer toute formule par une formule équivalente
sans adjoints, ce qui montre que contrairement au cas dynamique, les adjoints
n’apportent pas d’expressivité supplémentaire a la logique. On a de plus démontré
que ce sont les seuls connecteurs superflus au sens ou la logique sans adjoints
est minimale. On a enfin montré que cette minimalisation repose de facon
déterminante sur 'absence de quantification existentielle.

D’autre part, pour une logique spatiale dynamique, on a montré que ’on pou-
vait exprimer, dans un fragment minimal trés dépouillé, a la fois des modalités
d’actions et la quantification existentielle sur les noms d’actions. La minimali-
sation est dans ce cas constructive, ce qui, on va le voir maintenant, a certaines
conséquences sur la décidabilité” des logiques spatiales pour la concurrence.

"En logique classique, I’élimination des adjoints s’interpréte aussi en terme de décidabilité
el de complexité pour le modele de calcul associé [BPR94]. Toulefois, on n’a pas ici de véritable
modele de calcul attaché & la logique et il est difficile de faire un lien entre le cas classique et
le cas spatial.



Chapitre 9

Probléemes de décision

Les chapitres précédents ont tenté de caractériser I'expressivité des logiques
spatiales et des algebres de processus d'un point de vue relativement théorique,
par des comparaison avec d’autres objets mathématiques préexistants. Pour
conclure cette theése, on adopte le point de vue de Uinformatique et de la possi-
bilité de représenter les objets que ’on a défini et d’en automatiser la manipu-
lation. Ce point de vue fournit lui aussi une évaluation de 'expressivité de ces
objets. Historiquement, les travaux de Turing sur la calculabilité ou de Godel sur
la logique classique on montré qu’une notion de calcul ou qu’un cadre formel de
raisonnement qui sont suffisemment expressifs pour se représenter eux-mémes
ne sont pas mécanisables.

C’est donc ce dernier critére d’expressivité que 'on étudie ici®.

On g’intéresse tout d’abord au calcul des Ambients, pour lequel peu de
résultats de décidabilité étaient connus au début de la these. On montre que,
de méme que pour le m-calcul, I’évolution, et particulierement la terminaison
ou la cyclicité des processus, sont en général imprévisibles. Plus précisément,
on s’intéresse au probleme de 'axiomatisation de I'équivalence logique sur ce
calcul dans le cas général (on a donné une axiomatisation significative pour le
fragment M AJY" au chapitre 7, mais seulement une caractérisation en terme
de bisimilarité intensionnelle pour le calcul complet}), et on montre qu’aucune
axiomatisation mécanisable n’existe. La preuve de ce résultat pour le calcul des
Ambients est trés différente que celle pour le m-calcul, qui définit un encodage
du A-calcul, et pour laquelle les notions de communication et de noms restreints
sont essentielles. Ici, on se base uniquement sur la mobilité des localités pour
représenter non pas le A-calcul, mais des machines de Turing.

On s’intéresse ensuite aux logiques spatiales proprement dites. La question
de la décidabilité des logiques spatiales a été longuement étudiée et de nom-
breux résultats concernant leur décidabilité ont été obtenus. On en rappelle ici
les principaux. Il est & noter que la décidabilité de la logique Efpat est restée
assez longtemps sans réponse. On verra dans cette section que I’étude de son

(CCS) permettent de répondre a cette

expressivité et la minimalisation de £, -

question.

1Dans certains cas, on mentionnera par ailleurs bridvement la complexité calculatoire de
ces objets, qui elle aussi donne une mesure pertinente de leur expressivité.
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9.1 Décidabilité de I’équivalence logique

Dans cette section, on étudie la décidabilité de 1’équivalence logique. On a vu
que I'équivalence logique coincide plus ou moins exactement avec la congruence
structurelle. En dehors des cas d’intensionalité stricte, on a rencontré la congruence
structurelle modulo eta conversion (calcul M A4, chapitre 7) ou encore modulo
permutation d’actions (CCS, chapitre 8). Le seul cas ol 'on n’a pas du donner
une interprétation précise de =y par rapport a = est le cas des Mobile Ambients

sans hypothese de finitude.

On montre maintenant que =r, est indécidable dans ce cas précis, alors que
justement dans tous les autres cas, on peut décider =;,. L’exercice est intéressant,
en ce qu’il permet de jouer avec le calcul des Ambients et d’en illustrer le pouvoir
calculatoire.

Afin de montrer 'indécidabilité de =, on développe un encodage des ma-
chines de Turing & l'intérieur du calcul. On a vu que les processus openn.P
et openn.Q) sont logiquement équivalents ssi il existe une boucle de réduction
commune a P et (). La décidabilité de = dépend donc de la décidabilité de la
relation “étre sur ma méme boucle de réduction”. De la, on construit justement
des processus P, () qui sont sur la méme boucle de réduction & condition qu'une
machine de Turing donnée s’arréte. On prend de plus ces processus P, @ dans
le calcul restreint M A7%" ce qui montre sa Turing complétude.

9.1.1 Rubans

Digits et mots On associe aux booléens vrai et faux deux noms distincts tt
et ff'; un digit d est I'un de ces deux noms, et un mot w est une concaténation
wl ... wF de digits. Dans une machine de Turing, les mots sont inscrits sur des

rubans.

Un ruban est une imbrication de cellules, chaque cellule contenant un digit.
Au départ, un ruban est gelé, puis aprés activation il entame une phase de
croissance, jusqu’a une taille arbitraire, ce qui permet de simuler un ruban
infini. Cette croissance est assurée par un agent extenseur qui crée une nouvelle
cellule dans la cellule la plus imbriquée du ruban. Apres sa croissance le ruban
sert a l'exécution d’'une machine de Turing, et quand cette exécution s’acheve,
la machine de Turing le désactive et il devient un vieux ruban, qui ne joue plus
aucun role..
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Cellules et Rubans
cell(d)[]
word(w)|]

Extenseur de ruban

cell[d[0] | lopenwo | [] ]
cell(w'){cell(w?){...cell(w")[]...[}} (w=ww?...w")

deadextcode = lopen coin.open newcell.in cell.coin[0] | newcell[cell(ff){out ext[}]
sendstart = msgloutext.loutcell | outribbon_le ft.start[in T M|)
ExtensorFrozen = ext[deadextcode | open coin.sendstart|
ExtensorAlive = extlcoin|[0] | deadextcode | open coin.sendstart]
ExtensorDead = ext[deadextcode]

Rubans
cleaninst = open cleaner.openrunclean | runclean|deadcleancode]
deadcleancode = lopenff | lopen tt | lopen cell | lopenwo
FrozenRibbon(w) = ribbon_left[cleaninst | word(w){ExtensorFrozenl}]
GrowingRibbon(w) = ribbon_left[cleaninst | word{w){ExtensorAlivel}]
WorkRibbon(wy,ws)[| := ribbon_left[cleaninst] | word(wi){[] | word(w=){ExtensorDead[}}
01dRibbon = ribbon_left[deadcleancode | ExtensorDead]

Fait 9.1.1 Pour tout mot w et pour toutn € N, soit P, = GrowingRibbon{w.f").

Alors :

7Pn = Pn-i—l;

- P, = R avec R = WorkRibbon(e, w.ff"){|msg[lout cell | out ribbon_le ft.start[in TM]||} ;
— pour tout terme @ étape intermédiaire dans la réduction P, = Ppy1 ou

P, = R, il existe Q tel que Q = ribbon left[Q].
De plus, pour tout mot w,

WorkRibbon(w, €){|0[} | cleaner|inribbon_left] = 0ldRibbon.

9.1.2 Machine de Turing

Définition 9.1.2 (Machine de Turing) On introduit trois symboles —, | et
— pour chaque mouvement de la téte de lecture.

Une Machine de Turing est un quadruplet (Q, gstart,qa,0) ot Q est l'en-
semble des états, qeqrt €St Uétat initial, g4 est U'état d’acceptation, et 6 : Q X
{ftt} — Q x {ff, tt} x {«, ], —} est la fonction de transition.

Notation : on écrit

(w17Qaw2) s (wivq/awé)

lorsque la machine de Turing dans ’état ¢, avec la téte de lecture sur la derniere
lettre de wy et avant la premieére lettre de ws, évolue en un pas de calcul vers
Pétat ¢ avec la téte de lecture entre w) et wh.

L’encodage de la machine de Turing consiste & définir un agent “téte de
lecture” qui contient I’état dans lequel se trouve la machine ainsi que la liste des
états et des actions associées a chaque digit lu. Un programme spécial s’exécute
lorsque 1'état d’acceptation est atteint : la téte de lecture ressort du ruban,
envoie un agent qui nettoie le ruban et le transforme en vieux ruban, dégele un
ruban gelé et commence une nouvelle exécution lorsque celui-ci a fini sa phase



100 CHAPITRE 9. PROBLEMES DE DECISION

de croissance. Cette derniere phase s’explique par le fait que I'on veut construire
une boucle de réduction.

Fonction de transition

clear(d); P :=  wol out head.opend.cl_acklin head) ]
| opencl.ack.P
write(d); P = wo| out head.d[0] | wr_acklinhead] ] | openwr_ack.P
become(mo); P := molout head.open head.P] | inmo
incell P if mv =«

P if mv =]
outcell. P if mv=—

domove(muv); P

transcode(d,, ¢y, dw, mv) = clear(d,);write(d,);become(mo);inTM.domove(muv);open g,
Etat
ff—=P 4+ tt—Q := coin[inff.outff.P] | coinlin tt.out tt.Q] | open coin
code(q) = lq[head] outTM.( ff—transcode(ff,dg,q, mvg)

+ tt—transcode(tt, d¢t, ge, muet)) 1]
| lcoinlin ff.out ff.transcode(ff, dg, g, mvg)]
| leoin[in tt.out tt.transcode(tt, dit, ge, mutt)]

code(ga) = lgaget_out]0]]
Fin d’exécution de la machine
getout =

lopen get_out.out cell.get out[0]
| lopen get_out.outribbon_left.(  cleaner[out TM.inribbon_left]
| coinfout TM.inribbon_left.in cell'®8(W) in ext]
| open start.inribbon_le ft.in cell.open gstare )

Définition 9.1.3 L’encodage de la machine de Turing Machine est basé sur un
ambient TM qui contient le codage de la fonction de transition

tmsoup := code(qo)|...|code(qg,) | getout | lopenmo.

On considére deuzx configurations particuliéres de la machine. Avant d’étre ac-
tive, la machine est dans 'état de départ, défini par

TMStart := T M| open start.inribbon_left.incell.open ¢siqr | tmsoup |.

Une fois que le calcul est lancé, la machine dans 'état q est représentée par le
Processus
TM(q} := TM]Jopenqg | tmsoup].

Fait 9.1.4 Les processus considérés dans ['encodage appartiennent o M A%

On établit maintenant un résultat de simulation pour la machine. On com-
mence par définir une évolution déterministe :

Définition 9.1.5 On dira qu’un processus P évolue déterministiquement vers
Q, P ~ Q, lorsque P—Q et pour tout autre Q' tel que P — Q’, soit Q' /4 soit
Q=qQ.

Lemme 9.1.6 Soit M une machine de Turing, g un état différent de qa, et
wi,wq deur mots, avec we # €. Si (wy,q, wa)—(wl, ¢, wh), alors

WorkRibbon(wy, wo }{|TM(q)} ~* WorkRibbon(w/,ws){|TM(¢")[}.
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Preuve: Voir annexe B.4. d

Corollaire 9.1.7 Soit M une machine de Turing, w un mot et n € N. La
machine de Turing M reconnait le mot w sur le ruban w.ff" ssi il eriste deux
mots wy, we tels que

WorkRibbon(e, w. A" {|TM(gstart )} ~" WorkRibbon{wy, ws H|TM(qa}l} .
On décrit maintenant la phase postacceptation de 'exécution :
Fait 9.1.8 (Acceptation) Soient wq,ws deuz mots. Alors

WorkRibbon(wy, wa }{|TM(qa)[}
= 0ldRibbon | TMStart | coinfin ribbon_left.in cell'®8™M(®) in ext]

ou w est le mot initial de la machine.

Ce dernieére phase permet de faire redémarrer 'exécution a son état initial,
de sorte que tous les processus qui représentent des états intermédiaires de la
simulation de la machine sont sur une méme boucle de réduction. Toutefois, si
I’état d’acceptation n’est pas atteint, la phase postacceptation n’a pas lieu et
une telle boucle n’existe pas :

Lemme 9.1.9 Soit M une machine de Turing et w un mot. On considére les
processus suivants :

) := IFrozenRibbon{w) | I01dRibbon | lopenmsg | loutcell | TMStart,
Py := Q| GrowingRibbon(w)} and P := @ | GrowingRibbon(w.ff}.

Alors Py = Pi. Réciproguement P, = Py si et seulement si le mot w est
reconnu par la machine M.

Théoréme 9.1.10 =, est indécidable sur M A.

Preuve: D’apres 'équivalence de =, avec ~;,; et la clause des capabilités au
lemme B.1.18, décider si openn.Py =, openn.P; revient a décider si Py = P, =
Fy, ce qui revient encore d’apres le lemme précédent a décider de 'arrét de la
machine de Turing. O

9.1.3 Problémes de décisions sur le calcul des ambients

On peut considérer divers problemes de décision qui concernent purement
les algebres de processus. On ne mentionne ici que ceux liés aux Mobile Am-
bients, mais on peut trouver quelques résultats de décidabilité pour le w-calcul
dans[SW01]. Les problémes envisagés sont

— terminaison : étant donné un processus P, admet-il une réduction infinie ?

— atteignabilité : étant donnés deux processus P, @, a-t-on P = Q7

— barbe : étant donné P, a-t-on P | n?

On pourrait aussi mentionner la congruence structurelle, qui est généralement
trivialement décidable [DZ00].

Cardelli et Gordon donnent les premiers un encodage des machines de Turing
dans leur présentation du calcul des Ambients [CG98], mais cet encodage utilise
la restriction de nom, élément clé de la Turing complétude du w-calcul. En
revanche, la preuve d’indécidabilité que 'on vient d’établir montre qu’elle n’est
pas nécessaire dans le calcul des Mobile Ambients :
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Théoréme 9.1.11 Sur M AL, les problémes de terminaison, atteignabilité et
exhibition de barbe sont indécidables.

Ce résultat a connu de nombreux raffinements, en particulier quant aux
capabilités et forme de persistance nécessaires. On en cite ici quelques uns.

Théoréme 9.1.12 ([BTO03]) Sur le fragment des ambients publics sans capa-
bilité open, les problémes de terminaison, atteignabilité et exhibition de barbe
sont indécidables. En revanche, si l'on remplace la régle de congruence struc-
turelle |\P =IP|P par une régle de réduction !P —!P|P, le probléme d’attei-
gnabilité est décidable par réduction a l'atteignabilité sur un réseau de Petri, le
probléme de terminaison est décidable, et le probléme d’exhibition de barbe reste
indécidable.

Théoréme 9.1.13 ([BZ04]) Sur le fragment des ambients avec restriction de
nom et sans capabilités in et out, le probléme de terminaison est

— décidable sur le calcul avec réplication,

— indécidable sur le caleul avec récursion.
La terminaison est en revanche décidable sur le calcul public sans capabilités in
et out, a la fois pour la réplication et la récursion.

9.2 Vérification en logiques statiques

Dans cette section, on s’intéresse aux différents problemes de décisios at-
tachés aux logiques spatiales sur les logiques statiques. On s’intéresse essentiel-
lement aux deux probléemes suivants :

— satisfaction : étant donnés un processus P et une formule A, est-ce que

PEA?

— validité : étant donnée une formule A, a-t-on - A, ou de facon équivalente,

peut-on trouver un contre-modele de A7

Dans de nombreux cas, on a observé que ’'on pouvait construire effectivement
des formules caractéristiques des modeles. Ceci permet de ramener le probleme
de la satisfaction a celui de la validité :

PEA ~ + Fp—oA

De meéme, des que la logique comporte le connecteur t>, on a déja vu que 'on
pouvait ramener le probleme de la validité & celui de la satisfaction

FA ~ OFEA>l1i>1

Dans ces conditions, les deux problémes sont équivalents.
On rappelle maintenant quelques résultats connus sur la décidabilité des
logiques spatiales :

Théoreme 9.2.1 ([CTO01]) Dans le fragment
A= 0] ANA|-A| AA | glA] | Fz.A

de la logique des ambients, le probléme de validité est indécidable.
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La preuve de se résultat passe par un encodage de la logique du premier
ordre sur les modeles finis, ce qui d’apres le théoréme de Trakhtenbrot [Tra50],
en montre I'indécidabilité (voir Annexe D.5).

Comme conséquence, sur le méme fragment étendu avec >, le probléeme
de satisfaction est lui aussi indécidable. En revanche, sur le fragment sans >
la satisfaction est facilement décidable, au moins tant que le calcul n’a pas
d’opérateur de réplication : pour décider Pl=A|B, on éssaie toutes les partitions
de P en deux et on s’appelle récursivement.

La perte de > dans la logique est toutefois assez peu satisfaisante. Un autre
résultat montre que 'on peut décider des logiques spatiales avec [>.

Théoréme 9.2.2 ([CYOO01], [CCGO3]) Dans le fragment
A = emp|xr—>e‘A/\ A|—IA‘A*A‘A—*.A

de la logique séparante, les problémes de validité et de satisfaction sont décidables.
De méme dans le fragment

A == O‘.A/\ A|ﬂA‘A|A|A>A|n[A]
de la logique des ambients, les deux problémes sont décidables.

L’idée originale de Peter O’Hearn est de remarquer que dans la vérification
de PEA > B, qui est la seule étape problématique pour la satisfaction, on peut
simplement considérer un ensemble représentatif, fini et calculable, de processus
Q sur lesquels tester QEA et P|QEB. On montre en effet qu’en tronquant
correctement les autres processus, on ne change pas les observations logiques et
on se ramene A cet ensemble de tests.

Cette idée est tres proche de celle que ’on a utilisée pour la preuve d’élimination
des adjoints. En réalité, elle demande plus de travail, car on doit effectivement
savoir construire ’ecnsemble test.

Ces deux résultats suggerent que I'indécidabilité obtenue au théoreme 9.2.1
est essentiellement due au fait que la logique comporte une forme de quantifica-
tion existentielle. Il n’est pas clair que la décidabilité s’étende & la quantification
générique, qui est a peine plus faible que la quantification existentielle, mais
en revanche on s’attendrait & pouvoir étendre la décidabilité a la logique avec
révélation. Ghelli et Conforti ont toutefois établi le résultat suivant :

Théoréme 9.2.3 ([GCO04]) Le fragment de SAL sans révélation (mais avec
W) est décidable. En revanche, le fragment de SAL avec révélation (et méme
sans W) est indécidable.

L’idée de la preuve du résultat est que la révélation n®.A4 sur le processus
(vn1) Pr[(vn2) Py| ... [(vn) P

laisse un grand choix sur le nom a réveler, dans la méme mesure que le connec-
teur 3z.A laisse le choix sur le nom & associer & x parmi les noms libres (les
autres noms étant interchangeables), et par le jeu de I'alpha conversion induite
par la révélation, il est 4 nouveau possible d’encoder la logique du premier ordre.
SAL et SAL;,; sont donc deux logiques équivalentes en terme d’expressivité,
mais la décision de | sur SAL est indécidable alors que celle sur SAL;,; est
décidable. Cet état de fait assez surprenantest dii au fait que la démonstration
de ’élimination des adjoints que I'on a donnée est non constructive, et on peut
méme préciser maintenant :
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Corollaire 9.2.4 [l n’existe pas d’algorithme qui a une formule de SAL associe
une formule équivalente dans SAL;n;.

Ce résultat montre bien ’écart qu'il y a entre la construction d’ensembles
de test finis dans la preuve du théoreme 9.2.2, et celle de précompacité pour la
preuve d’élimination des adjoints, la seconde étant purement modele-théorique.

La situation sur la décidabilité des logiques spatiales statiques peut donc
se résumer ainsi : elles sont décidables tant que la logique ne comporte pas un
mécanisme de quantification existentielle sur les noms, soit directement par le
quantificateur Jz..4, soit de maniere détournée par la révélation de noms n®.A.
En revanche, le quantificateur générique est particulierement simple & décider.

On va maintenant étudier la question de la décidabilité sur les logiques spa-
tiales dynamiques.

9.3 Vérification en logiques dynamiques

La question de la décidabilité des logiques spatiales dynamiques avec adjoint
est restée longtemps en suspens. Dans les premieres présentations de la logique
des Ambients [CGO00, CGO1b] ou de la logique spatiale du 7-calcul [CCO01, CC02],
les auteurs proposent des ensembles de regles de déduction logique, voire des
systemes d’inférence, mais n’établissent jamais leur complétude. On ne sait pas
bien en fait comment étendre les résultats sur les ensembles tests finis lorsque
vient s’ajouter la. modalité de temps, parce que les méthodes de troncature
échouent. Le résultat d’expressivité obtenu au chapitre précédent explique cet
échec.

Théoréme 9.3.1 Sur les algébres de processus de CCS, des Mobile Ambients,

ou du m-calcul, la logique Efpat est indécidable.

En effet, ’élimination des quantificateurs, contrairement & celle des adjoints,
est clairement constructive. De ce fait, les problemes de décision sur £, sont
plus difficiles que ceux sur les logiques statiques avec quantificateurs existentiels,
qui sont déja indécidables.

Il est intéressant de noter que cette indécidabilité signifie de plus I'impos-
sibilité de mettre en place un systéme d’inférence mécaniquement vérifiable.
En effet, par énumérabilité des inférences, il impliquerait au moins la semi-
décidabilité du probleme de décision qu’il représente. Or,

— sl = était semi-décidable, la satisfiabilité d’une formule serait elle aussi
semi-décidable, ainsi que la validité par 'encodage OEA > L > 1, et
donc tous ces problemes seraient complétement décidables.

— si - était semi-décidable, |= serait lui aussi semi-décidable par 'encodage
F Fp—.A, et & nouveau tous les problémes seraient décidables.

On a donc le corollaire suivant :

Corollaire 9.3.2 Tout systeme d’inférence mécanique correct pour un probléme

o kel .
de décision sur Lg,,, est incomplet.

Les logiques spatiales dynamiques avec raisonnement contextuel par > sont
donc difficiles & mettre en place en pratique?.

2Du moins tant qu'on le prend dans son interprétation stricte, mais l'on pourrait ima-
giner une forme de raisonnement contextuel plus restreinte, qui reste décidable et permet
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Malgré ce résultat négatif, la décision de |= sur des logiques sans > est
possible. Dans le cas d’'une sémantique forte pour O, et sans réplication dans le
calcul {mais éventuellement de la récursion), |= est facilement décidable : pour
décider P=0 A, on essaie tous les réduits en un pas de P, qui sont en nombre
fini, et pour PEA;| Az, on essaie toutes les partitions en deux de P, qui sont
elles aussi en nombre fini (sans !). PECOA est en revanche indécidable lorsque
I'on se place en sémantique faible et que le calcul est Turing complet, ce qui est
le cas en général. Une fagon efficace de développer un algorithme de décision
consiste a restreindre le calcul par une condition de contréle qui garantit que
le processus n’engendre pas de réduction infinie [CGT02, Cai04]. Les travaux
de Talbot et al. montrent qu’alors la complexité de la vérification de | est
généralement polynomiale en espace (PSPACE) [CZG101].

néanmoins de donner des spécifications intéressantes. Un candidat que l’on n’a pas eu le
temps de considérer considérer est le fragment positif de la logique des Ambients avec O fort,
qui semble exprimer des conditions liées au contrdle des ressources.
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Conclusion

Les logiques spatiales montrent des propriétés d’expressivité tres particulieres
qui les différencient nettement des autres logiques.

Comme premiere particularité, on a montré qu’ elles sont fortement inten-
sionnelles, au sens ol des processus. comportementalement équivalents sont dis-
tingués par des observations spatiales, tandis qu’il seront indistiguables & la
seule condition qu’ils aient la méme implémentation. Les connecteurs respon-
sables de l'intensionalité sont |, 0 et n[.] pour la logique des Ambients, alors que
les connecteur > et © restent & un niveau extensionnel [Hir04]. Ce fait était par
ailleurs déja mentionné dans [Dam38|.

Cette situtation est tout a fait originale dans la spécification de systemes
concurrents. Habituellement, les logiques proposées pour la vérification de systemes
concurrents [HM85, Dam88] sont extensionnelles. Cette particularité s’explique
par le fait que les logiques spatiales sont spécifiquement des logiques pour la
mobilité, et essaient de rendre les notions de localité et de mouvements par une
description de la distribution des divers agents d’un systéme dans I'espace. Ceci
montre en particulier que ’on ne souhaite pas considérer que les processus a.a
et ala sont équivalents pour des observations spatiales. On peut néanmoins se
demander si la congruence structurelle est la seule équivalence spatiale possible.
On pourrait notamment considérer les processus a.a et (us)(a.s|§.a) comme
spatialement équivalents pour une notion d’observation spatiale qui ne révele
pas de noms restreints. Une caractérisation de ’équivalence spatiale en terme
de bisimilarité est peut-etre a chercher dans les travaux de Ilaria Castellani sur
la bisimulation distribuée [CH89].

Une deuxieme particularité des logiques spatiales est leur richesse en terme de
connecteurs proposés. Ces connecteurs ne sont pas complétement indépendants,
et on a montré hors des cas connus (encodage de © par ® ou ©) des encodages
non triviaux. Dans ce souci de minimalité, on a en particulier donné deux tech-
niques de minimalisation pour des logiques spatiales statiques ou dynamiques.
Les encodages proposés sont toutefois assez couteux a mettre en place, voire
non constructifs pour I’élimination de [> en présence de la révelation.

On a pu par ailleurs comparer les logiques spatiales avec les logiques dont
elles se proposent d’étre des alternatives. Ainsi la logique séparante, qui remplace
la logique classique dans le role du langage d’assertion pour la vérification de
programme par des triplets de Hoare, apparait dans certains fragments aussi
expressive que la logique classique. Ce résultat ne signifie pas que la logique
classique serait aussi bien adaptée a la spécification de langages & pointeurs,
puisque d’une part le fragment pour lequel on obtient I’équivalence ne suffit
pas a établir la complétude, d’autre part on ne saurait pas formuler la plus
faible précondition de nombreuses instructions sans les connecteurs spatiaux.
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Ce résultat est plutét a voir comme une réciproque du discours introductif de
Reynolds dans [Rey02] : ce qui est coliteux & écrire en logique classique s’écrit
souvent beaucoup mieux en logique séparante, et réciproquement ce qui s’écrit
en logique séparante peut s’écrire, de fagon nettement plus couteuse, en logique
classique.

Pour les structures mobiles, on a montré que la logique spatiale du w-calcul
permet d’encoder la logique de Hennessy-Milner. On n’a toutefois pas étendu
complétement ce résultat au cas des Ambients pour la notion d’action que 'on
avait proposée. Cette absence d’encodage de modalités pour les actions =
est toutefois assez peu significative, puisque ces actions ne correspondent pas
a celle utilisées pour la définition de graphes de transitions étiquetées dans ce
calcul [MNO3]. Pour établir ces encodages, on a fait appel au principe des “jeux
contextuels”, qui avaient déja utilisé sous une forme assez différente pour établir
I’équivalence entre congruence a barbe et bisimilarité.

Tous ces résultats d’expressivité ont permis d’établir quelques conséquences
quant a la décidabilité des logiques spatiales. La plus importante est I'indécidabilité
des logiques spatiales pour la mobilité lorsque elles incluent simultanémenat les
connecteurs > et . En revanche de multiples fragments des logiques spatiales
sont décidables, incluant parfois > dans le cas statique. Pour la concurrence,
il reste toutefois & trouver une forme affaiblie de raisonnement contextuel qui
remplace 'actuel > tout en garantissant la décidabilité de la logique.

L’apport essentiel des logiques spatiales est peut-étre celui d’avoir changé la
vision que 'on avait des algeébres de processus. De part leur origine, on s’était
jusqu’a présent attaché pour les calculs concurents a une notion d’observation
liée a un graphe de transitions étiquetées. Les logiques spatiales considerent
en revanchce les calculs mobiles pour ce qu’ils sont, des structures spatiales
évolutives. Ce point de vue est tout a fait nouveau et prometteur, et commence
par ailleurs & percer dans certaines applications [Cai04, RA04, Gua04] et leurs
formalisations dans des assistants de preuve [Aff04, Com04, SM02]. Un grand
travail reste sans doute & poursuivre dans cette perspective, a la fois en ce qui
concerne les logiques et les calculs spatiaux.
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Appendix A

On the expressiveness of
the Ambient Logic

This appendix develops the results on the expressiveness of the Ambient Logic
sketched in chapter 6, section 6.1. The calculus we consider is however richer
than the one presented in the french part, namely it includes asynchronous,
names communications. We moreover extend our results to other forms of com-
munications (synchronous, with capabilities).

We first restate some usefull definitions about the calculus, the Ambient
Logic we consider, and some usefull notions in section A.1. Then we illustrate
the use of contextual plays both to derive modal formulas for capabilities and
communications (section A.2}, and to express other non modal properties such
as persistency, finiteness, or name occurence (section A.3). We then establish
the theorem 7.1.17 on the existence of characteristic formulas (section A.4, and
we conclude with some discussions on how to extend this results to other forms
of communication (section A.5).

A.1 Background

This section collects the necessary background for this paper. It includes the
MA calculus [CG98] semantic and syntax, and the Ambient Logic [CG00].

A.1.1 Syntax of Mobile Ambients

We recall here the syntax of MA, from [CG98] — we shall sometimes call this
calculus the Ambient calculus. In the calculus we study, only names, not capa-
bilities, can be communicated (this allows us to work in an untyped calculus).
We analyse extensions of the calculus in Section A.5.

As in [CGOO], the calculus has no restriction operator for creating new names.
The restriction-free calculus has a more direct correspondence with edge-labelled
trees and semistructured data.

Table A.1 shows the syntax. Both the set of names and that of variables are
infinite. Letters n,m, h range over names, x,¥y, z over variables; n ranges over
names and variables. The expressions inn, outn, and open 7 are the capabilities,
and are ranged over using cap. Messages and abstractions are the input/output
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hk,...n,m Names
n Names U Variables
FExpressions
M,N = cap capability
| ... cf. Sect. A.5
Capabilities
cap w= inn enter

|  outn exit
| openn open

Processes
PQ,R = 0 nil
P|Q parallel
\P replication

|

|

| M.P prefixing

|  n[P] ambient

| (n) message

| {(x) P abstraction

Table A.1: The syntax of finite MA

(I/O) primitives. A closed process has no free variables. We ignore syntac-
tic differences due to alpha conversion, and we write P{%z} for the result of
substituting « with n in P.

Processes having the same internal structure are identified. This is expressed
by means of the structural congruence relation, =, the smallest congruence such
that:

Plo="P PlQ

Qlpr PI@QIR) = (PIQ) IR
P =1P|P 0=0 WP |Q) = 'P|Q np =1p

As a consequence of the results presented in [DZ00], that studies a richer
calculus than the one we study, we have:

Theorem A.1.1 Relation = is decidable.

The two following syntactical notions will be useful below.

Définition A.1.2 (Finite and single processes)

o A process P is finite iff there exists a process P’ with no occurrence of the
replication operator such that P = P'.

o A process P s single if there exists P’ such that either P = cap. P’ for
some cap or P = n[P’] for some n.



A.1. BACKGROUND 119

Red-0
openn. P | n[Q] — P | Q edrtpen

alinm. Py | Bl [mlQ] — mlnlPy [ P2 Q] oo

Red-0ut
mnfoutm. P | Po] | Q] — n[Py | P2] | m[Q)]
Red-C
M) [(2) P — P{Mpy 0 "
P—r Red-P
— = heda-rar
PlQ—P|Q
R Red-Amb
n[P] —na[p] "
P — P/ P/ _ P// P// — P///
— — Red-Str

P — P

Table A.2: The rules for reduction

A.1.2 Operational Semantics

The operational semantics of the calculus is given by a reduction relation —,
defined by the rules given in Table A.1.2. The reflexive transitive closure of —
is written =

Lemma A.1.3 If P — @ then there is o derivation of the reduction in which
Red-Struct is applied, if at all, only as the last rule.

Lemma A.1.3 shows that every reduction P — P’ has a normalised deriva-
tion proof. As a consequence, we have:

Lemma A.1.4 If P — @ then either

1. P = Ry | mlnoutm. Py | P] | B3] | Rz and Q = Ry | n[Py | o] | m[Ps] |
RQ,OT‘

2. P =Ry |nfinm. P | P2 | m[P3] | R2 and @ = Ry | m[n[P1 | Po] | Ps] |
RQ,OT‘

3. PER1|openn.P1|n[P2]|R2 andQER1|P1|P2|R2, or
4. P=Ry|{ny|(x) P, | Rz and Q@ = Ry | Pi{"z} | Rz, or
5. P=R|n[Pi], @ = R|n[Q1] and P, — Q1.

A consequence of this lemma. is the following property, which we state here
only informally: if two reductions P — P’ and P — P" consume the same
subterms of P, then P’ = P”. We shall frequently use this property implicitely
in the remainder of the paper.

We now introduce some forms of labelled transitions that we will use to give
the interpretation of some of our logical constructions.
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A = T true classical logic
| -A negation
| AvB  disjunction
| Vi A universal quantification over names
| <©A sometime temporal and spatial connectives
| © void
| nlAl edge
| A|B composition
| @QAn localisation logical adjuncts
|

A > B guarantee
Table A.3: The syntax of logical formulas

Définition A.1.5 (Labelled transitions) Let P be a closed process. We write:

cap

o P = P, where cap is a capability, if P = cap. Py | P2 and P' = P, | Ps.
o PP ifP=(n)|P.
e PP ifP=(z)P | P, and P' = Pi{"z} | P.

o P £ P’ where p is one of the above labels, if P = 5 = P’ (where
— £ — is relation composition,).

¢ (stuttering) pAMe)” pr if there is i > 1 and processes Py, ..., B,
with P = P, and P’ = P; such that P, A, M Poy1 forall 1 <r<i.

. (cap) . . . . . .
o Finally, =" is a convenient notation for compacting statements involving

.y .y i . A. * . . t - i 3y *
capability transitions. <'$> 18 %; similarly <O;>n> js —dnmoutn)” ;

and <Op§ ) is =.

A.1.3 The Ambient Logic

To define the set of formulas of the Ambient Logic, given on Table A.3, we
introduce an infinite set of wvariables, ranged over with z,y, z; n ranges over
names and variables. A{n/z} is the formula obtained from A by substituting
variable x by name n. A formula without free variables is closed.

The logic has the propositional connectives, T,-A4, AV B, and universal
quantification on names, Vx. A4, with the standard logical interpretation. The
temporal connective, .4 has been discussed in the Introduction. The spatial
connectives, 0, A | B, and n[.A], are the logical counterpart of the corresponding
constructions on processes. A > B and @An are the logical adjuncts of A | B
and n[A] respectively, in the sense of being, roughly, their ‘contextual inverse’,
as expressed in Definition A.1.6 below.

The logic in [CGO0] has also a somewhere connective, that holds of a process
containing, at some arbitrary level of nesting of ambients, an ambient whose
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content satisfies 4. The addition of this connective would not change the results
in the paper.

Définition A.1.6 (Satisfaction) The satisfaction relation between processes
and closed formulas, written P = A, is defined as follows:

PE=T def always true

PlEve A for any n, P = A{n/x}

PE-A ©f ot P = A

PeEAA ¥ 3p . Post. P=P | P
and P, E Ay, 1=1,2

PeAVB ¥ PrAorPERB

P = n|A] e gpr st. P=n|P| and P' E A
PO © p=p

PEoA ©f 3prst, P=P and P' E A
P=a@An ¥ P4

PEA>B Y VR REA implies P|R = B

By definition, satisfaction is closed by structural congruence:
Lemma A.1.7 ([CGO00]) If P=Q and P | A, then also Q E A.

We give V and A the least syntactic precedence, thus A; > A A As reads
(A1 > Az} A Az, and A; & (OAx A OAg) reads A > ((OA2) A (OA3z)). We
shall use the dual of some connectives, namely the duals of linear implication
(A » B), of the sometime modality ((.4), of the parallel operator (||), and the
standard duals of universal quantification (3z..4) and disjunction (A A B); we
also define (classical) implication (A — B):

def def def

AANB = =(=AV-B) 04 = -0-A4 A—-B = -AVB

def

AlB =

def

—~(=A | -B) Iz A X Svr A Av B ¥ (A -B)

NI

Thus P = A » Biff there exists Q withQ = Aand P | Q |=B,and P = 0A4
iff P’ |= A for all P’ such that P = P'.

We now define the induced equivalence between processes induced by the
logic:

Définition A.1.8 (Logical equivalence) For processes P and Q, we write
P=1Q if for any closed formula A it holds that P = A iff Q E A.

A.2 Formulas for capabilities and communica-
tions

In this section, we show that we can capture at a logical level prefixes of the
language, both for movement and for communication.
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A.2.1 Preliminary formulas: counting components and com-
paring names

We start by recalling some formulas from [CG00] that will be useful for some
constructions presented below.

The Ambient Logic allows one to count the number of parallel components
of a process. The formula below is true of a process that has exactly one parallel
component that is different from 0.

1comp e =(=0 | =0) A =0

Lemma A.2.1 It holds that P |= lcomp iff P is single.

Proof: Easy. ]
Similarly we define

2comp def 1comp | 1comp

We may impose a given formula A to be satisfied by all single parallel com-
ponents of a process, using the following definitions:

AT E AT
Av (1comp — A)7

Lemma A.2.2
o PEAY iff for any Q, R such that P = Q | R, it holds that Q=A.
o PEAY iff all single parallel components of P satisfy A.

Proof: Easy. O
Finally, the following formula expresses equality between names, indepen-
dently from the tested process:

Lemma A.2.3 For any P, PEm = n iff names m and n are equal.

A.2.2 Formulas for capabilities

The two formulas below are true of a process that is (structurally congruent to)
an ambient and (to) an empty ambient, respectively.

tamb ¥ Iz z[T]

tambo < 3. x[0]

Lemma A.2.4
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e P | lamb iff P =n|Q], for somen and Q.
e P = 1amb0O iff P = n[0], for some n.

Proof: Easy. a

To help understanding the definitions of the capability formulas, we first
discuss some simpler formulas, which do not talk about the process underneath
the prefix. We define, for names n # h:

(open ny L nfnf0] & O (B[0]]| T)
A lcomp
A —lamb
(out ny € @a(o (A[T] | nlo])nk
A lcomp
A —lamb

It holds that P |= {open n) iff P = openn.P’ for some P’. We sketch
the proof. The subformula 1comp A —lamb says that P is single and is not
an ambient. Thus, modulo =, process P can only be 0, openm. P’ inm. P/,
outm. P’, () P/, or {m). The subformula n[h[0]] > & (R[0] | T) says that
P | n[h[0]] can reduce to a process with an empty ambient A at the outermost
level. From these requirements, we conclude that P = openn. P’, for some P’.

Similarly we prove that P |= (out n) iff P = outn. P’, for some P’. By the
subformula 1comp A —lamb, process P is single and is not an ambient. By the
subformula @@ (< (R[T] | n[0]))nh,

n[h[P]] = & (R[T] ] n[0])

hence P = outn. P/, for some P’, otherwise h[P] could not exit n.
To obtain the full capability formulas we add some quantification on names.
Formula (open n). A is thus defined as follows:

(open n). A ¥ vz n[[0] > © (2[0] | A)

A lcomp
A —lamb
def
lopen = dz.{openz). T

Lemma A.2.5 P | (open n). A iff P = openn.P’, for some P’ such that
P' = P" and P" k= A.

Proof: The implication from right to left is easy.
For the reverse implication, we set.

G o] & < (R[0] | A)

where h & n(P). Since P = 1comp, we have P = @, for some @) that is not a par-
allel composition. Since also P = —1amb, we infer that @ is not an ambient. Fi-
nally since P |= G, process @ cannot be of the form 0,inn. @', outn. @', ()@’, {p).
For the same reason, () cannot be a prefix openm. Q' with m # n. The only
possibility left is ) = openn.Q’, for some @Q’.
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Moreover, we have
n[h]0]] | openn. Q" = R and =RA[0] | A
for some R. The first step of this reduction must be
nlh[0]] | openn. Q' — h[0] | @'
(up to =). Since h is fresh, h[0] cannot interact with ¢)'. Hence
R=hnl0] | Q"
for some Q" such that Q' = Q". |
Corollary A.2.6 P |= lopen iff P =openn. P’, for some n and P’.

Along the lines of our construction for the open prefix, we can define char-
acteristic formulas for the in and out prefixes.

(out n). A vz (08(0 (2[4] | nfo]) )
A lcomp
A —lamb
lout = dz.{out z)

(inn). A X g (@(n[O] > O n[x[.A]])a:)
A lcomp
A —lamb

1in = 3Jz.{in z)

Lemma A.2.7 P = (out n). A iff P = outn. P', for some P' such that P'=22rinnl_y ) prr
and P" = A.

Proof: Similar to the proof for the open prefix. The formula 1comp A —lamb
forces P to be single and not an ambient. Therefore P = @, for some () whose
outermost operator is not a parallel composition or an ambient. Then we should
have

n[h[Q]] = ¢ (h[A] | n[0])
This can only happen if @ is of the form outn.Q’, for some @’ such that

Q/ ginn,outn * nQ// and Q// ': A. O
Lemma A.2.8 P E (inn). Aiff P =inn. P, for some P’ such that pr=tinnoutn)®,, pr
and P" E A.

Proof: Similar to the previous proofs. The formula 1comp A —lamb forces P
to be single and not an ambient. Therefore P = (), for some ) whose outermost
operator is not a parallel composition or an ambient. Then we should have

Q][ n[0] = & n[h[A]]
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where h is fresh.
As by previous arguments, this can only happen if Q) is of the form inn. Q’.
Then we have:

n[h[P]] & & n[R[A]

As by previous arguments, we derive the conclusion. O

Necessity formulas. Given a capability cap, we may define the ‘necessity’
version of the ‘possibility’ formulas we have just introduced as follows:

f

[cap]. A% ((cap)). T A —((cap)). = A

Lemma A.2.9 For any capability cap, formula A and term P, P = [cap]. A

iff there is P’ such that P = cap. P’, and, for any P" such that P’ <c:a§> r,
P'EA.

Proof: Easy. O
Note that necessity formulas are not the dual of the possibility formulas, as
in standard modal logics, because of the spatial aspects of AL. For instance,
[inn] T does not have the same interpretation as —{{(inn)). =T, the latter being
actually equivalent to T.
Remark: We could think of deriving formulas for modalities =£ , as in stan-
dard modal logics for concurrency [HM85], instead of capturing the syntactical
prefixes corresponding to a capability cap. It turns out that spatial logics are
more intensional, and make actions more difficult to express than connectives.
In particular, we do not know how to express directly a modality corresponding

openn

to action — .

A.2.3 Formulas for communication

The first step to characterize I/O processes (i.e., messages or abstractions) is to
get rid of other possible constructs for single terms, as follows:

lcomm def lcomp A —lamb A —lopen A —lout A —lin

def
2comm = lcomm | lcomm

Lemma A.2.10 P | icomn iff (P = {p) or P = (x) P'), for some p and P’.

The difficult part, however, is the definition of the I/O formulas for sep-
arating messages from abstractions, and also, within the messages and the
abstractions, messages with different contents and abstractions with different
behaviours.

The capability formulas are easier to define than the I/O formulas because
capabilities act on ambients, and the logic has a connective, n[4], for talking
about ambients. By contrast, the I/O primitives act on themselves. To define
the I/0 formulas, we proceed as follows:
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1. We define a formula, TestComm, that characterises the special abstraction
(z) [0].

2. We use TestComm to define the formula for messages:

Finy 2 comm A (TestComm > < n0])
3. We then use Fy, to define the formulas for abstractions:
(7n). A 1comm A (~3z. Fiay) NMFmy > O A)

Lemma A.2.11 Given (x) R, suppose there are q,p such that

{p) | (z) R £ © tambO
{g) | () R |E O(2comm V 1amb0)

and R contains no abstractions. Then R = n|[0], for some 1.

Proof: Immediate. O

We call ambient abstraction any closed abstraction described by the following
gramimar:

P = (z)nlo] | (z) ((m) | P)
The following lemma shows how to characterise ambient abstractions using for-

mulas.

Lemma A.2.12 Given an abstraction () R, suppose there are q, p, ];5, kN’, Z such
that

®) | (z) (R{*:}) = O(2comn V 1amb0) (A.1)

and

(@ | (z) (R{F)z}) | © 1ambo. (A.2)

Then (z) R is an ambient abstraction.

Proof: By induction on the number of nested abstractions in R. If this number
is 0 then by Lemma A.2.11 we derive R = n[0].
Suppose the number is greater than 0. From (A.1) and

() | (x) (R{k:}) — R{k:z}{pfz}

we derive §
R{kz}{p/z} = 2comm V 1amb0

Since R should contain an abstraction, the formula 1amb0 is not satisfied, hence
R{%/Z}{P/x} = 2comm

Using this, the fact that R should contain an abstraction, and (A.2) we infer
that

R={n)|(y)Q
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for some 7,y,Q. This information on R and the judgements (A.1) and (A.2)

imply:

(n{FzHekY) | (=) (Q{FE}P/}) = O(2comm v 1anbo)

and

(nk2H{f}) | (2) (Q{EEH YY) = © Lambo.

We can now conclude, using the inductive hypothesis on Q.
We say that an ambient abstraction P is simple if P =g (x) 2[0], where =g
is the least congruence that is closed under the rule

(M) | (z) P = P{Mfz}.

Lemma A.2.13 Suppose (x) Q is an ambient abstraction, and

() Q = Lcomm » < n|0]
(2) Q = 1comm » < m[0]

with m # n. Then (x) Q is simple.

Proof: From the hypothesis, there are p and ¢ such that

{p)

|
(@ |

(r) Q@ E ©n[0] and
(z) Q@ = © m[0].

a

If (x) Q were not simple, then the name of the ambient to which it reduces to
would not depend on the argument z. (Note that any ambient abstraction is
=g to an abstraction of the form (x) n[0], for some x,n. The hypothesis of the

lemma implies that n = z.)

a

As hinted above, the key step is the definition of the formula below, which
is the characteristic formula of simple ambient abstractions.

lef
TestComm =

where n, m are different names.

1comm

A lcomm &> D(2comm V 1amb0)
A Lcomm » <O n|0)

A Lcomm » O m0]

(A.3)
(A.4)
(A.5)

Lemma A.2.14 P | TestComn iff P is a simple ambient abstraction and is

closed.

Proof: The implication from right to left is easy. We consider the opposite.
Process P must be an I/0, since P |= 1comm. Also, P cannot be a message,
otherwise it would not satisfy the formula

1comm > O(2comm V lamb0)

since a message in parallel with (x) 0 can reduce to 0, which does not satisfy

2comm V 1ambO.
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We conclude that P should be an abstraction, say (z) Q. Now, from (A.3)
and (A.4), we get that there are messages p, g such that

() | () @ E O(2comm V 1amb0)

(@) | (x) @ = © n[0]
From Lemma A.2.12 we infer that (x) @ is an ambient abstraction. Moreover,
by (A.4), (A.5) and Lemma A.2.13, (z) @ must be simple. O

Now we are finally in the position of defining the characteristic formula for
a message (n), where n is a name:

Finy ' TestComn > © n|[0]
Alcomm

and, then, the characteristic formula for a message is

tmess & 3z Fay

Nota: strictly speaking, in writing formula 3z. F;y, we make an abuse of
notation, since we should not be able to use x in subformula F,,. The formula
above may actually be seen as an abbreviation for 3x. (F(, ) {%/n.}). We shall
use the same notational mechanism below implicitely.

Lemma A.2.15 P | F,, iff P = (n).

Proof: The right to left direction is easy. For the converse, we observe that P
must be an I/0O, and that P cannot be an abstraction (otherwise, when adding a
process satisfying TestComm, we could not obtain an ambient). Hence P = (m),
for some m.

Conversely, if @ is a simple ambient abstraction, then

Q| (m) E onl0] if m=n.

We may now define two modalities for the input connective:

def

("n). A = 1lcomm A Fipy > OA
[7n]. A L ). T A ~(7n). A
linput 3 (?z). T

Lemma A.2.16

o PE=("n). A iff there are P', P" such that P = (x)P’, ()P’ | (n) = P”,
and P"EA.

o PE(™n). A iff there is P' with P = (x)P’, and for all P"” such that ()P’ |
{ny = P", P"EA.

The constructions we have presented in this section capture the observations
that will be needed in the definition of intensional bisimilarity in Section A.4.1.
Before introducing this relation and studying its properties, we further study
the expressive power of the logic.
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A.3 Other intensional properties

As we have just seen, the Ambient Logic can capture several syntactical con-
structions of the calculus, even though not all of them are primitive in the logic.
We now further explore AL’s expressiveness, and go beyond the results we have
established about capabilities and communication.

We first define a formula ¢¢;,, that characterises finite terms, using a form
of contextual reasoning. The same method is applied to derive a formula ©n
that characterises the terms containing n as a free name. We then introduce
formulas that characterise in a restricted sense persistent single terms of the
calculus. These formulas will be used in Annex B to characterise the logical
equivalence through characteristic formulas.

A.3.1 Capturing finiteness

We now present a formula that is satisfied by all and only finite processes.
Detecting replication seems a priori unfeasable in the present version of the
Ambient Logic, as it does not provide a recursion operator. We may actually
capture the ‘finite’ character of a term, using the fact that a replicated process
is persistent, i.e., it is always present along the reductions of a term.

The characterisation of finiteness relies on the existence of a scenario which
guarantees reachability of 0, as expressed by the two following lemmas:

Lemma A.3.1 Let P,Q be two terms such that P = . Then P is finite iff
Q@ is finite.

Proof: By induction over the length of the = derivation, then induction over
the structure of the proof of the — transition. 0O

Lemma A.3.2 P € MA is finite iff there are Q, R,n such thatn[P | Q] | R = 0.
Proof:

e Let us assume that P is finite. We prove by induction on P that there
exist ¢ and R such that for any P/,

n[P [P Q]| B = n[P]

The left to right implication can then be obtained using this property with
P’ = 0 and adding openn in parallel with E.

1 For P =0, take @ = R =0.

2 For P = m|Py], we have by induction @1, Ry such that n[P | P’ |
@1] | R1 = n|P’] for any P’. Now we set = openm | @ and
R = R;. Then it is clear that n[m[P1] | P’ | @] | R = n[P'] for

any P’.
3For P = P, |...| P- (with no replicated component), we use the
induction hypothesis to obtain @; and R;, and then set Q = Q7 |
...| Qry R=R;y | ...| R, such that for any P’,
nP | PIQIIR = nP|...| PP [Q|...] Q][ Rel...] R

== nl[P]

reasoning inductively on 7.
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4 For P = cap. P;, we use the induction hypothesis to get @7 and Ry,
and we define @ and R according to the shape of cap as follows:
% cap = inm. Then we set @ = @1 and R = m[0] | openm | R;
Then for any P’

n[P | P Q| R —mnP | P|Q]|openm| Ry
—n[P | P @] | Ry
= n[P']

% cap = outm. Then we set Q@ = inm | Q1 and R = m[0] |
openm | Ry, so that we can conclude.

% cap = openm. Then we set Q@ = m[0] | Q; and R = R;.
— For P = (n): set Q = (x)0, and R =0.
— For P = (x)P: by induction hypothesis applied to Pi{n/z}, we
get (91 and Rp; then we set Q@ = (n) | Q1 and R = R;y.
The first implication is thus established.

o Let us assume P is not finite. Then for any n,Q, R, n[P | Q] | R is also
infinite, and by the previous lemma, it is also the case for any of its reducts,
and hence it cannot reduce to 0.

The lemma is proved. a
We can now define:

finite < 3z, (T » (T » O0)@z)

Proposition A.8.3 For any P € MA, P E finite iff P is finite.

Proof: Direct consequence of the previous lemma. a

A.3.2 Formula for name occurence

Our aim is now to define a formula corresponding to the connective ©n, defined
by:
PE@©n iff nefn(P).

In presence of name restriction in the calculus, the logical connective of name
revelation [CGO1b] allows one to derive ©n. In our setting, we exploit the
ability, using the formulas for capabilities, to detect unguarded occurrences of
names, together with Lemma A.3.4.

We say that a process P is flat if the only process underneath all prefixes
and inside all ambients of P is 0. We say that a process P has an occurrence of
name n at top level if P = cap. P’/ with cap = inn, outn or openn, P = m]0]
or P = (n).

Lemma A.3.4 For all P,n, n € fu(P) iff for any name m, there exist some
flat processes @, R, in which n does not occur free, and a process S with an
occurrence of n at top level such that m[P | Q] | B = m[S].
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Proof: We first introduce an auxiliary notion which will be useful for the proof.
The occurrence depth of a name n in a term is given by a function deep,, :
P—NU {oo}, inductively defined as follows:

- deep,,(0) = oo.
- deep,, (n[P1]) = 0, and for n # n, deep,, (n[P1]} = deep, P1 + 1.

- deep, (WP | ... | ()Pr) = mini<,;<, deep, (F;) (here (1)@ stands for @ or
Q).

- deep,(cap. P) = 0 for cap € {inn,outn,openn}, and deep,(cap.P) =
deep,,(P) + 1 otherwise.

- de;pn((x)P) = deep,,(P) + 1, deep,,({n))) = 0 and deep,({n)) = oo for
n # n.

Note that the property of S having an occurrence of n at top level is equiv-
alent to deep,,(S) = 0. We are now ready to prove the lemma:

e first implication: Let us assume that deep,,(P) < co. We consider a name
m, and prove by induction on deep,, (P) that there exist @, R, S satisfying
the conditions of the lemma.

— if deep,,(P) =0, we take Q = R=0and S = P.

— if deep,,(P) = i+1, let us assume for example that P =inmy. P, | Ps
with deep,,(P1) = i¢. By induction hypothesis, there are @1, Ry, 51
and m satisfying the conditions of the lemma P;. But Q{, R, 51 | P»
also satisfy these conditions for P, | Ps. So if we set Q@ = Q1,
R = my[0] | openm; | Ry and S = S; | P, then Q,R,S can
be chosen for P. For the other cases, we proceed as in the proof of
Lemma A.3.2.

The first implication is proved.

e second implication: Let us assume that n &€ fn(P). We counsider m # n,
and some (), R as in the statement of the lemma. Then n & fa(m[P | Q] |

R), so that for any T such that m[P | Q] | R = T, n & fo(T). The
second implication thus follows.

O
We can now define the formula to capture the set of free names of a process;
it is given in Table A.4.

flat = (Jz. [inz].0 v Joutz].0 V [openz].0 V[0] V Frpy)”
@n ((inn)). T Vv ({outn)). T V ({openn)). T V n[ | VFm) | T
©n = Vz. (flat A=@'n) » ( (flatA=©'n) » © z[©'n] )Qz

Table A.4: Formulas for free names

Formula (©n detects whether name n occurs in a process, while ©'n detects
whether n occurs at top level (i.e. P satisfies this formula iff deep, (P) = 0).
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Repinn(4) =AY A ¥m. (-@m) —

(Joutn].0) > (nf0] > OO (nimld | T]]))@m
Repoutn(A) L A0 A v, (~©m) —

(linn].0)* © (n[0] > OS(mlA | T]|n[0] ))@m
Repopenn(4) =AY A (nf0)* > D (A | T)

Repg(4) = (n[A)* A ([openn].0)* > O (n[A] | T)
ﬁ(n) def f<n>w A TestComm® > [ ( .7:<n> | T)
Repinput(A) T A4Y A tmess¥ > O (A T)

Table A.5: Formulas for persistent single terms

Proposition A.3.5 (Name occurrence) P = ©n iff n € fn(P).

Proof: Consequence of the previous Lemma. a

A.3.3 Formulas for persistence

We now move to the definition of formulas that characterise persistence. A
formula ! A cannot be defined in the general case, for any .4 but only, modulo
some hypotheses, for a formula A that captures single terms. In this case, the
definition of .4 has two parts. The first part says that if P|=IA then all parallel
components in P that are single and at top level satisfy .[A. This is expressed by
the formula A“. The second part of the definition of !.A addresses persistence,
by saying that there are infinitely many processes at top level that satisfy A
in the sense that we may not consume all copies by some finite sequence of
reduction. Definitions are given in Table A.5: there is one formula for each
possible topmost constructor (recall that we are considering a single process).

Formula Fy, is actually a characteristic formula, since it is satisfied only
by the process !{n). Tor this reason, we anticipate the notation Fp of the
characteristic formula of P (see Sect A.4). For the other formulas, we express
the replication of a process satisfying A; the interpretation of these formulas
hence relies on the actual meaning of A.

To illustrate the point, consider formula Repopenn({openn).T). This for-
mula only specifies that any number of capabilities openn should be present at
toplevel, and thus holds for process lopen n. 0, but also for open n. lopenn. 0. On
the other hand, (openn). T can be replaced by the more discriminating formula
[open n] .0: then we obtain a formula that only accepts process lopenn. 0.

In light of these observations, we define the following measures on terms:

Définition A.3.6 (Sequentiality degree, ds()) The sequentiality degree of a
term is defined as follows:

o ds(()0) =0, ds(()P | Q) = max (ds(()P),ds(()Q)) ;
o ds(()n[P]) = ds(()1P) = ds(()P);
e ds(()cap. P) = ds(()P).
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e ds(()(n)) =1 and ds((}(z)P) = ds(()P') + 1 if ()P’ is the eta-normalised
form of (x)P.

Définition A.3.7 (Depth degree) The depth degree of a process is given by
a function deep from M A processes to natural numbers, inductively defined by:

e deep(0) = 0, deep(cap. P) = deep({x)P) = deep({n)) = 0;
o deep(n[P]) = deep(P)+1;
o deep((!)P1 | ... [ (1)Pr) = maxi<i<, deep(F;).

Lemma A.3.8 For any processes P and Q, P = Q implies ds(()P) = ds(()@)
and deep(P) = deep(Q).

Note that the possibility to define quantities ds({)P) and deep(P) up to
structural congruence relies on the usage of the replication operator (instead of
recursion) to represent infinite behaviours (or, more accurately, some form of
spatial deployment).

Définition A.3.9 (Selective and expressive formulas) We say that a for-
mula is sequentially (resp. depth) selective if all processes satisfying it have the
same sequentiality (resp. depth) degree.

For any capability cap (resp. name n) and formula A, A is cap-expressive
(resp. n-expressive, input-expressive) if all terms satisfying it are of the form
cap. P (resp. n[P],(z)P).

Example A.3.10 (inn).n[0] is inn-expressive but not sequentially selective: it
admits both in n.n|0] and inn. (n|0] | openn.n[0]) as models. On the other hand,
[in n] .n[0] is both sequentially selective and in n-expressive. As we will see below,
the combination of (cap) and [cap] modalities allows us to define sequentially
selective formulas.

These two forms of selectivity are useful for the characterisation of persis-
tence. Indeed, the sequentiality (resp. depth) degree of a single prefixed (resp.
ambient) term is strictly decreasing when consuming the prefix (resp. open-
ing the ambient). This property is needed in order to detect the presence of
replication at toplevel in a process, and interpret the formulas introduced above.

Lemma A.3.11 Let P,Q be two terms of MA. IfP—Q or P £ Q for some
i, then ds(()P) > ds(()@).

Proof: The property for = follows from the definition of ds(()P). For P — Q,
one reasons by induction and case analysis (using Lemma A.1.4). O

Corollary A.3.12 For all cap, if P ‘= Q, then ds(()P) > ds(()Q).

Lemma A.3.13 (Characterisation of replication of single processes)

1. Given a capability cap, and a sequentially selective and cap-expressive for-
mula A, define LA def Repcap(A). Then PEVA iff there are r > 1,5 >
r, JDz (1 < i < 8) such that P = ngig!cap.Pi | H,.+1§i§5cap.Pi, and
cap. BEA for all 1 < i < s, where T1<;<;Q; abbreviates Q1| ... | Q.
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2. For any name n and depth selective and n-expressive formula A, define
14 Repp(A). Then PELA iff there arer > 1,8 > r, P (1 <i < s)
such that P = li<;<.n[P;] | I, 41<i<sn[Pi], and n[P;]E A for all 1 <
1 < s.

3. For any formula A that is sequentially selective and input expressive, de-

fine 1A def Repinput(A). Then PEIA iff there are r > 1,s > r, P,

(1 < ) < 8) such that P = nging'rL[Pi] | HT+1§1‘§STL[P¢], and TL[Pz] ':.A
for all 1 < i <s.

Proof:
Case 1, cap = inn. Assume there exist some terms P1,..., P; satisfying the
condition expressed in 1. Then the first part of 1A is satisfied, i.e. PEAY.

To establish the second part, we have to show that for any = outn®
(where w € N*U{o0}), any fresh name m, and any term R such that m[P | Q] |
n[0] = R, there is a further reduction R = n[m[R; | Rs]] for some Ry, Ry
such that RiFE.A, which entails in particular Ry = inn.R|. Since ambient
n does not contain any active process, and since there is no active process at
toplevel in m[P | @] | n[0], ambient n remains at toplevel in all evolutions
of this term. Moreover, we have that m is fresh for P and @; therefore, no
ambient may get out of m, so for any reduct R, there exists R’ such that either

(i) R = m[R] | n[0], and P | Q =Unmutnlt. por o1 (i) R = n[m[R]], and

Pl@Q dnn, _lowtninnl®, pr. Iy the first case, because of the shape of P, we may
perform one more step of reduction to reach a situation like (4¢), and then, since
P | @ nn,loutninm)’, b there exists R” such that R’ = linn. P, | R”. The
first implication is thus proved.

Conversely, let us now assume that P = Repjn,(A). Then according to the
first part of the formula, there exist some P;s satisfying P = (Dinn. Py | ... |
(Ninn. Py and inn. P; = A. Suppose now by absurd that no component is repli-
cated. We exploit the sequential selectivity hypothesis to obtain a contradiction.
Indeed, we have the reduction m[P | (outn)"] | n[0] = R=mn[m[P |...|
P,]] and R is a term whose sequentiality degree is stricly smaller than ds({)P).
Then it is also the case for any of its reducts, and therefore the same reasoning
holds for any R, Rz such that R = n[m[inn. Ry | Rz]], inn. R; has a sequen-
tiality degree too small to satisfy A because of sequential selectivity. Thus, P
cannot satisfy Repi,,(A), and we obtain a contradiction. Hence, at least one of
the P;s is replicated, and the reverse implication is proved.

The proofs for Case 1, other capabilities, and Case 3 follow from similar
arguments.

Case 2. Let us now treat case 2, and assume that P = In[P1] | ... | (On[F],
with the Pjs such that P; = A. Then P satisfies Rep,(A) iff for any Q =
openn¥, and any R such that P | Q = R, there are R;s such that R = n[R4] |
Rs with n[R;]A. Since for any R, R = In[P;] | R/, the first implication is
established.

Conversely, suppose P satisfies Rep,j(A). Then P = (On[P1] | ... | ()n[P:].
Moreover, if no P; is replicated, P | lopenn = P, |...| P- | lopenn, and if
in some P; there are P; ; (j = 1,2) such that P, = n[P;1] | P, 2, then the depth
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degree of P; 1 is too small for n[P; 1] to satisfy A, which gives us the second
implication. a

The formulas for persistence, together with the constructions of Section A.2,
will be used to derive characteristic formulas w.r.t. =, for a subcalculus of MA
in Section A.4.

A.4 Characteristic formulas

In this section we will establish the existence of characteristic formulas for a
very general class of processes. Given a process P, a characteristic formula for
P is a formula Fp such that:

VQ. Q= Fp iff Q=P.

The definability of characteristic formulas is an interesting property since these
allow one to relate the model-checking and validity problems. Indeed, we have
that

PEA it HFp—A.

In spatial logics, moreoever, we have the following property, that follows
from the interpretation of operator [>:

FA if 0 (-A) > L.

To be able to carry out our programme, we have first to understand what
=, represents. For this, we look for a co-inductive characterisation of =, as a
form of labelled bisimilarity. Then, making an intensive use of the formulas for
the connectives of the calculus we defined above, we will derive characteristic
formulas for a subcalculus of MA.

A.4.1 Intensional bisimilarity

We now use the labelled transitions (Definition A.1.5) to define a notion of
intensional bisimilarity in order to capture =p.

Définition A.4.1 Intensional bisimilarity is the largest symmetric relation =;,¢
on processes such that P =;,; QQ implies:

1. If P = Py | Py then there are Q1, Q2 such that Q = Q1 | Q2 and P; ~ujp,
Qi, fori=1,2.

2. If P=0 then Q@ =0.

8. If P — P’ then there is Q' such that Q = Q' and P’ ~;,; Q.

4. If P TP then there is Q' such that @ inn %n@’ and
P/ ~int Ql-

5 If P 22 P then there is Q' such that Q 22 %nq and
P/ Tint Ql'

6. If P 28 P’ then there is Q' such that Q 22" Q' and P’ ~in: Q.
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t

7. If P 3 P’ then there is Q' such that Q N Q' and P’ =~ Q.
8 IfP P then there is Q' such that Q | (n) = Q" and P’ =~y Q'.
9. If P =n[P’| then there is Q' such that Q = n|Q’| and P’ ~,,, Q.

The definition of =;,; has (at least) two intensional clauses, namely (1)
and (2), which allow us to observe parallel compositions and the terminated
process. These clauses correspond to the intensional connectives ‘| and ‘0’
of the logic. The clause (8) for abstraction is similar to the input clause of
bisimilarity in asynchronous message-passing calculi [ACS98]. This is the case
because communication in MA is asynchronous. Another consequence of this is
that the logic is insensitive to the following rewrite rule (modulo associativity-

commutativity of |):
(@)((z) | (2)P) —y (2)P.

This rule induces a notion of normal form of processes, that we shall call the
eta-normalised form.

Définition A.4.2 (Eta-equivalence) We will note P =g Q if the normal
forms of P and @ for —,, are related by =.

Lemma A.4.3 (cf Appendix B) In MA, P =g Q implies P =, Q.

By Proposition C.2.4 below, this result says that the logic is insensitive to
—n. We shall thus reason using normalised processes w.r.t. —,, which will
make proofs simpler.

The most peculiar aspect of the definition of &, is the use of the stuttering
relations. Although they could be avoided when restricting on finite processes,
they cannot in the full calculus.

Example A.4.4 (Equivalent processes modulo stuttering) Consider the
processes
p ¥

Q def lopenn.inn.outn. inn. outn.n[0] | inn.outn. n[0].

lopen n.inn. outn. inn. out n. n[0] | n[0]

It holds that P %, Q. However, since P (nnoutm)”, o Alnmoutn)’, p
we have
outn. P =, outn.Q.

To see why the extra capabilities of @ do not affect its behaviour, consider the
following reduction of outn. P, put in some context:

nlmloutn. P | R]] — nl[0] | m[P | R]

In the same context, process outn.Q can match this transition using three re-
ductions:

n[m[Q | R]] — n[0] | m[inn.outn.n[0] | Q' | R]
— n[mloutn.n[0] | Q" | R]]S
— n[0] | m[P | ]
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where Q' = lopenn.inn.outn.inn.outn. n[0].
Conversely, we have

nlmloutn. Q | R} — n[0] | m[Q | R],
and outn. P can mimic this reduction as follows:
n[mloutn. P| R]] — n[0] | m[n[0] | Q| R]
[0] | m[Q | inn.outn.inn.outn.n[0] | R
—  n[m[Q’ | outn.inn.outn.n[0] | R]]
— n[0] [m[Q | R]

—

3

By contrast, stuttering does not show up in Safe Ambients [LS00b], where
movements are achieved by means of synchronisations involving a capability and
a co-capability.

We now state some results about =¢;,; that are proved in annex B.

Proposition A.4.5 (cf. Appendix B) =,; is a congruence relation.
Proposition A.4.6 (cf. Appendix B) Forany P, Q, P =, Q implies P=1Q).

The latter result establishes correction of 2, w.r.t. =p. Given a process
P, we try and characterise the equivalence class of P w.r.t. ~;,; with a formula
Fp. The definability of such a formula will actually entail that =7 C =
(completeness), and hence that Fp actually characterises the =p-equivalence
class of P.

We now mention a useful induction principle that allows us to reason ‘almost
inductively’ on the structure of a process when checking relation =2;,;. This
principle is given by the following inductive order:

Définition A.4.7 We write P > Q if either ds(P) > ds(Q) or Q is a subterm
of P.

This order allows us, using the following result, to derive an inductive char-
acterisation of =;,,; (see appendix B).

Proposition A.4.8 (cf. Appendix B) Let P, Pi, P2, Q be processes of MA.
Then

1.0 =~ Qiff Q=0.

2. n[P] =y Q iff there exists Q' such that Q = n[Q'] and P =~y Q.

3. P | Py =i Q iff there exist Q1,Qa such that @ = Q1 | Q2 and
Py =iy Qi fori=1,2.

4. VP =i Q iff there exist r > 1,8 > r,Q; (1 < i < 8) such that Q =
Mi<i<r!@i | rgi<ics@Qi, and P =iy Q; fori=1...s.

5. cap. P =i Q iff there exists Q' such that Q = cap. Q' with P <c:a§>%im Q'
and Q' <C:a§>%mt P.

6. (n) =iy Q iff Q= {(n).

7. ()P =y Q iff there exists P',Q',Q" and n € (P) U fn(Q) such
that Q = (v)Q', @ | {n) = Q", P{Wa} =i Q", (z)P | (n) = P’ and
P %y Q{Mx}.
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A.4.2 The subcalculus MA;r

As we mentioned above, characteristic formulas and completeness for an alge-
braic characterisation of logical equivalence are two related problems. In fact,
the existence of characteristic formulas is a stronger result than completeness of
~;nt W.r.t. =p: while we establish completeness in appendix B on the whole cal-
culus, we are only able to derive characteristic formulas on a subcalculus of MA.
To introduce the necessity of restricting the class of processes we consider, and
to illustrate the basic ideas behind the construction of characteristic formulas,
we examine some examples.

Example A.4.9 We consider processes P1 = lopenn.n|0], P, = openn | n[0]
and P3 = lopenn. P5. A characteristic formula for Py is easy to define since
the continuation term n|0] has no reducts. Hence the formula [openn]n[0],
using a formula for necessity, satisfies the conditions of Lemma A.3.13, and a
characteristic formula for Py is

e open n]n[0].

In order to define a characteristic formula for Py, we first look for a character-
istic formula for Py, We can set

Fo X [openn].0 | n[0].

However, in P the continuation process (Pa) is not static, as it may reduce to
0. Hence [openn]. Fo does not satisfy the conditions of Lemma A.5.13 (and
this formula is not a charateristic formula for openn. Ps, although Fs is for
Ps ), so that we need to add the possibility to reduce to 0, yielding to the formula
[openn].(F2 VvV 0). But then we also accept the term openn. 0, which shows
why we are led to add a possibility condition in the formula.

A characteristic formula for Py is finally the following:

F Repopenn{{{openn)}. Fo A [openn].(Fz Vv 0)).

We see on this example that characterising the continuation of a process
starting with a capability or an input requires to enumerate also all the possible
reducts after consuming the topmost constructor. This is not always effective,
and we are thus led to suppose that it is, which leads us to the definition of the
following subclass of MA processes:

Définition A.4.10 (Subcalculus M A;r) We call image-finite processes pro-
cesses P such that in any subterm of the form cap. P’ (resp. (z)P’), the process

P’ admit only finitely many distinguishable reducts under ‘ep) (resp. P'{"z}
admit only finitely many distinguishable reducts under = for some n & fn(P)).
MArp is the set of image-finite MA processes.

Using the notations of this definition, image-finiteness amounts to finiteness
of the following sets of processes (that are quotiented w.r.t. =):

(pr . P pry o and {P7: Pk} = P},

~ .
~int
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For example, process inn.!(n[0] | openn.0) is in M Arp, but not inn. {n[0] |
open n. a[0])

To construct a characteristic formula Fp of a closed M Ajp process P, we
can suppose (up to =g) that replication only appears above single terms and
that P is eta normalised. We then define the characteristic formula Fp of P by
induction using the order of Definition A.4.7. The defining formulas are given
in Table A.6 (this defines a valid induction by Lemma B.2.2).

Fo Lf g

Frio < Fp | Fq

Fupy € n[Fp)

Fapr S ((cap)-Fp A [0l V p, pey,  Fr

Finpr] & Rep,(FP)

Ficap.P o Repcap(]:cap.P)

Finy 4 of Lemma A.2.15

Fopr ¥ 3 @z A (2).Fp A (ny ¢ f(P))
[72] ((}—@c) | tinput) V Vip pinamy=pry,.. fp/{ﬁ/nz})

Fimy & of Table A5

Fiwr L Repinpu(Fayp)

Table A.6: Characteristic formulas in MA;p

Theorem A.4.11 (Characteristic formulas for M A;r) For any term P,
define Fp according to Table A.6. Then

QEFr iff P mim Q.

Do note that in formula F,)p of Table A.6, we reason like if we were defin-
ing characteristic formulas for processes that have free variables. This should be
understood as involving an implicit replacement of these free variables by appro-
priately chosen fresh names (see also the discussion just before Lemma A.2.15),
so that we only manipulate closed processes.

Proof:of Theorem A.4.11 The proof is by induction, using the order of Defini-
tion A.4.7.

e Fy characterises 0: this holds by Prop. A.4.8.

e Finy characterises (n) and Fy,y characterises !{n): by Lemma A.2.15,
Lemma A.3.13 and Prop. A.4.8.

e if Fp characterises P, then F,,[p) characterises n[P]: by Prop. A.4.8.

e if Fp, characterises P, and Fp, characterises Ps, then F| P, | P, characterises
Py | Ps: by Prop. A.4.8.

e Suppose now that for every P’ such that ds(()P’) < ds(()P), Fp: is a
characteristic formula for P’. We then have:



140APPENDIX A. ON THE EXPRESSIVENESS OF THE AMBIENT LOGIC

— Feap.p characterises cap. P.

By Lemma A.2.9, ds(()P') < ds(()P) for any P’ such that P '=' P/,
so Fpr is a characteristic formula for such processes. We examine
each of the two implications. In one direction, PE={cap). Fp, and by

Lemma A.2.9, PIZ[CaF)]\/{P,’ PPy Fpr, so cap. PEFcp.p-

Conversely, if QEFp, then from Q|:<Ca’[;>.fp we deduce the ex-
istence of @', Q" such that Q = cap.Q’, Q' zpl Q", and Q"EFp.
Moreover, from Q= [ca p] -V Fpr, we deduce that there

.t

(cap)

(cap)
(P, PPy,

is P’ such that P <C:a>p> P and Q'=Fpr, so Q' 2 P, and by
Prop. A.4.8, Q ~;,: cap. P.

— F(z)p characterises (x)P.
We may assume without loss of generality that (z)P is eta nor-
malised, since logical equivalence is up to =g A.4.3. We pick ng
fresh for P. We can apply the induction hypothesis for P{no/z} and

for all of its reducts P’. The right to left direction follows from
Lemma A.2.16.

For the other direction, let @ be such that QEF(,p. Up to =g,
we may assume that @ is eta normalised. Let ny be a name that
is used to satisfy formula F;p. Then no € fn(Q), and there are
Q',Q" such that Q = (z)Q'; (no) | (2)Q" = Q", and Q"FF pinosy,
that is, by hypothesis, Q" =, P{"0o/z}. Moreover, since Q is eta
normalised, Q' {"o/x} is not of the form (ne) | (z)R, and hence does
not satisfy (F(z) | 1input), so there is some P’ such that P{"o/z} =
P’ and Q'{"o/z}=Fp, that is, by induction, Q'{"0/z} ~;,; P'. Using
Proposition A.4.8, we deduce Q ~, () P.

— Frcap.p characterises lcap. P and Fi,yp characterises (z)P: these
results follow from the replication case in Prop. A.4.8 and from
Lemma A.3.13. In particular, the requirements in terms of sequen-
tial (or depth) selectiveness, and cap (or n, input) expressiveness
are satisfied because the formulas we are using in our constructions
are characteristic formulas, which, by induction, satisfy such require-
ments.

[

Corollary A.4.12 On the subcalculus MArp, ~int = =, and in particular,

QEFp iff P=rQ.

This strong expressiveness result says that, rather remarkably, we can ex-
press the whole descriptive power of the logic in a single formula.

A.5 Extensions of the calculus

In this section, we study extensions of MA with different forms of communica-
tion: we first examine the possibility to emit capabilities (and not only names)
in messages, and then consider synchronous communication. We only show
how to capture the modifications brought to the language, without porting all
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the constructions seen in the previous sections. We however believe that our
approach would go through without any major modification.

We start by remarking that Lemmas A.2.5,A.2.8.A.2.7 about the interpreta-
tion of formulas {(cap)..A hold in the extensions we consider, since their proofs
are insensitive to the presence of communication in the calculus.

A.5.1 Capabilities in messages

In the original MA calculus [CG98], messages can also carry paths of capabilities.
To accommodate this in the grammar of Table A.1, all occurrences of n are
replaced by M, and the path productions

M:u=cap | M. My | e,

are added to those for expressions, where ¢ stands for the empty path. Thus a
capability can be a path, such as openn.inm.openh. Also, the rules

e P =P (Mlj\/fg)P = Mlj\/fgp

are added to those of =. Since messages can now carry names or capabilities,
a type system is introduced [CG99] to avoid run-time errors. We shall assume
that all processes are well-typed (according to the basic Ambient types), which
means in particular that in the interpretation of a formula of the form A > B,
processes that are added in parallel are of the right type.

Our main focus will be on the characterisation of these new forms of mes-
sages. For this, we need a formula TestCap, the analogous of the formula
TestComm of Section A.2.3, satisfied by all abstractions that are eta-congruent
to (x) m[z. 0], where m is some fixed name.

We also need a formula (M), for any closed capability M, that identifies
those processes that are structurally congruent to M.0. We first discuss an
example, namely the formula (inn.openm]. For this, (in n). {(open m).0 is not
enough: this formula is satisfied by inn.openm.0 but also, for instance, by
processes such as inn. ((M) | () openm), which has some additional I/0, or
inn.outn.inn.openm. 0, which stutters. A formula F for (inn.openm| could
thus be {the actual definition of (inn.openm] will be different; the formula
below is easier to read and semantically equivalent):

F d;f

(in n). (open m).0
A ={in n). —1lcomp
A ={inn).{outn). T
A

={in n}. {open m). =0

In the definition of F, the second, third and fourth A-components take care
of the problems with I/O and stuttering mentioned above.
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Here is the complete definition of (M) for any path M:

(openn. M) et (open n). (M)
—(open n). (—1lcomp V lamb)
(out . M) T out ny. (M)
—{out n). (—1comp V lamb)
A \ 1 /
={out n). (in n). {out n). (M)

.(—1lcomp V lamb)
.{out n). {in n). (M)

In the definition of (M]), subformula —1compV 1amb is used to control process
reductions, see Lemma A.5.1.

Lemma A.5.1 Suppose P — P’. Then P | —lcompV lamb.

We now define TestCap:

TestCap ef lcomm

A lcomm &> O(2comm V m[lcomp])
A Lcomm » O m(inn)]
A lcomm B & mi0]

where n and m are different names.

The correctness of this definition is proved along the lines of that of TestComm.
The formula F sy, where M is any closed capability, is then

Fian 1 comm A (TestCap > < m[(]]bfl)])

A.5.2 Synchronous Ambients

Since the modal logic does not talk about the I/O primitives, it is interesting to
examine variations of these primitives, to see the effect on the equality induced
by the logic. In MA communication is asynchronous: since a message has no
continuation, no process is blocked until the message is consumed. The most
natural variation consists in making communication synchronous. For this the
production (n) for messages in the grammar of MA in Table A.1 is replaced by
the production (7). P. Reduction rule Red-Com becomes:

Red-Com

(M).Q| () P — Q| P{M/z}

The communication act liberates, at the same time, both the continuation P of
the abstraction and the continuation Q of the message. We write MA®™™¢ for
the resulting synchronous calculus.
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Synchrony leads to some important modifications in the assertions and in
the proofs of the results in the paper. In MA®?¢_ the eta law fails in the sense
that the logic can separate eta equivalent terms (see Def. A.4.2). Indeed, we
will define a formula ({(n)). A whose models are processes (n). P with P = =A.
Then, returning to the eta law, formula 1input A ({{n)).n[0]) » O-3 is satisfied
by (z)({(z) | (y)0), and not by (x)0.

Remark A.5.2 An important change induced by this remark is that logical
equivalence coincides with structural congruence in MA®™ on finite processes
(see appendiz B).

We will focus now on the characterisation of this new form of communication.
In asynchronous MA, our separation of messages from abstractions exploited
their asymmetry: abstractions, but not messages, have a continuation. In the
synchronous case the asymmetry disappears, therefore we have to use a different
route for the proof, which makes it a bit more involved.

Again, the most delicate point is to find a replacement for the formula
TestComm. We only quickly sketch how the new definition is obtained.

e We first define a formula, OnlyCom, that is satisfied only by abstractions
(z) P and messages (M). P in which capability prefixes and ambients do
not appear in the continuation P and, moreover, no subterm of P contains
more than two non-trivial parallel components:

OnlyCom ' fcomm » ( D(2comm V 0)
A< 0)

e Using OnlyCom we define a formula, ComAmb, that is satisfied only by pro-
cesses defined as those that satisfy OnlyCom except that the innermost
operator is an ambient 7[y[0]]:

ComAmb def

333,( OnlyCom » ( O( 2comm V z[n[0]))
A x[n[()]])
A OnlyCom » © x[m[O]])

where n and m are different names.

e We then define a formula that characterises the abstraction (x) h[z[0]]; we
write 3comm for 1comm | 1comm | 1comm:

Immh < ComAmb
A OnlyCom > (O—lcomm A O—3comm)
A OnlyCom » <& h[n[T]]

A OnlyCom » < h[m[T]],
where n and m are different names.
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Roughly, the first A-component implies that a process that satisfies Immh
has an abstraction or a message as its outermost operator, and an ambient
n[«[0]] as the innermost. The second A-component, call it F, ensures that
the process does not have any other operators; that is, the ambient n[z[0]]
is reached immediately after the initial communication. For instance, the
process R def (M). (x) hlz[0]] does not satisfy F because R | (z) 0 =
() h[z[0]] and (x) h[z[0]] satisfies 1comm. Finally, the third and fourth
A-components rule out the messages and the abstraction (z) x[2[0]].

To interpret formula OnlyCom, we introduce the following grammars:

H == .0 | ()0 | n.(H|H) | (z)(H|H) | (n).H | (z) H
K == ().nlyol] | (@)ayo]] | ). (H|K) | (@) (H|K) | @)K | () K
H* == H|O
K* w= (n).nn"[0]] | (2)nln"[0]]
| (). (H|K) | (z) (H] K)
| (YK | (z) K | nln'[0]]
We write

o GH for the set of terms described by H,
o GK for those described by K,

e GH* for those described by H*, and

e GK* for those described by K*.

(The grammar for K*, w.r.t. that for K, has the additional production for
77’ [0]], and has n[n’[0]] in place of n[y[0]] in the other productions.)

Lemma A.5.3 Suppose P is a MA™® process. P{%z} € GH iff P € GH.

Lemma A.5.4 Suppose P is a MA®™ process and P | OnlyCom. Then P =
P’ for some P’ € GH.

Proof: Suppose P; |= OnlyCom. Then there is a process P, with P, | 1comm
such that
P | P E (O@R2commV 0) AOO0).

In particular, it holds that P, | P» = 2comm, hence P; = 1comm.
We show that if Q1,2 are processes that satisfy 1comm and such that

Q1| Q2 E (O(2comn vV 0) A< 0),

then Q1,Q2 € GH.

The proof is by induction on the maximal depth of (1, Q2. The case when
this depth is 1 is easy. If this depth is greater than 1, then Q1 | Q2 — Q) | @5,
using the com rule, where (); is the continuation of );. We have three cases:

e Q1 =0, Q) = Ry | Ry for some non-trivial Ry, Ry;

e the symmetric case;
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e none of @} and Q) is structurally congruent to 0.

In the first two cases, we deduce that R;, Rs satisfy 1comm, and then use induc-
tion to infer Ry, Ry € GH. Then using the first 4 productions of the grammar,
and Lemma A.5.3, Q1,Q> € GH. In the third case, use induction to infer

1,Q5% € GH. Hence also Q1,@2 € GH, using the last 2 productions of the
grammar and Lemma A.5.3. O

Lemma A.5.5 Suppose P is a MAYY™ process, and P = O(2commV h[n[0]]) A
& h[n[0]], where h,n are any names. Then P = Py | P> with P, € GH and
P, e GK*.

Proof: By induction on the size of P, where the size is the number of operators
in P. The size cannot be 0 or 1. If the size is 2 then P = h[n]0]], and P =0 |

hin[0]], hence the assertion of the lemma, for P .

Suppose the size if greater than 2. Call

Fo O(2comm V A[n[0]]) A <O hn|0]]

Then
P=P | P, where, fori=1,2,wehave F; = lcomm

Since P must reduce,

PPy = (m).Q1 | (7) Q2

and

Q1| Q{Mz} = F.

The size of Q1 | Q2{™/z} is smaller.

It can be that Q1 or Q2 are 0, or none is 0 (they cannot both be 0). In both
cases we can conclude by reffering to the appropriate grammar productions and
by using the inductive hypothesis. O

Define now:

ComAmb ' 3. ( OnlyCom » (D(Zcomm Vz[n[0]]) A x[n[O]])
A OnlyComm <& x[m[O]])

where n and m are different names.

Lemma A.5.6 Suppose P is a MA® process, and P |= ComAmb. Then P = P’
for some P’ € GK.

Proof: Suppose P; = ComAmb. Then there is a process P, and some h with
P, = OnlyCom such that Pi | P» | O(2comm V h[n[0]]) A < h[n[0]]. By
Lemma A.5.4, P, =¢ GH. By Lemma A.5.5, P, € GK*. Moreover, since
P, | lcomm, it holds that P # h[n[0]]; from this and P; |= OnlyCom »
<& h[m|0]], we deduce Py € GK.

O
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Define

Tmmh < ComAmb A

OnlyCom t> (O-lcomm A O—3comm)
OnlyCom & <& h[n[T]]

OnlyCom » <& hAlm[T]]
where m #£ n.

Lemma A.5.7 Suppose P |= Immh. Then P = (z) hlz[0]].

Proof: By Lemma A.5.6, P = P’ € GK. One then shows that (z) hlz[0]]

satisfies Imm h, whereas the other terms in GK do not (chosing the appropriate

OnlyCom). O
Now we can define the formula:

((n)).Adﬁf 1comm
AVz. (Immz > O (z[n[0]] | A))

Lemma A.5.8 Suppose P is a MAY™ process. It holds that P |= {(n)). A iff
P=(n).Q and Q = Q' and Q' E A.

Proof: Take h fresh. Then by Lemma A.5.7,
P (z) hl[z[0]] = © (R[z[0] | A).

From this, and P | 1comm, we deduce P = {(m). P/, for some m, P’. We also
deduce that
P'| hlm[0] = © (h[m[0]] | A).

Since h is fresh, P’ cannot interact with h. Hence m = n, and moreover P/ ==

A. ]

Lemma A.5.9 Suppose P is a MA®" process. It holds that P |= {In). A iff
P=(x)P and P{Mfz} = P" = A.



Appendix B

Separability in the Ambient
Logic

This appendix presents the characterisation of the logical equivalence (=) on
the Ambient calculus, as presented in chapter 7. The calculus is however richer,
namely it includes asynchronous communications of names as in the original
presentation of the calculus [CG98]. We moreover present the proof of undecid-
ability of = sketched in chapter 9.

First we introduce the intensional bisimilarity =, aiming to give a coinduc-
tive operational characterisation of the logical equivalence; we prove its congru-
ence and its soundness for =p, (section B.1). The we turn this characterisation
in an inductive one and use this fact to derive a proof of completeness with-
out any image-finiteness hypothesis (section B.2). We then give a more precise
descprition of =1 comparing it to the extensional and intensional equivalences,
and we prove intensionality for the calculus M AJ%". We conclude by the proof
of the undecidability of =p (section B.4).

B.1 Intensional bisimilarity

In order to be able to carry out our programme for =y, as discussed in the
introduction, we look for a co-inductive characterisation of this relation, as
a form of labelled bisimilarity. Before introducing the bisimilarity relation, we
define labelled transitions on M 4, including what we call relations of stuttering.

B.1.1 Definitions

Labelled transitions and stuttering

definition A.1.5 Let P be a closed process. We write:

cap

e P = P’ where cap is a capability, if P =cap. Py | P, and P/ = P, | P».
P PitP={n)|P.
e P2 Pif P=(m)P, | P, and P' = Pi{"m)} | P..

147
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e P £ P’ where  is one of the above labels, if P = %5 = P’ (where
— £ — is relation composition).

¢ (stuttering) p=MaMa) . prif there is i > 1 and processes Pp,..., P,
with P = P; and P’ = P, such that P, 22 22 P forall 1 <r < i.
. (cap) . . . . . .

e Finally, '=" is a convenient notation for compacting statements involving

R ” inn) . tn,inn)* .. outn) . inn,outn)”*
capability transitions. <$> is %; similarly ( = ) jg innoutn)” ;

openn) ,
<:>>

and is =.

Example B.1.1 (Stuttering Loop) Consider the processes

p & lopen n.inn. outn. inn. outn. n[0] | n[0]

Q def lopenn.inn.outn. inn. outn.n[0] | inn.outn. n[0].

We have the following loop, modulo stuttering:

P (inn,outn)* Q (inn,outn)* P.

The existence of such pairs of processes that reduce one to each other module
stuttering will play an important role in the axiomatization of =;. We call such
a situation a loop.

The following equation between processes, that we call the eta law, can also
be seen as a form of stuttering (in communication, as opposed to stuttering in
movements). We shall see in Section B.3 that the logic is insensitive to this
form of stuttering.

Définition B.1.2 (Eta law) The eta law is given by the following equation:

(z) ((z) P | () = (z) P.

A process P is eta-normalised if there is no context C and process @ such
that P = Cl(z) ({z) | (z) Q)] (that is, modulo =, P does not contain any
subcomponent of the form (x) ((z) | () @)).

Intensional relation, =,

We present here our main labelled bisimilarity, written =;,;, which we call
intensional bisimilarity, and that will be used to capture = ’s separative power.

The definition of =¢;,,; is rather robust, in the sense that it is based on the ob-
servations made available by the logic either using built-in operators or through
derived formulas for capabilities (see below), and hence does not depend too
much on the syntactical operators of the underlying calculus. This robustness
makes it easy for instance to derive that =;,; is an equivalence relation.

By contrast, some important properties, like congruence, are not immedi-
ate. We shall introduce below another relation, whose definition follows a more
syntactical approach, and that will make the proof of congruence easier.

Définition B.1.3 Intensional bisimilarity is the largest symmetric relation =,
on processes such that P =2;,; Q) implies:
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1. If P = Py | Py then there are Q1, Q2 such that Q = Q1 | Q2 and P; ~ujp,
Qi, fori=1,2.

2. If P=0 then Q = 0.
3. If P — P’ then there is Q' such that Q = Q' and P’ =~ Q'.

inn

4. If P "% P othen there is Q' such that Q = out n.inn)” n@Q’ and
P’ ~int Ql-

outn

5. If P 28 P then there is Q' such that Q 222 innout n)” n@Q and
P’ ~int Ql-

openn openn

6. If P P P! then there is Q' such that Q 5" Q' and P~y Q.
7. If P P! then there is Q' such that Q N Q' and P i Q.
8 IfP ™ P’ then there is Q' such that Q| (n) = Q" and P’ = Q'.
9. If P = n|P’] then there is Q' such that Q = n[Q’] and P’ =y Q.

The definition of az;,; has (at least) two intensional clauses, namely (1)
and (2), which allow us to observe parallel compositions and the terminated
process. These clauses correspond to the intensional connectives ‘|” and ‘0’
of the logic. The clause (8) for abstraction is similar to the input clause of
bisimilarity in asynchronous message-passing calculi [ACS98]. This is so because
communication in MA is asynchronous (see also Subsection B.3.2 below).

The most peculiar aspect of the definition of =, is the use of the stuttering
relations. Although they could be avoided on finite processes, they cannot in
the full calculus, as illustrated by the following example.

Example B.1.4 (Bisimilar processes with stuttering) Consider the pro-
cesses P, Q) of Example B.1.1. It holds that P %, Q; however, since P (innoutn)” Q

inn,outn)*
and Q =M B e have

outn.P =;,; outn.Q.

Actually, outn. P =~ outn.Q., that is, these two processes are extensionally
equivalent, and they are also equated by the logic (i.e., outn.P=poutn.Q).
But they would not be intensionally bisimilar without the stuttering relations.

The reason for this peculiarity is that, intuitively, these processes have the
same behaviour in any testing context. To see why the extra capabilities of Q do
not affect its behaviour, consider a reduction involving outn. P, of the following
shape:

n[mloutn. P | R]] — n[0] | m[P | R].

Process outn. QQ can match this transition using three reductions:
n[m[Q | R]] — n[0] | m[inn.outn.n[0] | Q" | R]

— nlmfoutn.n[0] | Q' | R]]
— n[0] | m[P | R],



150 APPENDIX B. SEPARABILITY IN THE AMBIENT LOGIC
where Q' is lopenn.inn.outn.inn.outn. n|0]. Conversely, the process outn.Q
may be involved in the following scenario:

nfmloutn. @ | Rl] — n[0] | m|Q | R,
and the process outn. P may mimic this reduction. If we set

Q' = lopen n.inn.outn.inn.outn.n[0],

we have

n[mloutn. P | R]] —

3

0] [ m[n[0] | Q" | R]
I

[
— n[0] | m[@Q' | inn.outn.inn.outn.n[0] | B]
— n[m[Q’ | outn.inn.outn.n|[0] | R]]
— n[0] [m[Q | R].

By contrast, stuttering does not show up in Safe Ambients [LSO0b], where move-
ments are achieved by means of synchronisations between a capability and a
co-capability.

The following result follows easily from the definition of &;,;:
Lemma B.1.5 =;,; is an equivalence relation.

However, it is not obvious that ~;,; is preserved by all operators of the
calculus, due to the fact that =, is, intrinsically, higher-order. Formally, =,
is not higher-order, in that the labels of actions do not contain terms. ‘Higher-
orderness’ is however hidden in clause (3) of Definition B.1.3, for a reduction
may involve movement of terms (for instance, if the reduction uses rules Red-In
or Red-0ut). This, as usual in higher-order forms of bisimilarity, complicates the
proof that bisimilarity is preserved by parallel composition. As announced, we
introduce a second relation on processes, in order to be able to prove congruence.

Syntactical relation, ~,,,

Our proof of congruence makes use of a second bisimilarity, ~,,,, that, by
construction, is preserved by all operators of the calculus, and that is defined
as follows:

Etienne: Ici ca a un peu change par rapport a Davide, j’ai mis = a la place de = dans la
definition. Tous les resultats me semblent se prouver aussi facilement, donc ca
va, mais surtout si on fait pas ca il faut prendre en compte le ! et ca devient

affreux.

Définition B.1.6 ~.,,, is the largest symmetric relation on processes such that
P .y, Q implies

1. If P = Py | Py then there are Q1,Q2 such that Q = Q1| Q2 and P; ~,
Q;,1=1,2.

2. If P = cap. P’ then there are @', Q" such that Q = cap. @', Q' ‘) Q",
and P’ ~gy, Q.
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3. If P={n) then @ = (n).

4. If P = (x) P’ then there is Q' such that Q = (x) Q' and for all m there is
Q" such that (m) | Q = Q" and P {"x} =y, Q.

5. If P = n[P'] then there is Q' such that Q = n[Q’] and P’ ~gy, Q'

We extend the relation =g, to open terms by saying that P =g, Q iff for any
closing substitution o, Po =gy, Q0.

Clause 4 is typical of asynchronous calculi; its statement will entail that
Rigyrn validates the eta law (see Sec. B.3).

The differences between the definitions of =;,; and =,,,, are the following.
First, labelled transitions are replaced by structural congruence in the hypoth-
esis of the corresponding clause. Second, clause (3) is removed.

Transitivity of ~,,,, is not obvious, because it is not immediate that ~,,,, is
preserved under reductions (there is no clause for matching 7-transitions, and,
moreover, —> is used in a few places, such as the clauses for movement, for the
definition of the stuttering relation).

We shall prove that ~2;,,; and =z, coincide (Corollary B.1.16 below). Thus,
transitivity of 2., will hold because of ~;,,;’s transitivity, and conversely, con-
gruence of ~z,,, will ensure congruence of =;,;. This proof method, which
exploits an auxiliary relation that is manifestly preserved by the operators of
the calculus but that is not manifestly preserved under reductions, brings to
mind Howe’s proof technique for proving congruence of bisimilarity in higher-
order languages [How96]. In our case, however, the problem is simpler because
of the intensional clauses (1) and (2) of the bisimilarity and because MA is not
a fully higher-order calculus: terms may move during a computation, but they
may not be copied as a consequence of a movement. We may say that MA is a
linear higher-order calculus (indeed the congruence of ~;,,; could also be proved
directly, with a little more work).

B.1.2 Congruence
In this section, we establish congruence of intensional bisimilarity, using the

auxiliary relation =~%ys,.

Some results about ~,,,

To prove congruence of ~,,, we need the following results.
Lemma B.1.7 If0 ~,,,, Q) then Q = 0.

Proof: Suppose @ = 0 is not true. This means Q = Q' | Q" for some Q', Q"
where ' is of the form (z) R, (p), M. R, or n[R]. We should then have P =,
@', for some P = 0, which is impossible for P cannot match the demand by

Q' a
Lemma B.1.8 =C s, and =~gyn= C Xgyn.-
Proof: Straightforward from the definition of ~,,,. O

Lemma B.1.9 If P ~,,, Q, then P{"m} x4y, Q{"Ym}.
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Proof: If R is a &z, -bisimulation, then R{"%m} is a ~s;,,-bisimulation too.
O

Lemma B.1.10 If P =, Q then C[P] =y, C[Q], for all contexts C.

Proof: By induction on C, using the definition of ~,,,, and Lemma B.1.9. O
To prove that ~;,: and =2y, coincide, the main result we need is that ~,
is preserved under reductions:

Lemma B.1.11 Suppose P =g, Q and P — P’. Then there is Q' such that
Q= Q and P g, Q"

Proof: By induction on the depth of the derivation proof of P — P’. We
proceed by case analysis on the last rule used in the derivation.
¢ Rule Red-struct:

PEPl P1—>P2 PQEP3

By Lemma B.1.8, P; =, Q; by induction Q = Q' =, P2; again by
Lemma B.1.8, Q' =y, Ps.
e Rule Red-Par:
P1 — Pll
P1 | P2 —_— P1/ | P2
By definition of v, there are @; such that Q = Q1 | Q2 and P; =4, Q.
Then we conclude, using induction and Lemma B.1.10.

e Rule Red-Amb: use induction and Lemma B.1.10.
¢ Rule Red-Com: Immediate by clauses (1), (3), and (4) of Definition B.1.6.

e Rule Red-Open:

openn. P1 | TL[PQ] — P1 | P2

By definition of ~z,,,, Q@ = openn.Q1 | n[Q2], and for some Q] with
Q1 = Q), we have: Py ~y, Qa, P1 =gy, Q). We also have Q —
Q) | Q2. Using Lemma B.1.10, we derive P | Py &4y Q) | Q2, which
concludes the case.

e Rule Red-In:

nfinm. Py | Po] | m[Ps] — m[n[Py | P2] | Ps]

By definition of ~2yy., @ = ninm. Q1 | Q2] | m[Qs], and there is Q] such
that Ql%mQ’l and we have: Po ~gy, Q2, P3 =gy, Qs, and
P~y Q-

We also have Q = m[n[Q] | Q2] | Q3]. Using Lemma B.1.10, we derive

m[n[Pl | P2] | P3] Nsyn m[n[Q/l | QQ] | Q3]

which concludes the case.
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e Rule Red-0ut: similar to the previous case.
[

Corollary B.1.12 Suppose P =i, Q and P = P’. Then there is Q' such
that Q = Q' and P' ~,,, Q.

Proof: By induction on the number of transitions in P = P’, using Lemma B.1.11
for the inductive case. a

Correspondence between the two bisimilarities

Having proved Lemma B.1.8 and Corollary B.1.12, we can derive transitivity,
and hence conclude that s, is a congruence relation. This can be proved
directly, or by going through the correspondence with ~;,;. Here we follow the
latter approach.

Lemma B.1.13
- cap. P =, Q tmplies Q = cap. @', for some Q.
- (n) = Q implies Q = (n).
- (x) P = Q implies Q = (x) Q', for some Q.
Proof: Suppose @ = @1 | @2 where both @; are not structurally congruent to
0. Then P and @ could be distinguished using the clauses of ~;,; for parallel
composition and 0.

Similarly, P and @ can be distinguished if @ is single but not of the same
shape as P. O

Lemma B.1.14 =, C ~eyn-

Proof: By proving that ~,: is a ~vs,,-bisimulation. The proof is easy, using
Lemma B.1.13. a

Lemma B.1.15 ~y, C =y
Proof: By proving that ~, is a ~;,;-bisimulation.

We need Lemma B.1.10 (precisely, the fact that =, is preserved by parallel
composition}, Lemma B.1.8, Corollary B.1.12, and Lemma B.1.7. a
Corollary B.1.16 Relations ~; and =4y, coincide.

Corollary B.1.17 Relations ~,; and =gy, are congruence relations.

Proof: Follows from Corollary B.1.16, and Lemmas B.1.5 and B.1.10 O
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B.1.3 Inversion results for =,

We prove some more properties about ~2;,;. The inversion results we derive
below represent a crucial step in justifying the construction of the inductive
characterisation of =2;,,; we present in Section B.2.

Lemma B.1.18 (Inversion results for =~2;,,;) Let P, Pi, P2, Q be processes of
MA. Then

2. n|P] =i Q iff there exists Q' such that Q = n[Q'] and P =y Q.

3 P | Po = Q iff there exist Q1,Q2 such that @ = @1 | Q2 and
Py =i Qi fori=1,2.

4Py Q iff there exist v > 1,8 > r,Q; (1 < i < 8) such that Q =
Micic, @i | Thrq1<i<sQi, and P =iy Q; fori=1...5.

5. cap. P = Q iff there exists Q' such that Q = cap. Q' with P epl

and Q' <c:af>zim p.

ny =~
7. (x) P = Q iff there exists Q',m. such that m ¢ fn(P) U fn(Q),
Q= (2)Q Q| {m) =~ P and (x) P | (m) =~ Q'

Rint Q/

6. (

Proof: Except for the fourth item, the left to right implications hold because
R syn and &2, have equivalent definitions. For the right to left implication, cases
1 and 6 hold by reflexivity of ~;,:, and cases 2 and 3 follow from congruence of
=t (Corrolary B.1.17), and case 5 comes from a case analysis in the definition
of int-

We are thus left with case 4: it follows, using clauses 1 and 2, by reasoning
over the cardinality of single components in P and Q. We consider each pro-
cess as a multiset of single components, and we remark that in case there are
infinitely many copies of a given process on P’s side, there are also infinitely
many processes of bisimilar processes on @’s side. O

B.1.4 Soundness and completeness of =~;,; for =,

We now establish soundness and completeness of =;,,; w.r.t. =p. Soundness
means that for any processes P and Q, P =;,; @ implies P=p (. We defer
the presentation of the proof of completeness in the general case to the next
section, and only show that =;,; 2 = on finite processes. We chose to do this
for the sake of clarity: the proof in the finite case is much simpler, and exposes
the basic ideas of the argument in the full calculus.

Soundness

In order to prove soundness (on the whole calculus), we use the definition of
~syn and the congruence property to establish that bisimilar processes satisfy
the same formulas.
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Theorem B.1.19 (Soundness of =,,;) Assume P,Q € MA, and suppose
P =, Q. Then, for all A, it holds that PEA iff QEA.

Proof: By induction on the depth of A.

e A=T.
Nothing to prove.

e A=-Bor A=D85V Bs.
By induction and the definition of satisfiability.

e A=0.
By definition of satistability and clause (2) of the definition of &,.

o A=n[B].

Then P = n[P’] and P’ = B. Hence Q = n|[Q’] for some Q' =, P'. By
induction, @’ = B; we can therefore conclude that also @ = n[B] holds.

L .A:A1|.A2.

Then P = P, | P> and P, = A;. By clause (1) of Definition B.1.3,
Q = Q1] Q2 for some @Q; =, P;. By induction, @Q; E A;; we can
therefore conclude that also @ = A; | Az holds.

o A=Yz B.

By definition of satisfaction, P = A{"z} for all m. The result for ¢} then
follows by induction, for A{™/z} has one fewer operator.

e A=3CB.

By definition of satisfaction, there is P’ such that P — P’ and P’ = B.
Using clause (3) of the definition of &2, there is Q' such that @ —
Q' =~y P'. By induction, @' = B; hence Q = A.

e A=0Bnor A= A4 > A.

Follows using induction and the congruence of ;.

Completeness (on finite processes)

The proof of completeness we develop here is based on the construction of a
sequence of approximants of ~,,,,, which is a standard approach for image-finite
calculi. This works in the finite case (finiteness implies image-finiteness), but
not on the whole calculus of Mobile Ambients. The proof is however interesting
on its own, and gives a much simpler account on how the logic expresses the
clauses of ~z;,,; than the whole calculus.

We remark that we are able to give two other completeness results, apart
from this one. The first one holds as a corollary of the definability of char-
acteristic formulas for ~z;,; (see appendix A), and is valid for a (non finite)
subcalculus of MA, called M A;p, that enjoys an image-finiteness property (see
Remark B.1.21 below). The other completeness result is for the whole calculus:
its proof is much more difficult and is presented in Section B.2.
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The idea to derive completeness on finite processes is to express in the logic
the syntactic requirements that belong to the defining clauses of ~z,; (Defini-
tion B.1.3). How to achieve this is clear for all clauses of the definition, except
for capabilities, inputs, and messages. For this, we rely on the following expres-
siveness results for AL:

Lemma B.1.20 (cf. Appendix A) For any cap, A, there exists a formula
({cap)). A such that for all process P,

(cap)

PE{{cap)). A iff 3P, P'. P=cap. P, P "= P" and P'EA.

For all n, there is a formula {n) such that

PE(n) ff P={n).
For all n, A, there is a formula context {{?n)). A such that for all process P,
PE{(1n)). A if  Im, PP P=(m)P, (m)P | (n)= P and P"=A.

These results, that are presented in appendix A, represent the key steps
towards the derivability of characteristic formulas for a subcalculus of M A. We
now make a short digression on this.

Remark B.1.21 (Completeness via characteristic formulas) Completeness
can be obtained as a consequence of the definability of characteristic formulas.
This holds on a subcalculus of M A that we define as follows:

Définition B.1.22 (Subcalculus M Arp) We call image-finite processes pro-
cesses P such that in any subterm of the form cap. P’ (resp. (x)P’), the process

P' admit only finitely many distinguishable reducts under ‘ep) (resp. P'{"z}
admit only finitely many distinguishable reducts under = for some n & fn(P)).
MArp is the set of image-finite MA processes.

Lemma B.1.23 (cf. Appendiz A) For any M Ajp process P, there exists a
formula Ap s.t. for any Q, QEAp iff P =~y Q.

Corollary B.1.24 (Completeness on MArrp) On MArp, =1 C=ipt-

The derivability of characteristic formulas for s, (Lemma B.1.23) entails
completeness on M Arp, that contains the finite M A processes. We are however

interested here in a different route for the completeness proof, that uses i-th

. . def ..
approximants =; of relation ~,,, and the fact that =, = [, &; coincides

with ~gyn.

Définition B.1.25 We define the relations =, between processes, for all i > 0.
& is the universal relation, and =,41 is defined by saying that P 7,11 Q) holds
if we have:

1. If P = P, | P, then there are Qs such that Q = Q1 | Q2 and for all s
Ps gz Qs-

2. If P =cap. P then there are Q', Q" such that
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(a) Q = cap.Q’,
) @ 'Z Q" and
(c) P = Q.
3. If P={n) then @ = (n).

4. If P = (x) P’ then there is Q' such that

(a) Q= {(x)Q and
(b) for all n there is @" such that (n) | @ = Q" and P'{"z} =,; Q".

5. If P = n|P’] then there is Q' such that @ = n|Q’] and P’ =; Q.

. def —
We set =2, = (\;50 &i-

Lemma B.1.26 =, coincides with =, on finite processes.

Proof: By a standard approximation result, using image finiteness, we get
Ry = =Rgn=. We then conclude with ~,,, = =~ =. g

Lemma B.1.27 Let P,Q be two finite processes. If P=1Q) then P =, Q.

Proof: Suppose P %, (). Then there is i such that P %; QQ. We prove, by
induction on ¢, that in this case we could find a formula A4 such that P = A
holds but @ = A does not.

For i = 0, this trivialy holds since the hypothesis P %, @ is absurd for =
being the universal relation.

Now the case i 4+ 1, for ¢ > 0. We proceed by case analysis:

1. P =P, | P2, and for all Qq, Q2 such that Q@ = Q1 | Q2 thereist (1 <t < 2)
such that P 2; Q.

Modulo =, there is a finite number, say s, of pairs of processes )1, Q2 such
that @ = Q1 | Q2 (note that by hypothesis P is finite, and identify two
pairs Q1, Q2 and Qf, Q% if @, = Q; for all t). Call @, the t-th process of
the u-th pair. Then for all u (1 <wu < s) there is ¢ such that P, 3; Q4 4.
By induction, there is A; ,, such that

P E Ay but Qo = Avu -

Define
Bt déf /\1§u§s and such that .At,u is defined ‘At»“ .
Then
PE B;| B,
whereas

QW B1|B;.
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2. P =cap. P/, Q = cap.Q’, and for all Q; such that Q' (epi nQy, it holds
that P’ #; ;.
By induction, for all ¢ there is A; such that P’ = A; but Q; = A;. Since
Q@ is finite, there is only a finite number of these processes @Q: (up to
=). Write (@Q;)ier this set of processes up to =, and call A; the formula
corresponding to each ;. Define

AE ((cap)). \ A

tel

using an obvious notation for the (finite) conjunction of the 4;s. Then

P = Abut Q ~ A

3. P={n), and Q # {n): then PE=(n), and Q@ /=(n).

4. P = (z) P/, Q@ = (z) Q" and there is n such that for all Q; such that
(n) | Q => Q, it holds that P" 2; Q,, for P" <" P'{njx}.
Modulo =, there is only a finite number of such @4, say @1,...,Qs. By

induction, there are formulas A1, ..., A; with P = A, and Q; |~ A;. We
introduce as above the notation (Q;):cr, and we define

AL (). N\ A

tel

Then P |= A; but Q [~ A, because whenever (n) | Q = Q; it holds that
Q1 [ A

5. P=n[P], @ =n[Q'] and P’ %, Q.

By induction there is A’ with P’ | A’ but Q' j= A’. Define A def n|A';
then P = A but Q = A.
O

Theorem B.1.28 (Completeness on finite processes) Let P, Q be finite pro-
cesses. If P=p@Q then P =, Q.

Proof: Follows from Lemma B.1.26 and B.1.27. O

B.2 Completeness of ~;,; in the full calculus

The proof we have presented in the finite case cannot be used directly in the full
M A calculus, because we lack the image-finiteness hypothesis, which allowed us
to show that the limit =, coincides with ~%,,,,. In this section, we establish
completeness via another characterisation of intensional bisimilarity. We intro-
duce an inductive relation, written = (Definition B.2.13), and we prove that it
is equal to = and =~y (Subsection B.2.2). We then show completeness of =
with respect to logical equivalence by induction on the derivation of a = state-
ment, in Subsection B.2.4. Technically, this kind of reasoning is enabled by the
ability to capture within the logic the order on terms that is used in the induc-
tion. We achieve this by introducing the notion of active context decomposition
(Subsection B.2.3).
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B.2.1 Preliminary definitions

As we will see, Lemma B.1.18 gives a point of view on processes that allows us
to define an inductive presentation of ~;,;. For this, an important role is played
by two measures on terms, the sequentiality degree and the depth degree, that we
recall from appendix A. We also introduce the well-founded order that is used
in appendix A for the definition of characteristic formulas on a subcalculus of
M A (see Lemma B.1.23 above), and that will serve as a basis for the definition
of =.

Intuitively, the sequentiality degree corresponds to the maximal depth of
nesting of capabilities in a process.

Définition B.2.1 (Sequentiality degree, ds()) The sequentiality degree of a
term P is defined as follows:

o ds(()0) =0, ds(()P | Q) = max (ds(()P), ds(()Q)) ;
o ds(()n[P]) = ds(()!P) = ds(()P);
(Jeap. P) = 14 ds(()P);
0
0

e ds({)cap
e ds(()(n)) = 1;
e ds((}(z) P) =ds(()P') + 1 if (x) P’ is the eta normal form of (z) P.

Note that this definition relies on the presence of the ! operator (instead of
a recursion operator) in the calculus, so that we do not have processes that are
infinite ‘in depth’. Two important properties of ds({)P) are the following:

Lemma B.2.2 Let P,Q be two terms of MA. Then:
1. if P=Q, then ds(()P) = ds(()@Q)
2. ifP—=Q or P % Q then ds()P) > ds(()Q)-

Proof: 1 is immediate, as is the result on > in 2. For P — (@, we reason by
induction on the height of the derivation of P — Q. O

Corollary B.2.3 For all cap, if P ‘¥’ Q, then ds(()P) > ds(()Q).

This result will be important for the justification of Definition B.2.13 below.

We show now how to characterise the sequentiality degree of a process
through formulas. This characterisation will be helpful in some part of the
completeness proof.

Lemma B.2.4 (Sequentiality degree constraint lemma) For any process
P € MA, there erists a formula Fyg p) such that:

* P Fasqop)
o for any term Q. if Q = Fascoypy, then ds(()Q) = ds(()P).

Proof: We may freely assume that P is eta normalised. Let us first reason by
induction on ds(()P):
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o for ds(()P) =0, Fysypy = T is sufficient.

o for ds(()P) > 0, let us assume we may find formulas Fys()pry for any P’
such that ds(()P’) < ds(().P). Moreover, let us reason by induction on P.

— the case P = 0 is impossible.

— for P = P, | P, there is some 4 such that ds(()P) = ds{()FP;). Then
we may choose Fysypy = Fus)py) | T. In the same way, let us set
Fas(ymyy = Finys Fasrp) = Fasopy | T and Faseynipl) = n[Fas(p)]-

— for P = cap. P/, we use the general induction hypothesis to get
some Fy()pr). Let us then take Fyypy = ((cap)). Fas(ypr)- Then

P | Fyp) obviously, and for any @ such that Q = Fus(p),
we deduce (from Lemma B.1.20)} that there are some @', Q" such

that Q = cap.Q’ and Q' ‘2 Q" with Q" }= Fyypy. Now by
Lemma B.2.2, ds(()Q) — 1 = ds(()Q’) > ds(()Q"), and by induc-
tion hypothesis ds(()Q”) > ds(()P’") = ds(()P) — 1, so that finally
ds(()@) = ds(()P).

— for P = () P’, we use the general induction hypothesis to get some
Fasypry- Let us then take Fygypy = 3z. ((7x)). Fys(ypr)- Then
P = Fyyp) obviously, and for any @ such that Q = Fy()p), we
deduce (from Lemma B.1.20) that there are some n, Q’, Q" such that
Q= (2) Q" and @, = (n) | (2)Q" = Q" with Q" |= Fys()p). Now by
Lemma B.2.2, ds(()Q1)—1 = ds(()Q) -1 = ds(()Q'{"z}) > ds(()Q"),
and by induction hypothesis ds(()Q") > ds(()P’) = ds(()P) — 1, so
that finally ds(()@) > ds(()P).

O

Corollary B.2.5 If P~ Q, then ds(P) = ds(Q)

Proof: By Theorem B.1.19, P=;Q, hence the result. O

The sequentiality degree is moreover handfull to reason inductively on pro-
cesses up to reductions of some subterms. We formalize now this induction
principle.

Définition B.2.6 (Well-founded order) Given two processes P and Q) , we
note P < Q if either ds(()P) < ds(()Q) or P is a strict subterm of Q. We shall
sometimes write Q@ > P as a synonym for P < Q.

Lemma B.2.7
o < is well-founded.

o Suppose P is of the form either cap. P' or (x)P’, and suppose moreover

P>0Q and Q <ca$p> Q' for some cap. Then P > @Q'.

Proof:
o < is well-founded: if P is a strict subterm of Q, then ds({)P) < ds(()Q)-

e P> (Q: follows from Lemma B.2.2.
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We end this section mentioning another notion of measure on processes that
will be necessary to consider in the interpretation of the replicated formula !n]. ]
(see later).

Définition B.2.8 (Depth degree) The depth degree of a process is given by
a function deep from M A processes to natural numbers, inductively defined by:

e deep(0) def 0, deep(cap. P) e 0;
o deep((z) P) € 0, deep((n)) ' 0;
o deep(n[P)) def deep(P) + 1;

o deep(NP1 | ... | (WP) X max;<;<, deep(P)).

B.2.2 Inductive characterisation of ~,,;

As hinted above, following the inversion principles given by Lemma B.1.18, we
are able to define the inductive characterisation of =2;,,; (the clauses for capa-
bilities and input are less simple than the others, but in these cases, we exploit
the fact that the sequentiality degree decreases along transitions). Accordingly,
in order to define the inductive relation, we decompose processes into what we
call their active context and their frozen subterms (these are frozen in the sense
that they do not participate in the immediate interactions of the process).

To illustrate the point, the active context of the process P = inn.outm. m[0] |
nlopenn] is inn.[]1 | njopenn.[]z] (notice the presence of two different —
numbered— holes), and its frozen subterms of order one are out m.m[0] and 0.
If we iterate, we have that m[0] is a frozen subterm of order one of outm. m[0],
and we will hence say that m[0] is a frozen subterm of order two of P.

We now present the formal definition of active contexts. The set of frozen
terms will be studied later on.

Active contexts

A n-ary contert, ranged over with C,D,..., is a process term with some holes
[]; in it, ¢ € N, with the requirement for each hole to occur at most once (note
that a hole []; cannot be confused with ambient constructs thanks to the %
subscript). 7 will be called an indez of C if C contains the hole [];. Two contexts
are disjoint if no hole []; occurs in both. Structural congruence is extended on
holes by adding the terminal rule [|; = [];- The application of a context to a

vector of terms is inductively defined by CJe] e and C[P. P] def C{P/[]:}[P],
where i is the smallest index of C (for the case C is not a term, otherwise C[P] is
simply C). In the remainder of the paper, we will actually restrict ourselves to
expressions of the form C[]S] with P and C having the same arity, that is “fully

applied” contexts.

Définition B.2.9 (Active contexts, normalised contexts, expansion) Let
C,D be two contexts.

e C is an active context if each hole appears underneath exactly one capa-
bility or input in C.
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o C is single if its topmost constructor is an ambient or a capability con-
struct. A context C is normalised if every replication occurring in C is
applied to a single context.

o [f o is a function that associates an indez of C to any index of D, we will
say that D is a o-expansion of C, (written C <, D), or equivalently that
C is a o-contraction of D, if C = D(o), where D(c) is D{[|o¢;y/[l;}icin
Ip being the (finite) set of integers indexing the holes that occur in D.

Remark B.2.10 We can make the following observations about active contexts:

Active contexts can be described by the following grammar:

C == 0 ‘ n[C] ‘ Ic ‘ c|e ‘ cap. [Ji ‘ (n) ‘ (@) []s

where each []; has a single occurrence. We sometimes use cap; to refer to
the capability occurring immediately above the hole []; in an active context.

For any process P, there exists a unique active context C and a unique vector
of terms P such that P = C[P] (where = denotes syntactic equality). This
will be referred to as the active context decomposition of P. Moreover, we
can remark that ds(()P) = 14 maxp, 5 ds(()P;) when P is in eta normal
form.

Given a process P, and using the axioms 10 =0 and {P | Q) =P | 1Q, we

can always exhibit Q@ = P such that Q = C[Q)] where C is a normalised
active context.

Relation <1, is defined up to =, i.e. =<,= coincides with <.

Intuitively, we expect that two intensionally bisimilar processes induce struc-
turally congruent active contexts. Having this property would allow us to reason
inductively on the corresponding frozen subterms (those terms that are used to
fill the holes in the active contexts). However, due to the replication opera-
tor, this is not exactly the case, and bisimilar processes only exhibit the same
active context up to replication unfolding, which is what we express through
expansion.

The following properties about expansion of active contexts are the counter-
part of the corresponding results for =;,; (Lemma B.1.18).

Lemma B.2.11 (Inversion results for expansion) LetC,D,Cy1,Cs be active
contexts, and o an expansion function whose domain contains the indexes of D.
Then:

1.0 a, DifD = 0.
2. n[C] <, D iff there exists some D' such that D = n[D'] and C' <1, D'

3. C1|Ca <o D iff there exist D1, Dy such that D = Dy | Ds and C; <, D;
(i=1,2).

4.1C = D iff there exist v > 1,8 > r,D; (1 < i < 8) such that D =
ngigrlpz’ | Hr—i—lgigsDi; and C ds, D; fOTi: 1...s.
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5. cap. [l <o Diff D = cap.||; and o(j) = 1.
6. (ny <, Diff D = (n).
7. (@) [l < Diff D = (x)]]; and o(j) = i.

Proof: Cases 1,2,5,6,7 are easy, and so are the reverse implications for the other
cases. The only points to prove are the direct implications for results 3 and 4.

We begin by establishing a useful result, in the case where two contexts C
and D are related by C = D(o) for some o. Suppose we have two families
of single active contexts (C;);, (D,),; such that within any family, every two
contexts belong to distinct congruence classes. Suppose further that we have
two corresponding families (ev;);, (5;); of “exponents”, taken from N* U {oo},
such that C = II,—; ;C;" and D = szlmer?j (where C* denotes IC). Since
expansion does not duplicate single terms, we have that for any 7 < I’, there
exists a unique ¢ < [ such that D;(c) = C;. Moreover, if we call J; the set of
indices j such that C; = D;(o), we have that J; # 0, and

Oéi226j.

jE€ Ji

Let us now prove the direct implication of case 3. Using the notations
we have introduced, we may write a decomposition of {a;); into two families

)
(a}), (a?) of indices in N U {oc} such that Cs = TLi— ;C;%, § = 1,2, with
a; = al + 2. We then mimick this decomposition on the family (3,);, and

define two families (3}), (67) such that 8; = 3} + 37 and ol = e [7’;5 for

8§
any 7. We conclude by defining Ds as szlm,.foj.

To establish case 4, we first remark that in this case every «a; is equal to oo,
so that every J; contains at least one j such that 3; = co. This is enough to
prove case 4 for a single context C (i.e. with » = 1).

In the general case where C is not single, the sets J;s need not necessarily
have the same cardinality. We therefore define:

J* ={j. Bj =00}, r=max{ff(J;NJ>)}, and s:_rg:]ixﬁj.
2 J&EJSo°

Then using the structural congruence laws IC =!IC | IC and IC =!C | C in order
to “unfold” copies of some components of D, one may make cardinalities match
r and s. O

The following result allows us to relate the active context decomposition of
two structurally congruent processes.

Lemma B.2.12 (Active context decomposition) Let P,Q be two terms.
Then P = Q iff there exist two active contexts C and D, two vectors of pro-
cesses P, () such that P = C[P],Q = D[Q], and a function o such that:

1. C <, D;
2. for any j,

o cither [],(;) and []; are underneath the same capability cap; in C and
D respectively, and Pyjy = Q;
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e or [|o¢;) and [|; are underneath inputs (x)[|o(j) and (x)[];, end
o) = Q@
Proof: The direct implication is trivial, by taking C = D. For the reverse

implication, we reason by induction on C using Lemma B.2.11 and an analogous
of Lemma B.1.18 for =. ad

The characterization

We now exploit the definitions introduced above to provide an inductive car-
acterisation of =;,;, based on the notion of active context decomposition. We
start by defining the inductive relation =.

Définition B.2.13 (Inductive relation) Given a process P, let P = (.) be
the (least) predicate defined by induction on ds(()P) as follows:

if there exist two active contexts C and D, and two vectors of processes ]5, Q,
such that the following conditions hold:

1. P =C[P] and Q = D[Q];
2. there exists o such that:

e C «, D;
e for any j,

- either [|o(;) and []; are underneath the same capability cap,. More-
cap,;

over, there are P}, Q' such that Py iy P = Qj;, Q; =
Q_/j; and Po’(j) = ngy

- or|]|o(j) and[]; are underneath inputs (x)[]o(j) and ()[];. More-
over, there are P;,Q}, m & fn(P) U fn(Q), such that (m) |

3’
cap; cap,
(@) Py = P} = Q;, (m) | (2)Q; = Qf, and Ppjy = QF,
then P = Q.

Lemma B.2.14 (Correctness of Definition B.2.13) Definition B.2.15 is in-
ductive.

Proof: The point to check is that ds(()P;) < ds(()P). This is a consequence of

ds(()Pa(j)) < ds(()P) and ds(()P;) < ds(()Pa(j)) (by Lemma B.2.2). O
Remark B.2.15

- The fact that = is inductive does not imply that it is a decidable relation.
Indeed, in the second clause, first case of the requirement on j, there is a
search for P;, Q' in the (potentially infinite) set of images of Py (j) and Q;.
We will show in Section B.J that = is actually not decidable in general.

- The intuitive idea behind the use of expansion in the definition of = is that
we must be able to satisfy clause 4 in Lemma B.1.18.

The following important result can now be assessed:

Theorem B.2.16 Relations ~;,; and = coincide on MA.
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Proof: Let us first assume that P =, . We reason by induction on
ds(()P) and consider a decomposition of P under the form C[P] such that C is
normalised. We then proceed by induction on C; using Lemma B.1.18 we may
find some C’, Q such that Q = C’[Q] and some function ¢ satisfying the following
conditions: (1) C <, C'; (i%) for any j,

- either [|,;; and []; are underneath the same capability cap;, and there are
cap;

cap;
P/, Q) such that P,y = PJ ~ie Qj, @5 = Q), and Prjy Nine Q.

- or [],(;) and []; are underneath input (x), and there are P}, Q" such that
cap.

cap.;
(m) | @)Pry = F) = Q. (m) | (0)Q; = Q) and By = Q.
The function o is defined as in the case of replication in Lemma B.1.18.
Now if ds(()P) = 0, this means that P,Q are empty and then P = Q.
cap; cap;
Otherwise, we have by induction that P,;y = P/ = @y, and Q; = Q)
and P,;y = @, and again P = Q. So the first implication is proved.
The other implication follows the same pattern (induction on ds(()P), then
on the active context of P), using the results of Lemma B.2.11 instead of
Lemma B.1.18. O

B.2.3 Characteristic formulas for active contexts

The next step in order to establish completeness is to show that the logic allows
one to capture the active context of a term. This is done by defining a function
that computes, starting from a normalized active context, a formula context (i.e.
a formula with holes in it, along the lines of the definition of plain contexts). In
order to do that, we first need some more results from appendix A

Auxiliary results about the expressiveness of AL

We have recalled in B.1.4 the definability of modalities ({cap)). A and {(?n}). A.
We will also need the duals of these modalities, given by the following result:

Lemma B.2.17 (cf. Appendix A) For all cap, there is a formula context
[cap].[] such that for all process P and formula A,

Pe[cap]. A iff 3P P=cap. P and¥P". P P implics P"=A.

For all n, there is a formula context [n].[] such that for all process P and
formula A,

P=[n]. A if 3P P=(x)P andVP".(x)P' | (n) = P" implies P"=A.

In order to express all operators that can appear in active contexts, we need
to be able to handle replication. AL allows one to express a restricted form
of replication on formulas. We would like to be able to define a formula !4
expressing that infinitely many components in parallel satisfy A. However, this
is only possible for certain formulas A, under the condition that the models of
A belong to some restricted class of processes.

More precisely, let £ be a set of processes. We say that a formula is sequen-
tially selective on £ if all its models in £ have the same sequentiality degree, and
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depth selective on £ if all its models in & have the same depth degree. These
forms of selectiveness are necessary in the construction of formulas for persistent
terms.

Lemma B.2.18 (cf Appendix A) For all cap, there exists a formula context
Repeap() such that for all process P € &€ and for all formula A sequentially
selective on £, whose models are only of the form cap. R,

PERepcap(A) if 3P,...,P.. P='P | (WP |...| ()P and, BEA,i=1...7r.
For all n, there is a formula {In) such that
PE(n) iff P=Yn).

For all n, there is a formula context Repippui() such that for all process P and
for all formula A sequentially selective whose models are only of the form (z)P,

P|:Repmput(¢4) Zﬁ 3Py,...,P.. P= 1P | (')Pg | | (')P7 and, Pl':.A,Z =1...r.

We have similar results for the replicated version of the dual modalities. We
shall also need ability to test free name occurrences in a process, which is given
by the following result:

Lemma B.2.19 (cf. Appendix A) For any name n, there exists a formula
©n such that for any P, PE@©n iff n € fn(P).

The notion of depth selectiveness allows us to build formulas that capture
replicated ambients:

Lemma B.2.20 (cf Appendix A) For all n, there is a formula context In].]
such that for all process P € £ and for all formula A depth selective on &,

PEW[A]  iff  3P,....P. P=IP | ()P |...| ()P and, PEn[A]i=1...r.

Capturing active contexts

Formulas for active contexts. The active contexts we consider now are
normalised, as defined above, in the sense that replication is only applied to
single terms {we can suppose this without loss of generality thanks to the =
laws we have for replication). The formula context we produce from an active
context of this form associates two holes [| and [|/! to each hole [J; in the initial
context. The formula contexts we define are then to be filled with two vectors
of formulas F© and FOU, matching the corresponding holes.

Définition B.2.21 (Active context formula) Consider an active normalised
context C. We define its associated context formula C* by the equations given
below. In particular, we associate to every prefized hole [|; of C a context formula
having two holes, that we denote | and [|T. Hence the arity of C* is twice the

2
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arity of C.

0 = 0
(C1 | Ca)* j{ cilc;

@c) € alc7]
(cap. [li)" j=ef ((cap)). I A [cap]. [IF

() £ (n)

(@) P)" € 3z -@z A ((72)) (~(2) | (7). T) A [IF)

y A [2a]. ((G) | {(22)). T) v [IF)

(nlc)* = nfce]
(tcap. [)* & Repeap((cap. [1:)")

(fm)” f ) .
(( ) []Z) = Repmput(((x)[]Z) )

The interpretation of the formulas for active contexts depends on hypotheses
about both the processes that are used to fill the holes in the active contexts
and the formulas that are used to fill the holes in the formula contexts. In order
to state the interpretation, we have to introduce formally the notion of frozen
process.

Frozen processes.

As we will see, the interpretation of a judgment of the form P = C*[F] depends
on two kinds of hypotheses:

- first, the formulas F/° and FP, that are used to fill the holes should be ex-
pressive enough on some fixed set of processes £ (as it was the case for
replication formulas);

- second, not only should process P belong to &£, but we furthermore require
that terms issued from P and from its subterms also do.

In the second point above, we basically want to guarantee some properties
about those subterms of P that appear under a prefix when P performs a
reduction. We now introduce the formal definitions that allow us to state these
properties.

Définition B.2.22 (Sets of processes £p, frozen'(P) and frozen(P))

For any process P, we define Ep def {P', cap. P 2p) P}
Let N be a set of names; the set frozenl(P) is defined by structural induction
on P as follows:

o frozen'(0) = frozen((n)) = §;

o frozen' (P | Py) = frozen' (P1) U frozen'(P,);
(
(

1

.
=
=
]
N
)
S

cap. P) = {P};

frozen*((z)P) = {P{"z} : n € N}.
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The set frozen(P) is defined by induction on the sequentiality degree of P by
setting:
frozen(P) ' frozen'(P) U U frozen(P').
P’ e frozen (P)

If P, P’ are two congruent terms, then, modulo =, frozen' (P) = frozen'(P’),
and ditto for frozen(P) = frozen(P’). Hence these sets (in their quotiented
version w.r.t. =) are uniquely determined by the structural congruence class of
P.

Lemma B.2.23 (Finiteness of frozen(P)) For any P € M A, if N is finite,
then, up to =, frozen(P) is finite.

Proof: By induction on P ]

Not only is frozen(P) finite, but, as expressed by the following result, this
construction allows us to somehow ‘isolate’ the future of P, and to focus on a
finite set of terms (hence the name ‘predictive lemma’).

Lemma B.2.24 (Predictive lemma) Let P, Q be two processes such that P — Q

or P 22 Q for some cap, and assume I(P) C N. Then frozen(Q) C frozen(P)
when quotiented by =.

Proof: The result is easy for = For —, we reason by induction on the
derivation of P — @. The cases corresponding to movement transitions follow
from 8. So the only way a reduction could alter the set of frozen terms is
through name substitutions generated by communications, and this is handled
by the condition fn(P) C N. O

Remark B.2.25 We believe that there is no counterpart of this lemma for a
calculus having both communications and name restriction, such as, e.g., the
w-calculus. For this reason, we do not know whether our methodology could
be adapted in order to establish completeness of the Hennessy-Milner logic in
absence of image-finiteness.

Interpretation of the context formulas. We are now ready to explain the
interpretation of the formulas of Definition B.2.21.

Lemma B.2.26 (Characterisation of active contexts) LetC be a normalised
active context. Let FO and FO be two vectors of formulas (called the filling for-
mulas) whose lengths are equal to the arity of C*. Let us also consider a set of
processes £, and assume that the filling formulas are such that for any index i
of a hole cap;.[]; or (z) [}; of C, the formula

def
Fi = ((cap;). F A [cap,]. F}

and respectively for input

def
F;, = 3z. ~©x A {(7z)) (ﬁ(]-'@) [ {{(72)). T) A FZ-Q) A [?z]. ((f@) [ {({(72)). T) Vv FZ-D)
is sequentially selective on &.

Then for any term I’ such that N = fn(I?) and frozen(P’) C &, I’ |= C*[F°, FY]
iff there exists an active context C1, a vector of processes Pi, and a function o
such that P = C1[P1] and :
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1. C «, C1,’

2. for any index j of a hole cap;.[]; of C1, cap;. P; | F,(;), and for any
index j of a hole (x) [[; of C1, (x) P; |E Fyj-

Proof: Let us consider P such that frozen(P) C £ and reason by induction on
C:

e if C =0 then we can take C; = 0 (and we have P = 0).

o if C = n[Cy] then P = C*[F°,FO] iff P = n[P] and Py = C3[F°, FT).
By induction, we may find C; ¢ such that Py = CLO[JS] for some P and a
function ¢ having the right properties. Then we may establish the result
taking C; = n[C1,0] and o.

e ifC=C, | Cy then P=P, | B, with P; Ci*[FNQ,FD] (i = a,b). This
gives by induction contexts C, 1 and Cp 1 and functions o, and g,. Without
loss of generality, we may suppose the indices of the holes occurring in
these contexts to be disjoint, so that we can define ¢, a function which
extends both o, and op,. Define then C; def Ca1 | Cp1. We have C =C, |
Cp =Ca1(04) | Cpa1(ow) = C1{0), and condition 2 also holds by induction.

e if C = cap,. [];, then vectors F© and FO have only one component. More-
over, C*[F°, FU] is exactly Fj, and P = cap,. P’ with cap,. P’ = F;. So
we may take C; = C and just any function.

e the case C = () []; is identical.

e if C = lcap,. [J;, then C*[F®, FO]is Repeap(F;) and we may apply Lemma B.2.18
with &€ (as by hypothesis F; is sequentially selective on &), so that there are
r > 1,8 > r, JDz (1 < ) < 8) such that P = ngig!cap.Pi | HTHgigscap.Pi,
and cap. P, = A for all 1 < ¢ < s. Then we set C; = <<, lcap. [ |
I, +1<i<scap. [|i, and o can be freely chosen as long as it is constant on
these indices. Conditions 1 and 2 are then satisfied.

o if C = In|[C1], we reason on the same way. Just note that the depth selective
hypothesis is there expressed by the inductive hypothesis.

o the case C = lcap;[|; is identical.

e the cases C = (n) and C = l{n) are straightforward.

B.2.4 Completeness, infinite case

We can now derive completeness of =2;,,; w.r.t. =p, and hence deduce that =,
coincides with =p on M A. This is achieved by exploiting Lemma B.2.26 (char-
acteristic formulas for active contexts), using Lemma B.2.23. As said above, the
latter result says that given a fixed active context, we can restrict ourselves to
the exploration of a finite set of processes. This makes it possible to consider a
notion of local characteristic formula, that we define as follows:
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Définition B.2.27 (Local characteristic formula) Let £ be a set of terms,
P aterm and F o formula. We will say that F is a characteristic formula for

Poné&if forany Q€ &, QEF iff Q ~ip: P.

With this definition, completeness of =2;,; boils down to the existence of a
characteristic formula of P on {P,Q} for any terms P, Q. We shall exploit this
idea in a more refined fashion, to establish completeness by reasoning inductively
on the sequentiality degree of terms. We will namely work with the sets £p (see
Def. B.2.22), and prove that for any P and @, there exists a characteristic
formula of P on &g.

Lemma B.2.28 (Characteristic formulas on £p) For any two terms P,Q
of MA, there is a characteristic formula Fpq for P on g, or in other words:

e PE=Fpro

o for any Q' and cap such that Q g Q,ifQ E Fpq, then Q' =y P.

Proof: Let P,Q be two terms. We reason by induction on ds(()P) to define
FP7QZ

o if ds(()P) = 0, then P is a pure tree and has an obvious characteristic
formula identical to itself.

o Let us now assume that ds(()P) > 0.

— if ds(()P) > ds(()Q), we take Fpq = Fy)p). Then P | Fpg.

cap

As for any @' and cap such that @ ) Q', ds((}P) > ds(()Q) >
ds(0Q), Q" f=Fpq (and Q" Rint P).

— if ds(()P) < ds(()Q), the formula we will construct will make an in-
tensive use of the induction hypothesis. We first set N = fn(P) U
fn(Q) W N’ where N’ is an extra set of fresh names such that N’ >
max(ds(() P),ds{()@}). Doing that, when considering any R € frozen(P)U
frozen(Q)) we may find a fresh name for it inside N. Let us pre-
cisely tell now how we use the induction hypothesis. By induction,
we actually get formulas Fp, g, and Fg, p, for any P; € frozen(P)
and Q; € frozen(Q)) for these various reasons: we have by induc-
tion formulas Fp, g, for any P; € frozen(P) and Q; € frozen(Q);

moreover, we may also obtain formulas Iy, p, by induction when
ds(()Q;) < ds(()P); and finally, when ds(()Q;) > ds(()P) > ds(() %),

we may define Fg, p, o Fysoq,) as above. So we have the formulas
Fp, q, and Fg, p, for any P; € frozen(P) and Q; € frozen(Q) with a
valid induction hypothesis on them.

* construction of the formula
Let us set,

&Y frozen(P) U frozen(Q)) .
& is finite because of Fact B.2.23, and we may therefore define
the formulas
e N Fp.r and  F] Ll \/ Frp.
ReE REE\Ep,
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Then for the decomposition P = C[P] for an active context C we
take L
Fpg=C*[F°,FU].
* A key result

Let us first consider the formulas F; = ((cap,)). F° A [cap;]. F.

We first prove that for any R € &, cap,. R = F; iff cap,. R =, cap;. P;.
In particular, this will entail that F; is sequentially selective on

£.

- Let R € £ be such that cap,. R = F;. Then there is some
R such that R =% R and R |= F®. In particular,
R’ e Fp, g, and hence (by induction) R’ a2, P;. Moreover,

R | FF, and since R € £, R is in £p,. This entails that
cap; cap,

R ==y P, = =y R, and by definition of g,
cap;. R =i cap;. P

- Let R € &€ be such that cap,. R =~;,: cap;. P;. We want to
prove that cap,. R = F;. By correction, we can restrict our-
selves to prove this for R = P;. cap;. P; = ((cap,)). F° triv-
ially holds. We thus are left with proving cap;. P; |= [cap,]. F,-.
Let P’ be such that P, =% P’ and assume by absurd there
exists some R € £\ Ep, such that P’ = Fr p,. Then P’

would be bisimilar to R, and F; g in: R, which means

R € &p,, hence a contradiction. Therefore, P’ = F5. As

this can be proved for any P, cap;. P; |= [cap;]. F-.
Similarly, for a hole () [|;, F: = ((2)[};)"[F?, F;0O], and R{"/x} €
&, then (z) R E F; iff (2) R = (z) P, and in particular F; is
sequentially selective. The proof of this goes almost the same as
for capabilities, except a tiny trick we have to use with names:

- If R{"z} € £ is such that ()R |=F;, then there is m & fn(R)
such that ()R & ((?m))(~(m) | ((?m))T) A F;). Since
N’ C N has been taken with N’ > max(ds(()P),ds(()Q)),
there is m’ € N — (In(R) U m(P) U Mm(Q). So we have
()R = ((?m"))(=(m) | ((?m))T) A F;) (note that by our
construction fn(Fpg) C fn(P)Uin(Q) }. So there is R’ such
that (m’) | (2)R = R and R' £ (m/) | (2)R"” for some
R”, so that in particular R{™'/x} = R', that is R’ € &.
Morevoer, R'EF?, so R &, Pi{ml/x}. Similarly, using the
second clause of the formula ((z)(];)) “[F°, FP], one get that

R{m/z} € Epi{m//z}, which shows that (z)R msn: (2)P;.

- Reciproquely, from (z) R =, (2)P; we may deduce (2)R = F;
choosing m' as a guess for Iz in F;.
* Putting it all together
We now come to the proof that formula Fp g introduced above
satisfies the expected properties. First, we show that P = Fpg:
as P = C[P], this is equivalent by Lemma B.2.26 to cap,. P; = F;
for any 7, and is a consequence of the previous reasoning.

Consider now a capability cap and a process @’ such that @ <c:a§> Q'
by Lemma B.2.24, frozen(Q’) C £. Let us moreover assume that
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Q' | Fpo. By Lemma B.2.26, this means there is a decomposi-
tion Q' = C’[Q'] and a function o such that cap;. Q) F Io(;)- As
a consequence of the previous reasoning, we have that cap;. Q; ®int cap,;. Py(j-
So Q' =~ P, which concludes the proof.
O
We finally have:

Theorem B.2.29 (Completeness of =;,;) In MA, =1 C =;.

Proof: Let P,Q be two terms such that P %, Q. We apply Lemma B.2.28

to processes P and Q. We have P |= Fpgo. We then have Q <c:a§> Q (for any
cap), and @ = Fpg implies P ~;,; Q. Hence, since by hypothesis P %, Q,
Q FFpg,and P #1 Q.

Corollary B.2.30 In M A, relations =1, ~;n: and = coincide.

Remark B.2.31 As mentioned before, this completeness proof in absence of an
image-finiteness hypothesis is rather specific to the calculus we study, the public
Mobile Ambients calculus. It seems far from obvious to adapt our method to
a different model, for instance to the mw-calculus. First, it is not so clear how
to derive an operational characterisation of the spatial logic equivalence in this
case. More importantly, we do not see how to derive the essential result given by
Lemma B.2.24 (the ‘predictive lemma’) in a caleulus having both communication
and the possibility to supply an infinite number of names (as is the case in the
m-calculus).

B.3 Axiomatization of =; on M AW’

In this section, we give an axiomatization of =, on M A%’ a subcalculus of
M A in which image-finiteness is guaranteed by a syntactical condition (Defini-
tion B.3.2 below). We shall see that AL is very intensional, in the sense that
=p is ‘almost equal’ to =. More precisely, we show that logical equivalence co-
incides with =g, a relation we define by extending structural congruence with
one axiom. We establish the following chain of (dis)equalities, on M A%

E = =1 = int C =.

=

= ¢

We then move to the study of a variant of M A7%" in which communication is
synchronous, and show that logical equivalence coincides with = on this calculus.

B.3.1 Extensionality and intensionality

We use the characterisation of =y as =;,: to compare logical equivalence with
relations & (extensionality) and = (intensionality). We start by studying the
difference between =;, and ~.

Non-extensionality

Theorem B.3.1 Relation =g, is strictly included in =.
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Proof: The inclusion follows from =y, C =,y and &2;,,; C & (the second inclusion
is essentially a consequence of the congruence of a2, ).

The strictness of the inclusion is proved by the following laws, that are valid
for &~ but not for ~;,::

1. M.P = M| P, where M is a capability, if P is of the form M.--- . M.0.
2. () P=(2)0| P, if P is of the form (x) --- () 0.

3. (z) {x) =0.
O
The third axiom is typical for behavioural equivalences in calculi where com-
munication is asynchronous. The first and second axiom schemata are not valid
for =p because the logic allows one to intensionally observe parallel composi-
tions. Here are two concrete examples of equalities derived from these axiom
schemata:

inn.inn = inn|inn () (y) 0 = ()0 (y)0

We do not know whether laws (1-3) are all the laws that make =p, finer than =.

Intensionality

We now provide a precise account of the difference between =y and =, in the
setting of the subcalculus M A7%", defined as follows:

Définition B.3.2 (M A7) The subcalculus M A5 is defined by the grammar:
P = O|P|P|'P|n[P]]|cap. Py | (n) | (n)Po
where Py is a finite process (without !).

MA strictly contains the finite calculus we considered for the complete-
ness proof in B.1.4. Therefore, Corollary B.1.24 does not apply, but Corol-
lary B.2.30, which holds for the whole calculus, does. Like M Arp (see Re-
mark B.1.21), M A" is image-finite. While in the former subcalculus this
property is guaranteed at a semantical level, in M A7%" it follows from a syn-
tactic restriction. We will see in Section B.4 that M A7%" is Turing complete.

The only difference we observe between =5, and = on M A" is given by a
form of eta conversion:

Définition B.3.3 We let normalised structural congruence, written =g, be the
relation defined by the rules of = plus the eta law (see Definition B.1.2).

Lemma B.3.4 =5 C~,y,.

Proof: It is enough to prove that given P, Q such that P—,Q, we have P =3,
2. We reason by induction on P, following Lemma B.1.18. In that lemma, the
situations corresponding to the operators of parallel composition, ambients and
capability prefixes are easy because of commutation properties of —,. In the
cases of 0 and of messages, there is no redex for —,.

So we only have to examine the clause for the input condition in =~;,;. Let
n be a fresh name and write P = (z) P/, @ = () Q’; then we have to prove that
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Pl (n) == Q{Wz} and Q| (n) =wm4ne P'{"z}. The reduction P—,Q
can follow from two reasons: either P = (z) ({(z) | (z) @), or P'—,Q’". In the
first case, the proof is straightforward, and in the second case, the induction
hypothesis allows us to conclude. |

Intensionality will be established by proving some syntactical properties of
finite processes w.r.t. Ag,,. Let R be a finite process; we write messages(R)
for the number of messages in R, and pref(R) for the number of capabilities
and abstractions in R.

Lemma B.3.5 Let P,Q be two finite processes. Suppose P — P'. Then
1. messages(P) > messages(P’);
2. pref(P) > pref(F’).
Proof: By induction on the derivation of P—P". O

Lemma B.3.6 Let P,QQ be two finite processes. Suppose that P =, @, and
that both P and Q) are eta-normalised. Then messages(P) = messages(Q).

Proof: Suppose messages(P) > messages(Q)). We prove that we derive a
contradiction. We proceed by a case analysis on the shape of P (ie, the number
of its operators)

e P = P; | P.. Then, by definition of =g, it must be @ = @1 | Qo
with P, =25, ;. Now, for some ¢, we should have messages(P;) #
messages((Q;), which is impossible, by the induction on the shape.

e P = cap. P’. Then, by definition of a2, it must be @ = cap.Q’ and

Q’ ) Q" mgyn P’. Tt will then be, by Lemma B.3.5(1), messages(P) =
messages(P’) > messages(Q”), which is impossible, by the induction on
the shape.

e P = (z)P'. Then, by definition of /2, it must be Q = (z) Q’; moreover,
chosen n fresh, there must be Q" such that (n) | (x) Q' = Q" ~yn
P{nz}.

If the reduction (n) | (z) @' = Q" contains at least one step, then
we would have messages(P'{"z}) = messages(P) > messages(Q’) >
messages(Q”) and therefore, by induction on the shape, it could not be
Q" Ryn P'{"/z}.

Therefore, suppose Q" = (n} | (x) Q. Then Q" =gy, P'{%z} implies
P{vz} = (n) | (x) P, for some (x) P” with n fresh for (z) P”. Hence,
since n was chosen fresh, the original process P must have been of the form
(x)({m) | () P"). This means that, modulo =, P was not eta-normalised,
thus contradicting one the hypothesis of the lemma.

e If P = (n) then by definition of =, we should have @ = {(n), which is
impossible, since the hypothesis is messages(P) > messages(Q).
O

Lemma B.3.7 Let P, be two finite processes. Suppose P rg,, Q, and that
both P and Q are eta-normalised. Then pref(P) = pref(Q).
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Proof: Suppose pref(P) > pref(Q). We prove that we derive a contradiction.
We proceed by induction on the shape of P.

o If P=0then Q =0.

e P = P, | Po. Then, by definition of =2, it must be Q@ = Q1 | Q2 with
P, =4yn Qi. Now, for some i, it should be pref(P;) # pref(Q;), which is
impossible, by the induction on the shape.

e P = cap. P'. Then, by definition of ~z,,, it must be @ = cap. @’ and
Q' <c:a§> Q" ~4yn P’. Then

pref(P’) = pref(P) — 1 > pref(Q) — 1 = pref(Q’) > pref(Q")

Hence pref(P’) > pref(Q”), which is impossible by the induction on the
shape.

e P = (z)P'. Then, by definition of a2, it must be Q = (x) Q’; moreover,
chosen n fresh, there must be Q" such that (n) | (z) Q' = Q" m~uyn
P {nyz}.
Moreover, by the previous lemma we know that messages(P) = messages(Q),
and we should also have messages(P'{"/z}) = messages(Q")

The reduction (n) | (z) @' = Q" must contain at least one step, for
otherwise we could not have messages(P’{"/z}) = messages(Q”). TFor
the same reason, during these reductions only the message (n) may have
been consumed (no other messages). Thus (n) | (z) Q' = Q" can be
written as

(n) | (@) Q' — Q{"e} = Q"
where pref(Q’) = pref(Q’'{"/z}) and also > pref(Q”) (Lemma B.3.5(2)).
Therefore we have pref (P {"z}) = pref(P)—1 > pref(Q)—1 = pref(Q’) >

pref(Q”). By the induction on the shape, this is in contradiction with

Q" ~gyn P {Wx}.
O

Lemma B.3.8 Let P,Q be two finite processes. Suppose P =gy Q, with both P

and Q eta-normalised. If P £ P’, then there is Q' such that Q 2 Q' Rgyn P
Similarly, if P — P’, then there is Q' such that Q — Q' =g, P’

Proof: From Lemmas B.3.7 and B.3.6: if () performed more than one actions,
then it would consume one more prefix or message than P. O

Theorem B.3.9 Let P,Q be processes of MAJL'. Suppose P~y Q, with
both P and Q eta-normalised. Then P = Q.

Proof: By induction on the shape of P.

e If P =0 then also Q = 0.

e Suppose P = P | Po. Then, by definition of ~,,,, Q@ = Q1 | Q2 with
P; &4y, (i. By induction, P; = Q;. Hence also P = Q).
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e Suppose P =!P’. Then, by Lemma B.1.18, there are r and some (Q;)1<;<»
such that Q@ = 1Q1 | NQ2 | ... | NQ,, and P’ =y, Q; for all i. By
induction, P’ = @Q; for all ¢, so finally Q@ =@, = P.

e P = cap. P'. By definition of =, Q = cap. Q' and there is Q" such that

Q' 2p) Q" ~syn P'. By construction of M A", P/, Q' are finite, so that
we may apply Lemma B.3.15. Then it must be Q' = @”, therefore by
induction ' = P’. We conclude that P = Q.

e P = (n),n[P]: straightforward.

e P = (z) P'. By definition of a,,, we have Q = (z) Q’, and again by
construction of MAJY", P',Q are finite. Since &gy, is a congruence,
(ny | P mgyn (n) | (x) Q. We have {(n) | P — P'{%z}, hence by
Lemma B.3.15, (n) | (z) Q" — Q'{™z} msyn P'{%Wz}. By induction,
P'{"z} = Q'{"x}, hence P/ = Q'.

[}
Corollary B.3.10 Let P,Q be processes of MA7%'. Then P=1Q iff P =g Q.

Proof: First, =y C=s;,+ by Theorem B.1.28, and =;,; C=g by Theorem B.3.9.
Conversely, =pC=~;,: by Lemma B.3.4, and =;,; C =1, by Theorem B.1.19. O

B.3.2 The case of synchronous communications

We now consider a variant of Mobile Ambients where communication is syn-
chronous. For this the production (n) for messages in the grammar of MA in
Table A.1 is replaced by the production (n). P. Communication is thus syn-
chronous: in (). P, the process P is blocked until the message (n) has been
consumed. Reduction rule Red-Com becomes:

Red-Com

(n). Q[ (z) P — Q| P{"z}

In the remainder of this subsection, terms belonging to the synchronous version
of the calculus will be referred to simply as ‘processes’. Since our goal here is
to study how the result given by Corollary B.3.10 evolves when moving to a
synchronous calculus, we focus directly on M A5%, the set of all terms of the
synchronous calculus in which processes guarded by prefixes are finite (along the
lines of Definition B.3.2, that introduces M A7%"). We shall see that in M A3,
the eta law fails and, surprisingly, the equality induced by the logic is precisely
structural congruence.

In order to show this, we have to port the results about (asynchronous) M A
to the synchronous case. The co-inductive characterisation in terms of ~2;,; (that
is, Theorems B.1.19 and B.1.28) remains true, provided that in the definition
of the bisimilarity the communication clauses are replaced by the following:

oIfP P’, then there is ' such that Q N Q' and P’ =~ Q.

™

o If P — P’ then there is Q' such that Q In, Q' and P’ =~y Q.

Accordingly, we have to change the definition of ~,,, by adapting the fol-
lowing clauses for communicating processes:



B.3. AXIOMATIZATION OF =;, ON M ASYN 177

e If P = (x) P then there is Q' such that Q = (z) Q' and for all n there is
Q" such that Q' {"z} = Q" and P'{WVz} ~y, Q.

e If P = (n). P’ then there is @’ such that Q = (n). Q' and Q' = Q" =~y
P
As we show in appendix A, formulas similar to those that are needed in the

asynchronous case can be derived for the synchronous calculus. In particular,
we prove the following results:

Lemma B.3.11 (cf. A)

o For all A, there is a formula {{In)). A such that for all P, PE={{1n)). A
iff there is P’ such that P = (z) P’ and P'{"x} = EA.

o For all A, there is a formula {{In}). A such that for oll P, PE={{In}). A iff
there is P’ such that P = (n). P’ and P' = EA.

Using this result, the correction and completeness proofs for ~;,; w.r.t. =p
follow exactly the same scheme as in the asynchronous case {cf. Sections B.1
and B.2), except that we do not need to reason on eta-normalised terms.

We now derive the counterpart of the properties we have established above
for M AL about the number of messages and prefixes in a term. As we will
see, the concluding result differs.

Lemma B.3.12 Suppose P — P’, where P is a finite process. Then
1. messages(P) > messages(P’);
2. pref(P) > pref(P').
Proof: By induction on the derivation of P—P’. O

Lemma B.3.13 Let P,Q be two finite processes and suppose P =gy, . Then
messages(P) = messages(Q).

Proof: Suppose messages(P) > messages(()). We prove that we derive a
contradiction. We proceed by a case analysis on the shape of P (ie, the number
of its operators)

e P = P, | Po. Then, by definition of =2, it must be Q@ = Q1 | Q2 with
P, ~gyn ;. Now, for some 4, it should be messages(P;) # messages(Q,),
which is impossible, by the induction on the shape.

e P = cap. P’. Then, by definition of =, it must be Q = cap.Q’ and

Q' ‘@p) Q" ~gyn P’. It will then be, by Lemma B.3.5(1), messages(P) =
messages({P’) > messages(Q"), which is impossible, by the induction on
the shape.

e P=(n).P'. Then Q = (n).Q" and P’ =, Q. But messages(P’) >
messages(Q’), which by induction is impossible.

e P=(z)P'. Then Q = (z) Q' and for all h fresh, Q'{M/z} ~,,=— Q" and
P'{he} ~gn Q" and messages(P”) > messages(Q"'), so we can conclude
by induction.
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O

Lemma B.3.14 Let P, () be two finite processes, and suppose P ~,,,, (). Then
pref(P) = pref(Q).

Proof: Suppose pref(P) > pref(Q)). We prove that we derive a contradiction.
We proceed by induction on the shape of P.

e If P=0then Q =0.

e P = Py | Po. Then, by definition of a,,,, it must be Q = Q1 | Q2 with
P, =4yn Q;. Now, for some 1, it should be pref(P;) # pref(Q;), which is
impossible, by the induction on the shape.

e P = cap. P’. Then, by definition of a2, it must be @ = cap.Q’ and
Q' 2p) Q" ~gyn P'. Then

pref(P’) = pref(P) — 1 > pref(Q) — 1 = pref(Q’) > pref(Q")

Hence pref(P’) > pref(Q”), which is impossible by the induction on the
shape.

e P = (n). P'. Similar to capability case.

e P=(z)P'. Then @ = (z) Q' and there is Q" such that Q' {Ma} ~gyn=
Q" and P'{Mz} ~,, Q". There is no consumption of messages, hence
pref(P'{z}) > messages(Q"”), and we can conclude using induction.

[

Lemma B.3.15 Let P,(} be two finite processes, and suppose P ~gy,, Q. If
P L P/ then there is Q' such that Q 5 Q' ~,,, P'. Similarly, if P — P,
then there is Q' such that Q — Q' =4y, P'.

Proof: From two previous Lemmas: if () performed more than one actions,
then it would consume one more prefix or message than P. a

Theorem B.3.16 Let P, Q be two processes in M A3y, and suppose P =gy Q.
Then P = Q.

Proof: By induction on the shape of P (exactly analogous to Theorem B.3.9).
[

Corollary B.3.17 Let P,Q be processes of M A%. Then P=1Q iff P = Q.

B.4 (Un)decidability of logical equivalence

In this section, we define the encoding of a Turing machine in M A" The
definition of the encoding requires the introduction of some macros that will
be given as (MA7L") contexts. To increase lisibility of our definitions, we in-
troduce a new notation for contexts. The contexts we shall use here are terms
containing one or several occurrences of a hole, written [] (with this notation,
the hole cannot be confused with an ambient construct). Given a context C, we



B.4. (UN)DECIDABILITY OF LOGICAL EQUIVALENCE 179

write C{ P |} for the process obtained by filling the hole with a term P in C.
To abbreviate definitions, we shall sometimes work with parametrised contexts,
which are context definitions that depend on some values (names, words, or
movements of the head of the Turing machine). Some parametrised definitions
shall be written foo(p); P: such a definition depends on parameters p and P (P
being a process), but we adopt this notation to emphasize sequentiality between
the process being introduced and P.

B.4.1 Ribbons

Digits and words We associate to booleans true and false two names tt and
ff. We call these names digits, and range over digits with d,d’. A word will
be the result of a (possibly empty) concatenation of digits. The empty word
shall be written e. We range over words with w,w',wy,ws. Given a word w
consisting in r digits (with r > 1), we shall sometimes write w as w'...w" to
refer to w’s digits.

We start by the definition of the support of the Turing machine: ribbons are
defined as follows, and can be in differents states (frozen, growing, work ribbon,
old).

Cells and Words

cell(d)(] = cell[d|0] | lopenwo | []]
word(w)]] = cell(w!){ cell(w?){ ...cell(wM)[]... [} } (w=wrw?...w")
Ribbon Extensor
deadextcode := lopen coin. opennewcell. in cell. coin[0] | newcell[cell(ff}{] outext [}]
sendstart = msgloutext.loutcell | outribbon left. start[inT M]|
ExtensorFrozen = ext|deadextcode | open coin.sendstart]
ExtensorAlive = extlcoin|[0] | deadextcode | open coin.sendstart]
ExtensorDead = ext|deadextcode]
Ribbons
cleaninst := opencleaner.openrunclean | runclean|deadcleancode]
deadcleancode := lopenff | lopentt | lopencell | lopenwo
FrozenRibbon(w) := ribbon_left|cleaninst | word(w){| ExtensorFrozen [}]
GrowingRibbon(w) :=  ribbon_eft[cleaninst | word(w){ ExtensorAlive [}|
WorkRibbon(wy,ws)[] := ribbonleft[cleaninst] | word(wi}{ [] | word(ws){ ExtensorDead [} [}
01dRibbon := ribbon_left|deadcleancode | ExtensorDead)

All names used in the definitions above are supposed to be pairwise distinct.
In particular, T M is the name we shall use for the ambient containing the Turing

Machine (see below).

Fact B.4.1 (Ribbon evolution) For any wordw endn € N, let P, = GrowingRibbon(w. ).

We have:

e P = Puyi;

o P, = R with R =WorkRibbon(e, w. ){ msg[loutcell | outribbonleft. start|inTM]] |

};

o for any term Q) along the reduction paths from P, to Ph,y1 and from P,
to R, there exists Q' such that @ = ribbonleft]Q’].
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Moreover, for any word w, we have:

WorkRibbon(w, e){| O [} | cleaner|inribbonleft] = 0ldRibbon.

Proof: At any step, the extensor can only choose between creating a new ff cell
or dying and sending up through the ribbon an ambient msg. Note that when
extending the ribbon with a new ff cell, there are at some point two concurrent
actions incell and outext: these are in causal dependency, since the incell can
only happen once the out ext has taken place, which ensures sequentiality of the
execution. |

B.4.2 Turing Machine

Définition B.4.2 ((Ideal) Turing Machine) We introduce three symbols —,
| and — for the movements of the head of a Turing machine.

We represent a Turing machine as a quadruplet (Q,qstart,qa,0) where Q
is a set of states, qsqrt 1S the initial state, qa is the accepling state, and § :
Q x {ff,tt} — Q x {ff,tt} x {—, [, —} is the evolution function.

Notation: we shall write

(wla Q7w2) feanas (w/laq/7w/2)

to denote the fact that the Turing machine in state ¢ with the head on the cell
of the last letter of wy (which will be referred to as “the head dividing the ribbon
into words wy and ws”) evolves in one step of computation into the machine in
state ¢/, dividing the ribbon into words w] and wj.

We can now present the encoding of Turing machines, consisting in the exe-
cution of transitions and some extra machinery to be executed after recognition
of a word.
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Turing Machine Transitions
clear(d); P :=  wo| out head. opend. cl_ack[inhead] | | opencl.ack.P
write(d); P := wo| outhead.d|0] | wr_acklinhead]] | openwr_ack.P
become(mo); P = mofout head. open head. P] | inmo
(incell. P if my =«
domove(muv); P = P if mv =]
outcell. P if mv =—
transcode(d,, gy, dy, mv) := clear(d,);write(d,);become(mo);in TM.domove(mu);open ¢y,
State
ff—=P 4+ tt—Q := coin[inff.outff.P] | coinfintt.outtt.Q] | opencoin
code(q) := lglhead] out TM. ( ff—transcode(ff,dg,qg, mug)
+ tt—transcode(tt, dig, gp, Mutt)
| lcoin[in ff. out ff. transcode(ff, dg, qg, mug )]
| lcoin|in tt. out tt. transcode(tt, deg, g, MUtt)]
code(qa) = lgalget_out[0]]
Turing Machine Behavior after Recognition
getout =
lopen get_out. out cell. get_out[0]
| lopen get_out. outribbon left. (  cleanerfout TM.inribbonleft]
| coinfout TM.inribbon_left.in cell'*"(®) in ext]
| open start.inribbon_left.in cell. open gsiart )

Our Turing Machine encoding is somehow reminiscent of the one presented
in [CG98]. This is also the case for some of the macros we use. We can however
remark that we work here in a language without name restriction, and with a
simpler encoding of choice. Note as well that this encoding is parametric over a
word w, whose length (denoted length(w)) is used in the definition of getout (in
that definition, in cell'"&™(®) stands for the concatenation of length(w) copies of
the capability incell). This aspect of our encoding is however irrelevant since
it is influent only after the end of the execution of the machine, and not within
the central part of the simulation. The remainder of this subsection is devoted
to establishing the following claim:

syn

Fact B.4.3 Any Turing Machine computation may be encoded in MAL".

Remark: Busi and Zavattaro [BZ04] have independently obtained an encod-
ing of Random Acces Machines in M AJ%" (although this sublanguage is not
explicitely mentioned in the paper).

Définition B.4.4 (Turing Machine in Mobile Ambients) The encoding of
a Turing Machine is based on an ambient named T M, containing a persistent
code named tmsoup:

tmsoup := code(qo) | ... | code(qn) | getout | lopenmo.

We define two configurations for the encoding of a Turing Machine. Before
being active, the machine is in starting state, defined by:

TMStart := T M| openstart.inribbon_left.incell. open qsart | tmsoup |.
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Once the computation has started, the Turing machine in state q is represented
by the term
TM(q) := TM[openg | tmsoup].

Lemma B.4.5 (Turing machine in M A7%") All terms used in the encoding
of a Turing machine belong to MAJL".

We now examine the evolution of the terms we have defined in order to
simulate Turing machines. We first introduce a useful relation.

Définition B.4.6 {deterministic evolution relation) We say that a pro-
cess P deterministically evolves to Q, written P ~» Q, if and only if P—Q
and for any Q' s.t. P—Q', either Q' 4 or Q = Q.

Notation: We shall write P ~F Q to say that P deterministically reduces to
@ in k steps (k > 1). We write P ~* @Q when P ~»* @ for some k.

Using ~», we can state some elementary facts about the macros involved in
the execution of the machine.

The relation P ~»* @ captures the fact that P can only reduce to @ up to
some blocking states. Actually, such blocking states may only appear due to
the firing of the “wrong branch” in a choice encoding (f— -« + tt—...).

Fact B.4.7 (state evolution) For any terms P,Q, names d,d’ € {ff, tt} and
word w, let us suppose M = d[0] | lopenwo | word(w){ ExtensorDead [}
for any word w. We then have the following deterministic transition sequences:

e head[d—P + —d—Q] | d[0] | lopenwo | celllM] | TM[tmsoup]|

~+3 head[P | coinfin—d.out—d.Q]] | d[0] | lopenwo | cell[M] | TM[tmsoup];

o head|clear(d); P | coin|ind’.Q]] | d[0] || 'openwo | cell[M] | TM[tmsoup]

~»% head[P | coinfind’. Q]| | lopenwo | celllM] | TMtmsoup|;

o head[write(d); P | coinfind’.Q]] | lopenwo | celllM] | TM[tmsoup)

~% head[P | coinfind’. Q]| | d[0] | lopenwo | cell[M] | TM[tmsoup];

e head|become(mo); P | coinlind’.Q]] | d|0] | lopenwo | cell|[M] | T M|[tmsoup|

~3 mo[P | coinfind’. Q]| | d[0] | lopenwo | cell[M] | TM|[tnsoup].

Moreover, the same results hold with a frozen (instead of dead) extensor in M,
the only condition being that ambient ext contains an inactive term.

Proof: Straightforward. From the second statement on, the ambient coinfin d’. Q]
is frozen: it actually represents the non-chosen branch in the encoding of the
choice operator, that will be erased later, when the head of the Turing machine
comes back inside ambient TM (see below). O

We can now merge the results above into a property regarding transitions
of the Turing machine.
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Lemma B.4.8 (One step of Turing machine simulation) Let M be a Tur-
ing machine, q one of its non accepting states, and wy,wo two words, with
wq # €. Suppose (w1, q, wa )= (w, ¢, wh). Then

WorkRibbon(wy,ws){ TM(q) [ ~* WorkRibbon(w],ws){| TM(¢") [} -

Proof: We divide the evolution of the term representing the Turing machine
into the following steps:

1. From state q, the TM may open the ¢ code, which has the effect of releasing
an ambient named head. Moreover, this is the only place where some
reduction is possible, because first, Extensor is inactive and second, in
every ambient named cell, no reduction occurs. Therefore,

WorkRibbon(wy, w2 ){| TM(q) [}
~+2 WorkRibbon(w;,ws){ TMNostate | head[ff— -+ tt—...] [}

where the notation TMNostate stands for the following configuration of
the Turing machine ambient:

TMJcode(qo) | ... | code(q,) | tmsoup]

Note that this ambient cannot perform any reduction as long as it is not
visited by a mo or getout ambient.

2. Using the previous fact, and considering that reductions can only take
place at cell level, we have

WorkRibbon(wy, ws){ TMNostate | head[ff— - -+ tt—...] [} ~15
WorkRibbon(w} ... w| ™ d, ws)
{| TMNostate | molin TM.domove(mu}.openq’ | coinlin—w?. P]] [}

where §(q,w]) = (¢, d, mv).

3. The ambient mo comes back into the Turing machine and is opened by
the open mo in the tmsoup component. Then the head movement (if any)
is performed, which activates the open ¢/, so that the Turing machine gets
into TM(¢') state.

WorkRibbon(w] ... w] 'd,ws){ TMNostate
| molinTM.domove(muw).openq’ | coinlin—w}. P]] [}
~>2+D) YorkRibbon(w), wh){ T™M(¢') [} .

Note that opening ambient mo triggers the absorbtion of the non-selected
branch of the choice (ambient coin) by a !coin|...] (from the code for the
original state of the machine).

The 2(+1) above comes from the fact that the head of the machine can
also make no movement in its transition from a state to another (case |).
O

We obtain as a corollary of the Lemma above:
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Proposition B.4.9 (Turing machine simulation) Given a Turing machine
M, for any word w and n € N, the Turing machine M recognises the word w
on the ribbon w. " iff there exist two words w1 and wo s.t.

WorkRibbon(e, w. £ ){| TM(gstart) [} ~" WorkRibbon{wi,ws){ TM{qa) |},

where the terms above are given by the encoding of M.

Let us finally describe what happens after the machine has reached the
accepting state.

Fact B.4.10 (Acceptation) Let wq,ws be two words. Then

WorkRibbon(wy, ws){ TM{qa) |}
= 01dRibbon | TMStart | coinfinribbon_left.incell'®"8M (@) inext]

where w 18 the word used in the encoding of the machine.

Proof:

1. when the ¢4 ambient has been opened, the ambient get_out is liberated
and is present within 7°M:

WorkRibbon(wy, w2){| TM(qa) [} = WorkRibbon(w;,ws){] TMGetout [}
where TMGetout refers to the term

TM[get_out[0] | code(qq) |...| code(g,) | tmsoup|.

2. this allows the T'M ambient to open a get_out ‘coin’ and execute the branch
containing the out cell, and doing this liberate a new get_out ambient:

WorkRibbon(wy,ws){| TMGetout [} = WorkRibbon(w? ...w| !, w].w;){ TMGetout [}

Note that the other subterm starting with open get_out could also have
been triggered, leading to a blocked state. This is no harm for us, since
we want to establish the existence of an execution where the machine exits
the ribbon. This way, T M progresses to the left until it is directly inside
ribbon_left.

3. Then T M gets out of ribbon_le ft, choosing the other branch of open get_out,
which leads to the following state:

WorkRibbon(wy,w2){ O} | TM][ cleanerloutTM.inribbon_left]
| coinfout TM.inribbon_left.in cell'®"8h(®) in ext]
| code(qo) |...| code(g,) | tmsoup]

4. At this point, the T'M ambient may liberate an ambient cleaner that
enters ribbon_le ft and starts the cleaning process. T M may also liberate
the ambient coin so that we exactly obtain the expected term.

O
Remarks:
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- As we already mentioned above, our encoding of the Turing machine is at this
point dependent from the word w that we want it to recognize.

- We reason here using = transitions instead of deterministic reduction ~»:
indeed, we are considering states where the machine has already recognized
the word, and we only need to prove that there erists some way back to
its (exact) initial state. This will be used for the proof of undecidability
in Sec. B.4.3.

B.4.3 Undecidability of Logical Equivalence

We can now exploit the encoding we have studied to establish undecidability of
the equivalence induced by the logic =p.

Lemma B.4.11 (Loop lemma) Given a Turing machine M and a word w,
define the following terms, given from the encoding of M:

() := !FrozenRibbon(w) | !01dRibbon | lopenmsg | loutcell | TMStart
Py := @ | GrowingRibbon(w) and P, := @ | GrowingRibbon(w.ff).

Then Py = P;. Conversely, PP = Py if and only if the word w may be
recognized on a finite (but sufficiently long) ribbon of the shape w. Y for some
N €N, by the Turing machine M.

Proof: The transition Py = P; follows from Fact B.4.1.

Let us then first assume that w can be recognized on a ribbon of the form
w. Y, that is w followed by an arbitrary number of ff digits. Then from
Fact B.4.1, we can obtain the corresponding extension of the ribbon from
state Py, i.e. exhibit a transition P, = @ | WorkRibbon(w. ™, ¢){ 0 |
} | start[inTM]. At this point, the ambient start can enter TM and allow it
to get into the work ribbon. Then, using the simulation result (Prop. B.4.9),
we know that the Turing machine reaches the acceptation state (this result
is obtained by induction over the length of w). At this point, according to
Fact B.4.10, the work ribbon is transformed into an old ribbon (collected by the
corresponding replicated term in @), and the Turing machine comes out of the
ribbon and waits for a start signal. The liberated coin ambient may progress
inside a frozen ribbon (containing word w by definition of @ above) until it
reaches the frozen extensor and wakes it up. We then exactly obtain Fp.

Now let us assume that w cannot be recognized on any ribbon. As @
is blocked (in particular, TMStart is waiting for an ambient start to enter
TM), the first reducts of P; are of the form @ | ribbon_left[R], where
GrowingRibbon{w. f) = ribbon_left[R]. If a reduction chain from P to Fp
can be found, then by Fact B.4.1 there exists an integer n such that

P, = @Q | WorkRibbon(w.fA"){ 0} | startinTM] = PFy.

T

In term T the WorkRibbon is blocked, so the only evolution can come from the
machine entering a ribbon. We distinguish three cases according to the kind of
ribbon which is entered by the machine:

1. If it gets into an old ribbon, there can be no more reduction, as the TM
is stuck on an in cell action.
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2. If it gets into the work ribbon, according to Prop. B.4.9, there is a unique
way to evolve, through simulation of the machine. At his point, the ma-
chine may have an infinite computation on the finite ribbon, never reaching
accepting state: this means that it will not get out of the ribbon, which
prevents the system to evolve into Py. Alternatively, or the machine may
try to use more ribbon than what has been created before evolution from
GrowingRibbon into WorkRibbon, and the machine is stuck. So in any
case, state Py cannot be reached.

3. The latter reasoning also applies if the machine enters a frozen ribbon.

Finally, we have that state Py is unreachable if word w cannot be recognised by
the machine on a ribbon of the form w. £ for some N, which concludes the
proof. O

Theorem B.4.12 (Undecidability of =1) = is an undecidable relation on
MArp.

Proof: Let us first note that the decidability of =p over M A;r is a consequence
of its inductive characterisation = (Definition B.2.13) together with the image
finitess hypothesis of M A;p.

Consider processes Py and P; from Lemma B.4.11. We show that the prob-
lem of deciding whether openn. Py =y, openn. P, is equivalent to decide wether
Py = P, = F,. This will be enough, by Lemma B.4.11, to prove the undecid-
ability of =p.

Let us prove now the undecidability of =r on M A. Consider processes
Py and P; of Lemma B.4.11. These processes are in MA}%". Using Corol-
lary B.2.30, the definition of ~;,:, and Theorem B.3.9, we have:

openn. Py = openn. Py iff openn.Py =¢;,,; openn.P|
if Po == P1 =~ Fo

(from Theorem B.3.9, ==v;,,: is = on MAJL").

The first equivalence follows from soundness and completeness {Theorems B.1.19
and B.2.29). The second is the definition of ~;,:. Since on M AT ~n==,
the last condition is simply the loop condition, and Then undecidability follows
from Lemma B.4.11.

[



Appendix C

Minimalisation in Static
Ambients and Separation
Logic

This appendix studies the contribution of spatial connectives in the expressive-
ness of static spatial logics, as done in chapters 5 and 8.

We introduce SA, SAL and its adjunct-free fragment (SAL;n:) in Sect. C.1.
We prove adjunct elimination for quantifier-free formulas in Sect. C.3, based on
the notion of intensional bisimilarity, discussed in Sect. C.2. The general result
for SAL is then established in Sect. C.4, based on prenex forms. We discuss
the adjunct elimination for SAL? in Sect. C.5, and show minimality of SAL;pn;
in Sect. C.6; in Sect. C.7, we introduce SL and a classical fragment of it (CL),
which we prove to be as expressive as SL.

C.1 Background

In this section we define the model of static ambients (SA) and its logic SAL.
We also define the intensional fragment (SAL;,¢) of SA.

In all what follows we assume an infinite set ' of names, ranged over by
n,m. Tree terms are defined by the following grammar:

P = P|P|nP||(wn)P|o0.

The set fn(P) C N of free names of P is defined by saying that v is the only
binder on trees. We call static ambients tree terms quotiented by the smallest
congruence = (called structural congruence) satisfying the axioms of Fig C.1.
Formulas, ranged over with A, B, ..., are defined in Fig C.2 . These formulas
form the static ambient logic, and we call intensional fragment the subset of
the formulas not using the connectives >, @, and & (adjuncts). We note them
respectively SAL and SAL; ...

We will say that A is quantifier-free if A does not contain any U quantifi-
cation. The set of free names of a formula A, written fn(.A) is the set of names
appearing in 4 that are not bound by a W quantification. A(n < n)" is the
formula .4 in which names n and n' are swapped.

187
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Plo=P (vn)0 = 0
(PIQ)IR = P|(Q|R) vn)m[P] = m[(vn)P] (n # m)
PlQ=QIP wn)P | Q = wn)(P | Q) (n¢gn(Q))
Figure C.1: Structural congruence on SA
A = ANA]-A[Vn. A]0 [A]A n[lA] | n®A (intensional fragment)
A> A |AQn | ASn (adjuncts)

Figure C.2: SAL and the intensional fragment SAL;,;

Définition C.1.1 (Satisfaction) We define the relation = C (SAx SAL) by

induction on the formula as follows:
e PEAINAIfPE A and P E As
PE-AifPEA

PEOifP =0

P = n®.A if there is P such that P =

PEAGQn ifn|PlE A
PEAOnif(vn)P E A

(vn)P’

P EWVnAfYn e N —(In(P)Uin(A)), P = A(n < n)
PE A | A if thereis P, P> s.t. P=P1 | Py and P,EA; fori=1,2

P = n|A] if there is P! such that P = n[P| and P' = A

and P' = A

PE A > A if forall Q such that Q E Ay, P | Q E As

We note A 4+ B if for all P € SA, PEA iff PEB. A context is a formula
containing a hole; if C is a context, C[A] stands for the formula obtained by

replacing the hole with A in C.

Lemma C.1.2 For all A, B, and all context C, if A -+ B, then C[A] 1+ C[B].

Remark C.1.3

o The formula L, that no process satisfies, can be defined as 0A—0. As e.g.
in [CGO0], other derived connectors include V, and w: P satisfies Aw B
iff there exists @Q satisfying A such that P | Q satisfies B.

o If PEA and P = Q, then Q=A. Moreover, |E is equivariant, that is

PEA iff P(n — n)EAn < n) for any

n,n'.

o For any P, there is a characteristic formula (for =) Ap, using the same
tree representation, such that for all @, Q=Ap iff @ = P. In partic-
ular, two static ambients are logically equivalent if and only if they are

structurally congruent.
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C.2 Intensional bisimilarity

In this section and the following, we will give a first illustration of our minimali-
sation method on the case of SAL and SAL;,;. This minimalisation transforms
a formula from a logic to the other; however, it does not proceed as a dictionary,
that is we do not show that the connectives from the original logic are some
syntactic sugar for some fixed construction in the target logic. The translation
actually goes through the exploration of all behaviours a process may have with
respect to a formula. Roughly, we translate a formula A into an exhaustive
disjunction
A ~ \/ FC

C€Behaviours(A)

of all the behaviours that lead to the acceptance of A.

The bottleneck of this embedding is to define what are these behaviours. By
behaviours, we refer to equivalence classes of some observational equivalence.

In this section, we will hence introduce a notion of partial observation over
trees corresponding to logical testing. This model equivalence can be seen as
the adapted game for this logic (in the sense of Ehrenfreucht-Fraissé), or as the
static intensional bisimilarity ([San01]). Observations are taken from the logic
to which we want to reduce to, in this setting SAL;,;. Each connective defines
a simulation rule in a very natural way. Then we show that this observational
equivalence is enough to ensure model equivalence with respect to the logic we
want to minimalize, that is SAL (Proposition C.2.4) in this setting. We then
give a compact representation of the observational equivalence classes as some
symbolic sets we call signatures.
We will assume in the remainder some fixed set N C .

C.2.1 Definition

We now introduce the intensional bisimilarity. Intuitively, ~; y equates pro-
cesses that may not be distinguished by logical tests involving at most ¢ steps
where the names used for the tests are picked in V.

Définition C.2.1 (Intensional bisimilarity) We define the family (=; n)ien

of symmetric relations over SA by induction on i: zo,Ndéf SA x SA, and for
any i > 1, =; n is the greatest relation such that if P ~=; y Q, then the following
conditions hold:

o if P = 0then@ = 0O

e forall P, P, if P = P1 | P> then there is Q1, Q2 such that Q = Q1 | Q2
with JD6 ~Xi—1,N QE, €= 1,2.

e for all n € N and for oll P', if P = n[P’], then there is Q' such that
Q=n[Q] end P' =i_1 v Q.

e for alln € N and for all P', if P = (vn)P’, then there is Q' such that
Q=(wn)Q and P =~,_1 v Q.

Lemma C.2.2 For all i, =~; y is an equivalence relation.
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We shall write SA/, , for the quotient of SA induced hy ~; n: it will be
ranged over by equivalence classes called C, C1, Cs.

We may observe that the bisimilarities define a stratification of observations
on terms, namely =~ v+ C=; n for ¢ < i’ and N C N’. This may be understood
in a topological setting. Given a fixed N, we consider the ultrametric distance
over models defined by d(P,Q) = 27¢ if 4 is the smallest natural for which
P %y Q,and d(P,Q) = 0 if P ~, n @ where ~, y= ;e ~i,n. We call it
the N-topology. It somehow captures the granularity of the logical observations
with respect to their cost.

C.2.2 Correction

The key step in proving correction of the intensional bisimilarities with respect
to the logic is their congruence properties for the connectives admitting an
adjunct.

Lemma C.2.3 If P~; n @, then:
o forall R, P|R~;n Q| R;
e for alln € N, n[P] ~; n n[Q];
o foralln € N, (vn)P =~ n (vn)Q.

Proof: By induction on i. O
Note that the last point cannot be improved: consider N = {n}, P = m;[0],
Q = mg[0]. Then P~y n Q, but (vmq)P #2 n (vm1)Q. For this reason, ~; n
is not a pure congruence.
We note s(A) the size of A, defined as the number of its connectives.

Proposition C.2.4 (Correction) For all P,Q,i such that P =; n Q, for all
quantifier free formula A such that s(A) <4 and fn(A) C N,

PEA  iff  QEA

Proof: By induction on A. For the adjuncts, apply the congruence properties
of Lemma C.2.3, and for the other connectives use the definition of ~; x. ]

C.2.3 Signature functions
Définition C.2.5 (Signature) Fori > 1, we set:
e 2N(P)=0if P =0, otherwise -0
o pN(P) ={(Cy,C) € (SA/QI_LN)2 :P=P | Pand P, € Cy}
o aN(P) = [n,C] if there is P' st. P=n[P|,n€ N and P€ C,C €
SAjx,_1 n Otherwise alN (P) = noobs, where noobs is a special constant.
o rN(P) ={(n,C) € N x SAjn._, . :IP". P=(vn)P' and P’ € C}
We call signature of P at (i, N) the fourtuple x¥ (P) = [z (P),pN (P),al (P),rN (P)].

The following lemma says that the signature actually collects all the infor-
mation that may be obtained from the bisimilarity tests.

Lemma C.2.6 Assumei > 1. Then P ~; n Q iff xM(P) = xM(Q).
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C.3 Adjuncts elimination on quantifier-free for-
mulas

In this section, we show that the quantifier free formulas of SAL have equivalent
formulas in SAL;,:. This result is then extended to all formulas of SAL in the
next section.

In all what follows, we will assume N is a finite subset of AV it is intended to
bound the free names of the considered formulas. The encoding result is based
on two key properties:

e Precompactness of the N-topology. In other words, when ¢, N are fixed,
only a finite number of behaviours may be observed.

¢ Existence of intensional characteristic formulas for the classes of ~; n.

The first property basically says the following: if we fix some formula A,
then we may finitely list all the behaviours a process P may have with respect
to A. Then we may tag the ones corresponding to an acceptance and the ones
corresponding to a rejection, and from the second property, we may express this
by some formula in SAL; .

Here is the proof with more details.

Lemma C.3.1 The codomain of XV is finite.

Proof: We reason by induction on i. First notice that the codomain of x is:

codomy) = {0,-0} x (SA~,_, )° x ({noobs}+NxSA /v, ) x P(NXxSA/x,_, 1)
hence codom ) is finite iff SA/~, , , is finite too (here we use that N is
finite). For i =1, S4/~, » = {SA}, hence x{' is finite, and so is codom x?'.
For i > 2, we have by induction codom y¥ ; finite. By Lemma C.2.6, there
is an injection of SA,~, , , into codom x|, so SA,~, |, is finite, and so is
codom y V. g
Here is an immediate consequence of Lemma C.3.1:

N

Proposition C.3.2 (Precompactness) For all i, the number of classes of
~; N 68 finite.

These results roughly say that only a finite amount of information is needed
to capture a given bisimilarity class. The next result makes it more precise: this
information may be collected in a single formula of SAL;,;.

Proposition C.3.3 (Characteristic formulas) For any i € N and for any
process P, there is a formula .Az,sN € SAL;,: such that

VQ  QEAYY e ~in P

Proof: By induction on ¢. For ¢ = 0, we may take AésN = T. Then assume i >

1, and we have formulas AZ;LN for all P. This obviously gives a characteristic
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formula Aic_l’N for any class C'of SA~,_, . Let us consider some fixed P. We
set,

A. = 0if zN(P) =0, otherwise -0
i—1,N | 4i—1,N i—1,N | 4i—1,N
Ap = Necronerr ey Ac, 1A, A Vo ey Ac, | Ac,
Anen —n[T] if aY (P) = noobs
A = i~1,N e Ny
nlAgs ] if al¥ (P) = [n,C]
i—1,N i—1,N
_Ar = /\[n,C]ergV(P) n®Ag A _‘\/[n,C]ngN(P) n®Ag
AN = AN Ay A Al A A,

where the finiteness of the conjunctions and disjunctions is ensured by Lemma C.3.1.
Then QALY iff xN(Q) = xN(P), hence the result. O
The precompactness property says that if we bound the granularity of the

observations, only finitely many distinct situations may occur. The character-

istic formula property says that each of these situations is expressible in the
intensional fragment. The idea of the encoding is then just to logically enumer-
ate all these possible situations.

Theorem C.3.4 For all quantifier-free formula A € SAL, there is a formula
[A] € SAL;,; such that
A H- [A]

Proof: We define [A] as follows:
[A] € \/ ALY for CeS4)n, ,,CEA

for i = s(A) and N = fu(A). The disjunction is finite by Proposition C.3.2.
PE[A] iff there is @ such that QA and P =~; n @, that is, by Proposi-
tion C.2.4, PEA. O

Effectiveness of the encoding:

Due to its finiteness, the construction of our proof could seem to be effective.
However, this cannot be the case due to an undecidability result for the model-
checking problem on SAL [GCO04]. This is quite surprising, since only an effec-
tive enumeration of the bisimilarity classes is missing to make the proof construc-
tive. Moreover, such an enumeration exists for SA without name restriction,
via testing sets as defined in [CCGO3]. This reveals an unexpected richness of
S A compared to pure trees.

C.4 Adjuncts elimination and fresh quantifier

In this section we establish the adjunct elimination for the full SAL. The
result we already obtained for quantifier-free formulas easily extends to formulas
in prenex forms. So our efforts will focus on establishing the existence of an
equivalent formula in prenex form for any formula of SAL. Intuitively, prenex
forms can be generated by pulling out the fresh quantifiers. We actually show
how to swap the order between a quantifier and another connective without
changing the semantic. Except for the [> connective, this turns out to be quite
natural.

We present our algorithm as a rewriting system in Fig. C.3. The essential
result is then
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Proposition C.4.1 (Correction of ~) The term rewriting system ~ defined
by the rules of Fig. C.3 preserves the semantics: for any A, B € SAL, if A~ B,
then A - B.

(A) Nn. A1) A As ~ Un. (A; A As) (n € fin(A5))
(=) -Nn. A1 ~ Wn.-A;

(|) (I/In. .Al) | .AQ ~  Wn. (./41 | .AQ) (n Q fn(.AQ))
(>1) (Und) > Ay ~ Vn ((n®T A A1) > AQ) (n & fn(As))
(R) A1 MUn. Az) ~ WUn. (n®T A Al) >As) (n¢fn(Ar))
(Amb) m[Un. A~ Un.m[A] (m #n)
(@) Nn. A)@m  ~ WUn. (A@m) (m #n)
(®) m®Un. A~ UNn.m®A (m #n)
() Nn. AYSm ~ Un.(ASm) (m #£n)

Figure C.3: Term rewriting system for prenexation

Proof:(sketched) We only detail the proof for rule (> L).

Pl (Mn. A1) > As

& YR,V € in(A;))UMm(Q). QEAI(n < n) = P|QEA;
& VQ,Vn' (A > A)UMm(P Q). QAI(n—n) = P|QEA:
& VQ,Vn' (A > A)UM(P | Q). QEA(n —n) = P|QEAx(n < n)
& Vn' ¢ (A > Ag) UIn(P),
vQ.n' € fn(Q) = QA (n—n) = P|QEA(n —n)
& P EUn. (A1 A n®T) > As

0

Remark C.4.2  Some of the rules above (such as (Amb), (=), and a variant
of (| L)) have already been presented in [CGO1b], under the form of equalities.
The same result is independently developed in [GCO4].

We say that a formula A is well-formed if every variable bound by WU is
distinct from all other (bound and free) variables in A. For such formulas, the
side conditions in ~+ are always satisfied.

It is easy to see that ~~ defines a terminating rewriting system, and that the
normal forms of well-formed formulas are formulas in prenex form. Confluence
holds modulo permutation of consecutive M quantifiers.

Proposition C.4.3 (Prenex forms) For any formula A, there are i, A" such
that A - Wn. A" and A’ is quantifier free.

This result directly implies the following extension of Theorem C.3.4:

Theorem C.4.4 (Adjunct elimination) For any formula A € SAL, there
is a formula |A] € SAL;p: such that

A - [A].
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Proof: There is A’ quantifier free and # such that A 4+ WNn. A" by Proposi-
tion C.4.3. Then by Lemma C.1.2 and Theorem C.3.4, we may write

A HF N A - WAL A
]

Example C.4.5 : We show an example to illustrate how SAL;,: formulas can
capture non trivial properties expressed using the adjuncts. Let

A u= (Hm’.m’['l’] > (Hny.n[0] | HTLQ.?’LQ[HTLg.TZg[O]])) © m@m

where Hn. A (H being the hidden name quantifier [CC01]) stands for n. n®.A.
The prenez form of A s

Wm', ni, na, ns. ((m’@T/\.m’@m’[T]) > (n1®n1[0] | no®n2[ns®. ng[O]]))®m@m
Then P = A iff there is @ such that
(vm)m[P] | (vm/)m'[Q] = (vmi)(vno)(vng)(ni[0] | nafns[0]])

The only solutions of this equation are P = 0 or P = (vn3)n3[0]. In other
words, A is equivalent to B =0V Hns.ngl0].

C.5 Adjuncts elimination and classical quanti-
fiers

In this section we consider a variant of SAL. Instead of fresh quantified formulas,
we consider name quantification of the form Vz. .4 and Jz. A with the natural
semantics:

PEvVz. A if VneN. PEA{"/z}

Let us note SAL3 , the intensional fragment with classical quantification.
We ask the question of adjuncts elimination for extensions of this logic. The
undecidability result of [CTZ™T] implies that there is no effective adjunct elimi-

nation for SAL3 , + {>}. We establish now a more precise result:

mnt

Theorem C.5.1 (Expressiveness of adjuncts in SALZ,,) SAL3,+{>}, SALZ ,+
{@} and SAL3 , + {Q} are strictly more expressive than SAL?

wnt mnt-

The proof of this theorem is based on the following observation. In any of
the extensions we consider, it is possible to define a formula .4 such that

PEA iff tf(P) <1 (C.1)

For the > and @ connectives, we may first encode the formula n = m as
(n[T] A =m[T]) > L and (n[T])@m. Then (C.1) is satisfied by the formula

Jz. Vy. (y®T) —z =y
For the © connective, there is a direct formula satisfying (C.1):

Jz. (Vy. y®T) O
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We are now interested in proving that such a property cannot be expressed
in SALZ ,. Our approach consists in studying the stability of = with respect to
substitutions. We actually find some particular processes P for which PEA is
equivalent to P=A{"/m}. From this, we deduce processes P such that PE=A
implies P{"/m}E=.A. This last result shows that, on certain conditions, a for-
mula may not observe the action of equating two names in a process, which is
contradictory with counting the number of free names.

We call thread context a context C of the form
CIP] = (vA)nil...n[ P]...]

with 2 C {nq,...,n,}. We note n(C) def {ni,...,nx} and d(C) k. For a
formula A, we note d(A) the number of n].] connectives in A.

Lemma C.5.2 Let A be a formula of SALZ ., and C a thread context such that

wnt?

d(C) > d(A). Let n,m be two names such that {n,m} Nn(C) =0, and

P clno] | m[o]]

Then PE= A iff PE=A{"/m}.
Proof: By induction on the size of A:
e the cases 4 = A1 A Az, A =-A41, and A = 0 are trivial.

o A=A | A;. Assume first P=A. Since d(C) > 1, we may assume by
symmetry that OEA; and PEA;. Then PEA;{"/m} by induction, and
PEA{"/m}. The other direction is proved similarly.

o A = al4;]. Assume first P=A. Then C = a[C'] and P’ def C'[n[O] |
m[0]]EA;. By induction P'=A4,{"/m}. Since {n,m} N n(C), a # m, so
A{"/m} = alA1{"/m}], and Pl=A{"/m}.

Assume now PEA{"/m}. Let b = a{™/m}. Then C = b[C’] and P’ def
C'[n]0] | m[0]]EA1{™/m}. Then b € n(C), so b & {m,n}, and b = a. By
induction P'l=A4;, so PEbA;| = A.

o A =a®A;. Assume first PEA. Then C = (va)C’ and P’ def C'[n[O] |
m[0]]EA;. Since n,m are free in P, a # m and a # n. So {n,m} N
n(C') = 0, and by induction, P'=A{"/m}. A{"/m} = a®A{"/m},
and P=A{"/m}. The other direction is proved similarly.

e A=Vz. A;. Assume first P=A. Let take a € N. Then PEA;{*/z}, and
by induction PEA{*/x}{"/m}. For a # m, this is also PEA{"/m}azx.
For a = m, this requires a bit more. Consider that PE=A;{"/x}. Then
PEA{"/z}{™/m} by induction. But A; {"/z}{"/m} = (A {"/m}{™/z}){"/m},
so by induction PEA{"/m}{™/z}. Hence PEA{"/m}{*/x} for all a,
that is PEVz. A1{"/m} = A{"/m}.

Assume now that PEA{"/m}. Let takea € N. Then PE=A;{"/m}{%/z}.
If a # m, this is PEA{*/2}{"/m}, so by induction PE=A1{%/z}. For
a = m, consider that P=A;{"/m}{"/x}, that is P=A{™/z}{"/m}, so
by induction PEA;{™/x}. Hence PE=A{*/x} for all a, that is P=A.
O
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Lemma C.5.3 Let A be a formula of SALZ,,, and C a thread contest such that

d(C) > d(A). Let n,m be two names such that {n,m} Nn{C) = 0, and moreover
m & fn(A). Let

P ¥ c[nfo]|mo]]  and Py % C[nf0] | nl0]]

]f P1 |: A, then PQ':A
Proof: By induction on the size of A:
e the cases A= A1 A Ay, A=AV Ay, A=0 and A = -0 are trivial.

o A=A | As. Since d(C) > 1, we may assume by symmetry that 0F=Aq
and PjEA;. Then P=A; by induction, and Pal=A

o A=A || As. Since d(C) > 1, PiEA; A Ay, OEA; A As. By induction,
PQ':.Al A Asg, that is PQ':.A

o A =af[A4]. Then C = a[C’] and C'[n]0] | m[0]]=.A1. By induction C'[n]0] |
n[0]]l=Aq, that is Pol=A.

o A = —a[A;]. Then either C is not of the form n[C’], and P=—alA;],
or C = n|[C'] but C'[n[0] | m[0]]E—A;. Then by induction C’[n[0] |
n[0]|E—A1, that is Py f=alAq].

o A =a®A;. Then C = (va)C’ and C'[n]0] | m[0]]EA;. Since n,m are
free in P, a & {m,n}, so n(C'YN{m,n} = 0. Then by induction, C'[n[0] |
n[0]|EA;, and Pa=A.

e 4 = -a®A;. Assume first that a is free in P;. Then a # m since
m & fn(A) by hypothesis. So a is also free in P, and P=A. Assume now
a is fresh for P; (and Ps). Let C’ be such that C = (va)C’. Then C'[n[0] |
n[0]] EA1, otherwise C'[n[0] | m[0]]FEA; and PEA. So P JFa®A;.

e A =Vz. A;. Let take a € N. Then Pi=A1{%/z}, and by induction
BEA{%/a} for a # m. Let take some fresh m’. By equivariance,
Pi(m — m)EVz. A1, so Pi(m — m)EA{™/z}. Applying induction
on P, and Ay {"/x} for m' instead of m, we have Pol=A1{"/x}. Hence
PEA{%/x} for all a, that is Po|=Va. A;.

e A=132.A;. Let a € N besuch that Pi=A4;{%/z}. If a # m, then we may
apply induction on A1{*/x}, and Pol=A2{®*/x}, that is Pal=A. Otherwise
Pi=A{™/z}. By Lemma C.5.2, PIEA{™/z}{"/m} = A {"/x}{"/m},
and again P1E=A;1{"/z}. Then by induction, Po=.A41{"/z}, that is Po=A.

O

This last result implies the desired property about SALZ .:
Proposition C.5.4 There is no formula in SALZ , that satisfies (C.1).

wnt

Proof: Let us assume by absurd we have some A such that
PEA iff f(P) < 1

Then let C be the thread context of the form (ra)al...al.]...], and d(C) =
d(A) + 1. Let m,n be two fresh names. Then C[n[0] | m[0]]=—.4 by definition
of A, so by Lemma C.5.3, C[n[0] | n]0]]=-.A. Moreover, by definition of A,
C[n[0] | n]O]]E=A, so the contradiction. ]
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C.6 Minimality of SAL;,;

In this section, we show minimality w.r.t. expressive power of SAL,;.

Theorem C.6.1 (Minimality) SAL;,: is a minimal logic, that is all frag-
ments of SAL;,; are less expressive.

This result is the consequence of several technical lemmas for each connec-
tive. We may distinguish two forms of contribution to the expressiveness of the
logic. We will say that a connective k is expressive when there is a property
expressed by a formula containing x that cannot be expressed otherwise. As a
consequence, this connective must belong to any minimal fragment. We will also
say that a connective k is separative when there exists two models P, P> and
a formula containing ~ satisfied by P, but not Ps, such that all s-free formulas
equally satisfy P, and P,. Separative connectives are expressive as well, but in
a deeper way: removing them, one reduces the separation power of the logic.
For SAL;,:, we will now establish the following classification:

e connectives . |.,n®., and n[.] are separative,
e connectives 0, A, —, N are expressive but not separative.

In particular, SAL;,: is minimal in terms of expressiveness, but as far as
separation power is concerned, the minimal fragment is SAL;,: — {WN,—, A, 0},
since for this fragment logical equivalence coincides with intensional bisimilarity.

Notice that we do not show that SAL,,; is the unique minimal fragment of
SAL. This is far from being obvious.

Example C.6.2 The fragment SAL — {A} is surprisingly quite expressive, as
the formula

“Un. n®-n® (Nm1. mi@®Vimsa. mae®ma[m2[0]]) © n1 © no

shows. This formula is equivalent to ni[nz[0]] V naln1[0]], and hence the proof
of expressiveness of A (see below) must be carried out in a different way. We
do not know the exact expressiveness of this fragment, one could think that it
captures any finite set of processes. The interested reader may want to look for
a formula for n1[0] V nana[0]] in this fragment.

C.6.1 Separative connectives

We establish now that the connectives . |.,n®., and n[.| are separative. Intu-
itively, | carries the ability of SAL;,; to count, so without this connective it will
not be possible to distinguish n[0] | n[0] from n[0] | »[0] | n][0]; in the same way,
n[.] is necessary to separate ni[nz2[0]] from ns[ni[0]], and n®. is the only way
of specifying properties of hidden names, so it must be required to distinguish
(vn)n[0] and (vn)n[n[0]].

Lemma C.6.3 If A € SAL;,: — {|}, then P, = n|0] | n[O]EA iff P, = n[0] |
n[0] | n[0]=A.

Proof: By absurd, suppose there exists a formula A telling apart P, from P,
take a minimal such A, and reason by case analysis on A.
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e the cases A = A A A3, A=-A; and A = ImA, are straightforward.

e if A =0, then none of P, P> does satisfy A.

A =m®A;: if m = n, then none of those processes do satisfy A, otherwise
the process satisfying A does satisfy A;, and A; is a smaller separating
formula.

o A =m[A;]: none of the two processes do satisfy A.
O

Lemma C.6.4 If A € SALy,; — {n[.]}, then for any names ni,ns, we set
Pl = nl[ng[O]] and P2 = ng[nl [0]] Then Pl ':.A Zﬁ PQ':.A

Proof: As above, by absurd and case analysis on a minimal A:
e the cases A = A; A Az, A=A and A = m A, are straightforward.
e if A =0, then none of P, P> do satisfy A.

o A=A | A2. We may assume by symmetry that P;=.A4. Also by symme-
try, we may assume Pjj=A; and OFA,. If Py =A, then A; separates Py

from P, and is a smaller formula: contradiction.

o A=m®A;: f m € {n1,ns}, then none of the two processes do satisfy A,
otherwise the process satisfying A also satisfies A, and A; is a smaller
separating formula.

[}

Lemma C.6.5 Assume A € SALy — {n[.]}, We set P, = (vn)n[n[0]] and
P, = (vn)n[0]. Then PLEA iff PBEA.

Proof: Again, by absurd and case analysis on a minimal A:
e the cases A = A; A Az, A=A and A = m A, are straightforward.
e if A =0, then none of P, P, do satisfy A.

o A=A | As. We may assume by symmetry that Pi=.A. Also by symme-
try, we may assume Pi|EA; and OFAs. If Py J=A, then A; separates Py

from P, and is a smaller formula: contradiction.

o A = m[A;]: none of P, P, do satisfy A.

C.6.2 Expressive connectives

We show that the connectives A,—,W,0 are expressive. Expressiveness proofs
are more subtle than in the separability cases, since the loss of expressiveness is
less sensitive. The scheme of the proof that the connective k is expressive is to
find a property (cardinality, stability by substitution, truncation...) common to
all set of models corresponding to any formula without %, and a formula with <
whose set of models does not have this property.
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A is expressive

By duality, A expresses disjunction; we will show that the intensional logic may
not express the disjunction present in the formula nq[n2[0]] V naln1[0]] without
the A connective.

Remark C.6.6 The N connective is probably the connective whose erpressive-
ness is the most difficult to characterise. It would be even more difficult if one
had to take into account adjuncts. As shown in Example C.6.2, we may express
the formula ninal0]] V nani[0]] in SAL — {A} using adjuncts.

We note Po(N) = {{ny,n2} : n1 # na}. We note K,, = {{n,m} : m # n}.
We say that K C Po(N) is cofinite if there is N C A/, N finite, such that for
all ny,na € N, if ny # ng then {ng,n2} € K. We may remark that Ki, Ko are
cofinite iff K1 N K> is cofinite, and K is cofinite iff K — K, is cofinite.

Lemma C.6.7 Assume A is o formula of SAL; — {A} such that 0 J=A. We

set

Kyq € { {n,ne} i mi # no, nanaf0)]EA and no[m [0]]=A ).
Then either K 4 =0 or K 4 is cofinite.

Proof: By induction on A:

e A =Wn.A;. Then 0 /f=A;, and for any ni,ne st. ny # nng # n
and ny # na, {n1,n2} € Ky, iff {n1,n2} € K 4,. Thatis K 4 — Ky, =
K4, - K

A=0: OFA.

o A=-0: then K4 =P

A=A | Ay: since 0 J=A, we may assume by symmetry that 0 f=A;. If
also 0 f=Az, then K 4 = 0. Otherwise, K 4 = K 4 .

A=A || Az: since 0 A, 0 A1 and 0 f=A;. then K g = K4 NK 4, .

A =n[A]: then K 4 = 0.

A = -m[A]: then Po(N) — K,, C K 4,50 K 4 is cofinite.

A =n®Ai: then 0 A, and K g — K, = K4 — K.

A=-n®A;: then 0 j=A;, and K g-K,=K_yg —Ky.
a

Lemma C.6.8 Let ni,ny be two distinct names. Then there is no formula
A€ SAL;, — {A} equivalent to nq[n2[0]] V na[n1[0]].

Proof: By absurd: if there is such a formula A, then 0 /EA. Then by
Lemma C.6.7 §K 4 # 1, and the contradiction.
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- is expressive

- enriches the expressive power in several ways; here we consider the property
that the name n occurs free, expressed by -n®T, and show that negation is
necessary to express it. To prove this, we remark that for a formula A4 without
negation, there is a height h such that for all P, if P .A then so does the
truncation of P at height h, so we may find a contradiction by considering a
process having an occurrence of n deep enough.

Définition C.6.9 We define the truncation at height h € N as to(P) = 0, and
tn((a)(lP] | [ e R])) = () (ultn-a(PO] - | neltnea(P)])-
Note that fo(ty(P)) C fn(P).

Lemma C.6.10 If A is a formula without =, s(A) < h and PEA, then
tr(P)=A.

Proof: By induction on A:
o A= A;AA;z: then by induction ¢y (P)EAy, th{P)EAs, so th{P)=EAIAA,.

o A =Wn.A;: then there is n’ € in(P) s.t. PEAj(n < n). By induction
tr(P)EAL(n < n), n' & Mty (P)), so th(P)EVN. A;.

o A=0: thent,(P)=P=0

o A=A | As: then P = P; | P, with P.EA., and by induction t,{ P, ) EA.,
so tp(PY=A.

o A = n[A;]: then P = n[P1] and Pi=A;. By induction, t5_1(P1)}=A;,
and so t,(P)EA.

o A=n®A;: then P = (vn}P; with P;E=A;. Then by induction t5 (P }=A1,
so tp(PY=A.
]

Lemma C.6.11 There is no formula A € SAL;py — {—} equivalent to -n®L.

Proof: Suppose A exists, and take h = s(4). We note P = m[m[...m[0]...]]
and @ = m[m/[...m[n[0]]...]] a nesting of h ambients m, for some m # n. Then
QEA, P J=A, and P = t,(Q), which contradicts Lemma C.6.10 O

M is expressive

M is very useful to deal with an hidden name without making any hypothesis
on the free names of processes (which revelation taken alone would do). Here
we consider the property of having at least one hidden name, that is the model
is congruent to {vn)P' with n € fn(P’). This is expressed by the formula
Nn.n®-n®T. For N = {nq,...n,} we consider P% = n[ni[0] | ...| n,[0]] for
some n & N.

Lemma C.6.12 Assume some finite set of names N and a quantifier free for-

mula A such that fn(A) C N, and n & N. Then
PylEA off (vn)PrEA
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Proof: By induction on A:
e the cases 4 = A; A As, and A = - A, are straightforward.

e if A =0: then none of the two processes satisfies A.

if A= A; | A;. Assume first that PYlE=A. By symmetry, we may assume
PlE=A; and 0=Az. So (vn) PR EA; by induction, and (vn)PREA. If we
assume (vn)PREA, we may do the same reasoning.

o A =m[A]: none of P, (vn)Py does satisfy A.

A =m®A;: then m € fn(A) C N, hence none of Py, (vn) PR does satisfy
A.
O

Lemma C.6.13 There is no formula A € SAL;n—{N} equivalent to m. n®n® L.

Proof: By absurd, let A be such a quantifier free formula, and {ny,...,n,} =

fn(A). Then PR EA, so (vm)P EA, by Lemma C.6.12, and the contradiction.
O

0 is expressive

Here we assume we take T instead of 0 as a primitive formula. Then 0 is not
expressible. For this, we remark that for any A without 0 and for n ¢ fn(A),
O A iff n[0]EA.

Lemma C.6.14 Let A be o formula without 0, and n & fn(A). Then
0=A iff n[O]EA

Proof: We reason by induction on A
e A=T, A=A N A, A=A, : straightforward.

e A =Wm.A;: We assume without loss of generality m # n. If 0=Wm. A;,
then OFA;. n[0]EA; by induction, so n[0]EWNn. A;.  Conversely, if
n[0]=Nm. A;, then n][0][EA1, so 0=.A; by induction, and then OEWn. A;.

e if A=A | As. Assume first that OF=A; | Az. Then 041 A A, hence
by induction n[0]=A;, and n[0]F=A4; | As. If 0 f=A4; | Az, then we may
assume by symmetry that 0 J=4;. Assume by absurd that n[0]=A; | As.
Then n[0]E.A; and OFAs. By induction OFA; and the contradiction.

e if 4 =mlA]. Then m # n by hypothesis, and both 0 =4 and n[0] EA.

e if A = m®A, m # n by hypothesis. If OFA, then 0FA;, and by
induction n[0]EA; and n[0]EA. Conversely, if n[0]E=A, then n[0]EA;,
and OFA; so 0FA by induction.

O

Lemma C.6.15 There is no formula A € SAL;: — {0} equivalent to 0.

Proof: By absurd, if A is such a formula an n ¢ fu(A), then by Lemma C.6.14,
n[0]=.A and the contradiction. O
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C.7 Separation logic and classical logic

In this section, we give a second illustration of our minimalisation method. We
consider the assertion language presented in [CYOO01], referred as Separation
Logic (SL). SL holds spatial connectives * and -+ similar to | and > in SAL, with
a light but significant difference for *: the composition requires a compatibility
condition hLlh' that is not always satisfied; in particular, it is not possible
to compose two copies of the same structure (h * h). As a consequence, the
expressiveness of  is quite restricted and essentially express the separation of
resources, which equality already expresses. For this reason, we can establish
the elimination of both * and - . We define a classical fragment CL and prove
it to be as expressive as SL.

C.7.1 Definitions

We assume a countable set Var of variables, ranged over with z,y, and a set Loc
of locations such that Loc C N. Expressions and assertions of SL are defined by
the following grammar: We write fv(P) for the set of variables occurring in P.

e u= z | nl | —
P = (z—e,e) | z=y |emp| L | P=>P
| P«xP | PP

Figure C.4: Separation logic (SL)

Assertions express properties of memory states, modelled as a pair consisting of
a store and a heap, as follows:

Val ' Loc U {nil}
Store %' Var — Val
Heap ' TLoc —pin Val
State ' Stack x Heap

where —¢;,, stands for a partial function with finite domain. We range over
stores with s, over heaps with h, and over states with o. We note o1 Loy for
s1 = s2 and dom(h;) N dom(h2) = @, and, when this holds, o; * o3 is the state
defined by keeping the same store and by setting hj % ha(2) = hi(x) or hao(z).
For a value v, we note vl=_e if either e = —, or v = e = nil, or e = = and
v = s{z). We then note (vi,v2)l=,(e1,e2) if vi1[=_e; and val=_ey. The condition
for a state ¢ to match an assertion P, written o = P, is inductively defined as:

ckE 1 never
ok (xr—e,eq) iff dom(h) = {s{x)} and
hs(z)l=, (€1, e2)

cEx=ue, iff s(z) = s(y)

o = emp iff dom(h) =0

cEP =P iff cEP; implies c=Py

ok P xPy iff there exist o1 and o3 such that

o =01 x092; o1EP, and oa=Ps
cEDP =P iff for all oq such that oLoq,
o1E=P; implies o x o1=Ps
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We may define as usual the connectives A,V, T,—, < in the obvious way.
We also introduce two monotonic! assertions (cf. Fig C.5). Any assertion of

monotonic assertion | encoding in SL semantic
(x — e1,e3) (x — e, ea)x T | s(x) € dom(h) and hs(z)=, (€1, €2)
size >n —emp * ... * —emp ffdom(h) > n
n_times

Figure C.5: Monotonic assertions from SL

this form, or of the form x = y will be said to be atomic. In the remainder, we
actually take these as primitive, which ensure the encoding of (x — ej,e2) and
emp assertions through boolean combinations?. We call classical logic (CL) the
fragment of SL defined by the grammar of Fig C.6. We will note w(P) for the

[P u= P=>P | L (x—oe,e) |[z=y | size >n.|

Figure C.6: Classical fragment (CL) of SL

maximal n such that size > n is a subassertion of P, and fv(P) for the set of
variables of P.
Our main result is the following:

Theorem C.7.1 CL is as expressive as SL, i.e. for all assertion P of SL, there
exists a classical assertion P’ of CL such that EP < P'.

At the same time, we also prove the following result: the monotonic (indeed
atomic) fragment is as separative as the whole language, that is if two states
satisfy the same monotonic assertions, then they satisfy the same assertions.

C.7.2 Proof of the translation

Our proof proceeds in the same way as for SAL: we define an intensional equiv-
alence and prove that it has the precompactness and characteristic formula
properties.

Let X be a finite set of variables, and w an integer. We say that two states
o and o' are intensionally equivalent for X,w, written ¢ ~x,, o', if for all
classical assertion P with fv(P) C X and w(P) < w, oP iff o/l=P.
Remarks:

1 This definition amounts to say that o and ¢’ satisfy the same atomic
classical assertions P with fv(P) C X and w(P) < w.

2 Let us write w(o) = fdom(h). Given three natural numbers a,b, w, we
write @ =, b if either a = b or a,b > w. Then for any o,0’ such that
oRx w0, w(o) =, wlo).

Lor intuitionistic, using the terminology of [Rey02], that is assertions P such that c=P

implies ¢’ =P for all ¢/ > 0.
20n the contrary, it is not possible to encode (x < e1,e2) and size > n from (x +— e1,e2)
and emp using only boolean combinations; this point is also discussed in conclusion.
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3 Equality assertions z = y only depend on the store. We note s =x s’ if
these stores satisfy the same equality assertions with variables in X. Then
for any 0,0’ such that o ~x,, 0/, s =x ¢

4 Let V be some set of values. We note v =y v’ if either v = ¢’ or {v,v'} N
V =0, and (v1,v2) =y (v},v4) if vy =v v| and vo =y vh. Then for any
8, h, ' such that (s,h) ~x 4 (8, 1)), dom(h) N s(X) = dom(h') N s(X) due
to assertions # — —, —, and for all [ € s(X)Ndom(h), h(l) =sx)uqmiy A’ (1)
due to assertions r — eq, eg.

Let say more about store equivalence. Consider a store sg and a state o = (s, h)
such that sg =x s. Then we may define a new state shift;,— () of store so and
heap h' defined such that

o dom(h) = so(s7(dom(h))NX) UB with B some arbitrary set of locations
such that fjdom(h) = tdom(h’) and B N so(X) = 0.

o for all I € dom(h'), if | = so(x) and hs(z) = (s(y), s(z)) for some z,y,z €
X, h'so(x) is set to be (so{y), so(2)), otherwise h(l) is arbitrarily defined
out of s(X).

This is easy to check that ¢ and shifts, () satisfy the same atomic asser-
tions with variables in X. Moreover, this transformation is compositional, in
the sense that shift, s (,.o)(=)shifts,—o( ) * shifts,—o("). This transformation
is not completely deterministic, but assuming that every choice of a “fresh”
value is made different at each time and at each call to shift— (), o L7 will imply
shifts,— o (L)shifts,— (). We actually have the following stronger result:

Lemma C.7.2 For all assertions P € SL with fv(P) C X, o=P iff shifts, -, (=) P.

The proof is straightforward by induction on the assertion P considering
previous remarks.

We now recall the equivalence relation defined by Yang in [Yan01] for the
decidability proof, and use it to derive the correction of ~x 4.

Définition C.7.3 (~s, x[Yan01]) Given a stack s, o natural number n and
a set X of variables, ~s, x is the relation between heaps such that h ~g., x b’

if
1 s(X)Nndom(h) = s(X)Ndom(h');
2 for all l € s(X)Ndom(h), h(l) =5x) M'(1);
9 B(dom(R) - s(X)) = H{dom(K) - 5(X)).
The first step of the correction proof is to factorize ~x 4, in ~g 5 x-

Lemma C.7.4 For any X, w,n such that n+4{X < w, for anyo,0’,s,h, k' such
that 0 = (s, h), 0 ~x . 0, and shifts—, (") = (s, 1"}, it holds that h ~g,, x h'.

Proof: By Lemma C.7.2, (s,h) =x. (s,h'). Then conditions 1 and 2 in
Definition C.7.3 holds by Remark 4, so the proof follows from the verification
of the condition 3 on the heap size.
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Let us assume first that f(dom(h)—s(X)) < n; then tdom(h) = k < n+$X <
w, 80 cEP =size > kA —size > k+ 1, and w(P) = k+ 1 < w. By definition
of mx ., o'EP, so fdom(h’) = k = fdom(h). Moreover, s(X) N dom(h) =
s(X) Nndom(k'), so finally #(dom(h) — s(X)) = #(dom(R’) — s(X)).

Let us assume now that #(dom(h)—s(X)) > n; and set k = min(fdom(h), w),
so that oksize > k, and by definition of ~x ., o'F=size > k. Moreover,
dom(h) > n+f§(dom(h)Ns(X)), and w > n+X > n+f(dom(h)Ns(X)), so fi-
nally k > n+t(dom(h)Ns(X)). This gives dom(h’) > k > n-+(dom(h')Ns(X))
since s(X) Ndom(h) = s(X) N dom(k'), i.e. §(dom(h’) — s(X)) > n.

fdom(h) > k > n + t(dom(h) N s(X)), where k = min(tdom(h),w). So
clesize > k, and by definition of ~x ,,, o’}=size > k, so that finally f§dom(h’) >
n + #(dom(h') N s(X)). ]

We now recall the correction result obtained by Yang and derive our correc-
tion from it. We first recall the notion of formula’s size used by Yang:

| (e—e,e2)| = 1 ler=e| = 0 | emp |
| P=Q| = max(|P|,|Q]) | L] = 0
|PxQ| = |P|+]|Q] |1 P=Q] = |Q]

Lemma C.7.5 Take s,h, b/, n, X with h ~;,, x h'. Then for all assertion P €
SL such that fv(P) C X and | P |< n, (s, h)EP iff (s, )=P.

The proof of this result is detailed in [Yan01].

Corollary C.7.6 (Correction) Tuke 0,0, w, X with o =x_, 0'. Then for all
assertion P € SL such that v(P) C X and | P | +{X <w, oEP iff o'EP.

Proof: By Lemma C.7.4, h ~, , x b’/ with 0 = (s, h), shift;—.(") = (s, '), and
n=w—4§X. Then o=P implies shift;—,(")EP by Lemma C.7.5, which implies
o'EP by Lemma C.7.2. a

We may now end the proof establishing the properties of precompactness
and characteristic formula for ~x .

We write ®x ,, for the set of atomic assertions P such that fv(P) C X
and w(P) < w. For X finite, ®x ,, is finite as well. This has two important
consequences:

Proposition C.7.7 (Precompactness) For all w and all finite X, =x , has
only finitely many classes.

Proof: A class is represented by a subset ® C ®x ,, of atomic assertions that
are the ones satisfied by any state of the class. So there are less than 20®x.w
distinct classes. O

Proposition C.7.8 (Characteristic formula) For all states o, for all X, w,

there is a classical assertion F,SX’w) such that

vo'. o' EFXY iff oy, ol

A P~ AN -P.

oE=P Pedx ., of=P,Pedy

Proof: Take
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We may now establish Theorem C.7.1 noticing that any assertion P of SL
is equivalent to the classical assertion:

\/ FéX,n) ,
Cce State/zxyw,dzp

where finiteness of this disjunction is ensured by Proposition C.7.7.



Appendix D

Elimination of Quantifiers
in spatial logics for
concurrency

This appendix presents the proofs of quantifiers elimination for some extensions
of the logic L, related to various calculi: CCS, m-calculus and the Mobile
Ambients. From this we establish several results, in particular the undecidability
of £, on all these calculi. This results have been discussed in chapters 8 and

We first recall all the useful definitions (section D.1), then we establish the

elimination of quantifiers (section D.2), namely the fact that Efncogs) may be
expressed (in a precise sense) by its fragment £$,,,. Then we establish the

impossibility of the elimination of the composition adjunct (section D.4), and
the undecidability of |= for these two logics (section D.5). We conclude saying
how these results may be extended to the w-calculus and Mobile Ambients calculi
(section D.6

D.1 Preliminaries

In this section, we introduce the process calculus and spatial logics considered
in this work. For the process calculus, we pick a fairly small fragment of CCS.

Définition D.1.1 Assume given an infinite set Act of actions, ranged over by
a, . Processes are defined by the grammar: P,Q,R == 0 | P|Q | a.P.

Actions are given in pairs of distinct {co)actions, characterized by the involution
co : Act—Act sending « into @, and such that @ = a. The relation of structural
congruence is defined as the least congruence = on processes such that P |0 =
PP|Q=Q]|P,and P|(Q|R)=(P| Q)| R. Structural congruence
represents identity of the spatial structure of processes. Dynamics of processes
is captured by labeled transitions.

Définition D.1.2 Given the set £ % {7IUAct of labels, the relation of labeled

207
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Pov EM -A if not PuEMA

Pov EM AAB if PvEMA and P,vEMB

Pv EM 0 if P=0

Pv EM A|B if 3Q,R. P=Q|R and Q,v=MA and R,vEMB
Pov EM ApxB if vQ e M, Q,v=EMA implies P | Q,vEMB

Pv EM 3Fz. A if JaeAct P,w{*/a}) EM A

Pv EM <©A if 3P'. P— P’ and P',vEMA

Po =M (A it 3P PP and PLuEMA

Po =M @A if 3P P P and PLoEMA

Figure D.1: Semantics of formulas

transition is defined by the rules

aP 5P PpLp=pPlo-LP|0Q
PSP.QLQ=P|QP|Q

Notice that — is closed under =, and that — corresponds to the usual relation
of reduction, noted —. We define the depth of a process P (maximal nesting
of actions in a process P) by letting ds(0) = 0, ds(«. P) = 1 +ds(P), and ds(P |
Q) = max(ds(P),ds(Q)). Let Mg denote the set of all processes whose depth

does not exceed K: My % {P|ds(P) < K}. Then M, et Uren My coincides

with the set of all processes. We also define the projection (by truncation)

5+ Moo—Mj, by induction on k by letting mo(P) = 0, mh41 (0) 2 0, m(P |

Q) = m(P) | m(Q), and w41 (0. P) = 0 mi(P).

Having defined the intended process model, we turn to logics. The logic we
consider includes the basic spatial operators found in all spatial logics namely:
the composition operator |, the void operator 0, and the composition adjunct
operator > (guarantee). To these connectives, we add the temporal operator <&
(next step), to capture the dynamic behavior of processes. These operators may
be considered the core connectives for spatial logics for concurrency. We then
consider the extension of the core with modalities for actions (¢f. Hennessy-
Milner logic), and quantifiers ranging over actions.

Définition D.1.3 Given an infinite set Var of variables, (x,y € Var) formulas
are given by:

AB == AAB | A|B | -A | ApB | 0 | ©A (L)
| @4 | @A | TFod (£l

We write £, for the set of formulas in the pure spatial fragment, and

spat
Egncogs) for the set of all formulas. Free variables of formulas are defined as

usual; we say a formula is closed if it has no free variables. Semantics is defined
in Fig. D.1 by a relation of satisfaction. Satisfaction is expressed by P,vEMA
where P is a process, M is a set of processes, A a formula, and v is a valuation
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for the free variables of A. A waluation is a mapping from a finite subset of Var to
Act. For any valuation v, we write v{*/a} for the valuation v’ such that v'{z) =
a, and v'(y) = v(y) if y # z. By § we denote the empty valuation. Notice that
this definition of satisfaction matches the usual one except for the presence of
the index M, which specifies the range of quantification for interpreting the
adjunct (see clause for 1>). This generalization is only a convenience for our
technical development; it is clear that =y corresponds to the standard non-
relativized relation of satisfaction. So, we abbreviate P,v [Ep, A by P,v E A,
moreover, when the formula A is closed we abbreviate P, =ar A by P =pr A.
By default, the set of processes M is M, so that we may abbreviate PE=.A for
PEMA. L

An action permutation is a bijection o : Act—Act such that o(@) = o(a).
We write (a < f3) for the action permutation that swaps a and 3. Satisfaction
verifies the fundamental property of equivariance, which in our present setting
is formulated as follows.

Définition D.1.4 Let =, be the binary relation on processes defined by P =, Q)
if and only if there is an action permutation o such that P = o(Q).

Proposition D.1.5 (Equivariance) Let P,v =5 A. For every action per-
mutation o, if P = o(Q) then Q,c(v) Eu A.

We frequently refer to equivalence =y, induced on processes induced by the logic
L (where L is either LS , or E(CCS)). The relation =p, is defined by setting

spat mod
P=1Q if for all closed formulas A, we have P,{) = A if and only if Q,0 = A.
Besides the basic stock of primitive connectives, we also use a few derived
ones: we list their definition and formal meaning in Fig. D.2. By w(A) we
denote the maximal level of nesting of composition | in the formula 4, and by
ds(A) the maximal nesting of dynamic modalities in the formula A, defined by
w(0) =0 ds(0)=0 =
w(A A B)_: w(A > B) = max (w(A), w(B)) ds(A > B) = max (ds(A), ds(B))
w(A | B = 1+ max (w(A), w(B)) o >
. - v ds(OA) = ds({z)A) =
w(CA) = w(=A) = w(3z. A) = oy
wl(a)A) = u((7)4) = v(A) T =d ]
ds(—.A) = ds(3x. . A) = ds(A)

It is easy to see that a formula A cannot inspect the part of the process that
lies deeper than the depth of .A. As a consequence, the restriction to M), of the
denotation of a formula of depth &k completely charaterizes its denotation, in
the precise sense of:

Proposition D.1.6 (Depth finiteness) For all formulas A € Eq(fois), for all
k > ds(A), for all processes P, and for all valuations v,

PovEM A if and only if 7p(P),vEMA if and only if 7i(P),v=EMA.

The following notation will be used. The process P; | ... | P, is abbreviated
by 11,—; ., P, and by P™ we denote the process [[,_; , P. In the same way,
we abbreviate the formula A; | ... | A, by [[,_; ,, A, and A" then denotes

Hi:l...n A
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T = 0v-0 €L = T

AVB  E ~(-AA-B) A—B £ -AVB

vr. A L -3r-4 AlIB € ~(=A|-B)

Aw» B Y ~Up-B) ATy

A7 j:i AT ) A" j:i (-4 L )
=y = (((2)0(m0)—0) =7 = ((#)0](y)0)—00)
PoEMT if always

PoEML if never

PoEMAV B if PvEMA or P,u=MB

PvEMA—B if P,vEMA implies P,vEMB

PoEMYz. A if Vo € Act. P, (v{®/a})EMA

PvEMA|B if VQ,R. P=Q | R implies Q,v=MA or R,vE=MB
PovEMA » B if Qe M. Q=MA and P | QE=MB

Pu=MAY if YQ,R. P=Q | R implies Q,v=MA

PooEMA® if 3Q,R. P=Q | Rand Q,v=MA

PuE=MA" if VQ e M. QuEMA
PooEMz =y if v(z) = M (assuming My C M)

PoEMz =7 if v(z) = v(y) (assuming My C M)
Figure D.2: Definition and semantics of derived operators.

D.2 Elimination of quantifiers and action modal-
ities

In this section we prove that, quite surprisingly, the logic Eq(fois), which contains
quantifiers and variables, can be embedded into the core logic Efpat, which does
not seem to contain related constructs, in the sense of the following main result:
Theorem D.2.1 For any closed formula A € Egncogs) and any natural number
K > ds(A), we can effectively construct a formula [A] € LS,,, such that for all
processes P:

P EA if and only if wr(P) E [A]

spat and Efogs) have the same
expressiveness in the usual sense, however, we should note that the denotation
of a formula A is completely characterized by its denotation on some subset of
the models My, in the sense of Proposition D.1.6. Hence, the denotation of [A]
completely characterizes the denotation of A; this close correspondence will be
enough to show the undecidability and separability of Efpat, and independence
of the composition adjunct.

The proof of Theorem D.2.1 requires considerable build up. In particular, we
need to define Efpat formulas to characterize processes of several quite specific
forms, to be used for various purposes in our encoding of A into [A]. This
exercise turns out to be quite interesting: by going through it we get a better

Notice that this result does not state that £
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&

understanding about what can be expressed in £,

obvious way.

in a sometimes not really

We want to reduce a satisfaction judgment P,vE=MgA, where A is any
£ees formula, into a satisfaction judgment for a formula [A] of £ ,, that

mod spa

neither contains quantifiers, nor action modalities (and thus no occurrznces of
variables whatsoever}. The key idea is to represent the valuation v appearing in
P,vE=Mg A by a certain process val(e, v, w)x, to be composed with the process
P being tested for satisfaction. With this trick, the introduction of the valuation
entry for z introduced in the valuation clause for dz. A can be mimicked by the
introduction of a process using »; action modalities are then interpreted by
detecting interactions between the process P being tested and the valuation
process val(e,v,w)g. More concretely, we encode the pair P,v by a process
of the form P | val(e,v,w)k, where val(e,v,w)k encodes the valuation, and
voe = v is a decomposition of the valuation v into certain maps e : Var — N and
v : N — Act, respectively called environment and naming, and w is a natural
number. The role of these data will be explained below. The encoding of
valuations makes use of the notion of row process. A row process row(n, a) is a
sequential process of the form o. «...«. 0, where the action « occurs precisely
n times (so that ds(row(n,a)) = n). This process is interesting since it can
be characterized logically, and we will use rows to represent bindings between
variables (represented by rows of different length) and actions o. Moreover, by
imposing a bound K on the depth of the process P one considers, we can easily
separate the valuation part from the process that represents the “real” model,
in the “soup” P | val{e,v,w)k.

We start by introducing formulas whose models are precisely the sequential
threads with a given number of actions, in the way we also define the derived
modality 7. A.

def def

1 =0 A (01]0) Thread(1)
2.4 1 A (Thread(1) » ¢A)  Thread(n + 1)

1A (1 » <0)

4f 2 Thread (n)
We have

Lemma D.2.2 For all processes P, and M such that M, C M

PEM1 iff Ja € Act. 3Q. P = . Q

PEM?. A iff Ja€eAct.3Q. P=a.Q and QFE A
PE=MThread(1) iff Ja € Act. P=0a.0

PEMThread(k) iff Jog € Act. ... Joyp € Act. P=oq.-- .. 0

We now give (for each k& > 0) a formula M, that characterizes the model My,
that is, such that we have P = My, if and only if P € M.

My def 0 M1 def (l—f?../\/lk)v

Using the © modality as an equality tester, we define a formula Equals(k) that is
satisfied by the processes which belong to M}, and are compositions of guarded
processes all with the same first action. We may then specify rows using appro-
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priate formulas

Equals(k) L My A (Thread(k+1) » ((Thread(k +1) | 1)—0T)")
RowCol(0) U

RowCol(n +1) % (Thread(n + 1) | Equals(1)) A ORowCol(n)

Row(n) def Thread(n) A (T » RowCol(n})

We now prove

Lemma D.2.3 For all k, and process P, we have:

P|= My Zﬁ P e My

P Equals(k) iff P € My and 3o € Act.3n > 0.
iP,....,P,. P =aP|...|aP,

PE  Row(k) iff Jo € Act. P =row(k,a)

We can now explain our encoding of a valuation v into a certain process. First,
we decompose v into two functions v and e such that v = voe. An environment
e is a partial injective function from variables to naturals. When the translation
process crosses a Jx construction, we want to allocate a fresh number to x of the
natural numbers; to do so, we note by e{"/n} the extension of e with  — n,
and | e | is the maximal value of e, that, is the number of variables already
allocated. A naming v is a function from [1,...,n] to Act. Notice that the
decomposition v = voe is not unique, but will be given by the order in which
existential quantified variables are introduced in their scopes. For any naming
v and environment e the process val(e, v, w)g is

val(e, v, w) g def [Tzt e row(K +i,v;)?

The parameter w specifies the number of rows of the appropriate length that
are needed to represent the environment entry for a variable z, and is related
to the number of occurrences of | in the source formulas. Since interpreting |
also splits the (encoding of the) valuation, we have to provide enough copies
(2, where w is related to w(A)). Note that we can always filter out any
undesirable interference of val(e, v, w)k with the parallel process P, since for
any labeled-transition reduct Q of val(e, v, w)k, @ is not an environment since
it does not have the right number of rows for each depth. Likewise, for any
namings v, v, V", we have val(e,v,w + 1) = val(e,,w)k | val(e, v, w)k if
and only if v = v/ = /. Using already defined properties, we set

Val(e,w)x = [Ti=1 o (Row(K + i)?" A Equals(K + i))
ProcVal(e,w)x = Mg | Val(e,w) i
Lemma D.2.4 For any process P, environment e and naturals K,w > 1

P E Valle,w)k if Fv. P = valle,v,w)i
P E ProcValle,w)xg iff 3IQ € Mg,Tv. P = Q|valle,v,w)k

The formula ProcVal(e, w) i specifies a pair process-valuation, where the process
belongs to Mg. Now we introduce formulas to match specific entries of the
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[AAB]e,y = ProcValle,w)x A[Ale,wy A [Blew)
[~ Ale,w) T ProcVal(e, w)x A [ Al e,w)
[0] (o.) T ProcVal(e, w)x A Val(e,w)x
[A]Blewy % Procval(e,w)ie A ([Aliew-1) | [Bliens-1))
[A > B]e,w) def ProcVal(e, w)rx A
([ AL,y > (ProcVal(e,w + 1)k —[Bl(e,wi1)))
[CAlewy % ProcVal(e,w)ie A O[A] (e
Br. Alew ¥ ProcVal(e,w)x A (EnvX(z, e, w)x » [Aler )

where ¢/ = e{*/ | e | +1}
[(2) Al (e,w) o ProcVal(e, w)x A
Test(e)x » ((TestMatchesX(z,e,w)x | T) A
O(UsedTest(e) x| [Alew)))

[@) Al e = ProcVal(e,w)x A <O(UsedXRow(z,e)rx | (XRow(z,e)x » [Al(ew)))

Figure D.3: Encoding of £ into £0

mod spat*

(encoding of the) valuation: selection of the action « associated to the variable
z is achieved by filtering the set of row processes of depth e(x).

XRow(z, )k def Row(K + e(z))
UsedXRow(z, €) def Row(K + e(z) — 1)

def

EnvX(z, e, w)k Equals(K+ | e|) A (XRow(z,e)x)?"

XRow(z, ¢) i allows us to select one of the rows that represents the environment
entry of the variable 2. UsedXRow(z, e)x checks that such a row has lost an
action prefix (after a reduction step takes place). EnvX(z,e,w)x matches all
the rows that encode the environment entry for the variable z. To encode the
modality {(x).A we need to check for the presence of the complementary of the
action v(x). To this end, we specify a row longer than any other (with Test(e)),
and then check (using <) that it may react with some row of depth e(z) (with
UsedTest(e)). Let then:

Test(e)y = Row(|e|+K+2)
UsedTest(e)x = Row(|e|+K+1)
TestMatchesX(z, e, w)x = (Test(e)x | EnvX(z,e,w)rg) A OT

We are now ready to present our encoding of formulas of EES,ES) into formulas
of LS .-
spat

Définition D.2.5 Let A € Egncogs) be a formula, e an environment mapping

the free variables of A, and w, K be integers such that w > w(A), and K > 0.
Then, the formula [Al(e.w) € L$yq: is inductively defined in Fig. D.3.

Theorem D.2.1 follows from Lemmas D.2.2, D.2.3, D.2.4, and the following
general result:
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Lemma D.2.6 (Correctness of the encoding) For all processes P, all for-

mulas A € EE&%S), all environments e declaring the free variables of A, all

integers w > w(A), and oll K > 0 we have:

P=Q | valle,v,w)k

P00 EMy [Ale,wy  if and only if  3Q € Mg, 3v. { Q,v 0 =M A

Proof: By induction on A.
e the cases of A = A, A Ay, ~ Ay, 0 are straightforward.

o A=A, | Ay. Assume first P,0EM.[A](e,w). By Lemma D.2.4, there
is Py € Mg and v such that P = Py | val(e, v, w)g. Moreover, there is
a splitting P, | val(e,v,w)x = P, | P, with P.,0E=M. . A.. By induction,
the P, contain each a val(e,v,w — 1)k. Due to the depth of the rows, Py
do not contribute to that, so P. = Py . | val(e,v,w—1)g with P, = Py, |
Py . By induction, P; ., voeE=Mk A, hence the result. Conversely, if P =
Py | val(e,v,w)x with P;,voeEMgA, there is Py ,, P such that P =
Pio| Pipyand P, voeEMgA., hence by induction Py (=M [Ac](e, w)
and P = (Py, |valle,w—1,) ) | (Pry | val(e,w —1,) =M [A] (e, w)

o A=A > Ay. Assume first P,0=M;,p4,[A](e, w). By Lemma D.2.4,
there is P € Mg and v such that P = P | val(e,v,w)g. To prove
that Pi,v o eEMgA; > As, we pick some @ € Mg such that Q,v o
eEMgA;. Then by induction @ | val(e, v, w)xEM[A1](e,w), and P |
Q | val(e, v, w) Kk EMin s+, ProcVal(e, w+1) i, so P | Q | val(e, v, w) k=Moo [A2] (e, w).
By induction, P | Q | val{e,v,w)}x = Ry | val(e,v',w)x with Ry, o
e=Mg As Due to the depth of the rows in val(e, v/, w)x, one has necessar-
ily v =1 and Ry = Py | @, hence the result. Assume now that P = P;,vo
eEMgAp > As. To prove that P,0EMy[A; > Az](e, w), we take Q €
M, such that Q=M. [A1](e, w). By induction, there is v’ such that @ =
Q1 | val(e, V', w)kx and Qq,v o e=MgA;. If v # v/, then val(e, v, w)k |
vale, V', w)g EMVal(e,w+1)k,s0 P | Q=M Val(e,w+1) gk —[A2] (e, w+
1). Otherwise, v = v/ and by hypothesis P, | Q1,7 0 e=Mg.As |, so by
induction P | QM [A2]{e,w + 1).

o A=A Assume first that P=Min gty [CA']. Then P = Py | val(e,v,w),
and there is R such that P — REMy[A'](e,w). By induction, R =
Ry | val(e,v/,w)k for some 1/ and Ry,v' o eEMgA’. 1If val(e,v,w) g
takes part to this reduction, it decreases the size of one row or two rows of
different depth. So the number of copies of the deeper one is not 2* any
more, and this process is not congruent to val(e,v,w)x. So P, — Ri
and the result. Assume now Py,v0eE=M xOA and let Ry be such that
Ry,,voeEMrgOA and P — R;. Then P; | val(e,v,w)x — R1 |
val(e, v, w)x, so PEM,[0A](e, w).

e A= 3z. A'. Assume first that P My [A]. Then there is an action
a such that row(K+ | e | +1,«) | P = val(e/,v,w)x | Py with P,vo
e'EMxA with ¢ = e,z — « by row depth. So P = val(e,v,w)x | P
and the result. The converse is as straightforward.

o A = (x)A’. Assume first that P =M., [.A]. Then there is an action a
such that row(K+ | e | +2,a) | row(K + e(x),v o e(z)) —. So a =
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v oe(z). Moreover, there is P’ such that P, | val(e,v,w)k | row(K+ |
e|+2,a) — P’ and P',v 0 eE=M.UsedTest(e) | [A'](e,w). So P’ has a
row of depth K+ | e | +1, which is only possible if the reduction involved
row(K+ | e | +2,a). It cannot involve val(e, v, w)x since P’ contains
it unchanged, so it necessarily involve Pj, that is P’ = row(K+ | e |

+1,0) | val(e, v, w)k | P with P, = P}, hence the result. Assume now

that there is P{ such that P voely) P/; then adding the process row(K+ |

e | +2,v 0e(x)) and performing the reduction we just described, we check
that P | val(v, e, w)r, EM.A.

o A= (7)A": Assume first that P =M. [A]. Then there is P’,a, 3 such
that P — P’ | row(83,n — 1) and P’ | row(a, n)EM . [A (e, w), with
n = e(z). Since P’ | row(«,n) holds an environment, it must be that a
row of size n was absent in P’, so that it necessarily contributed to the
reduction P — P’ | row(3,n — 1}. Hence in the reduction the number of
rows of size n decrease of one, the number of rows of size n — 1 increases
of 1, and other rows stay to 2% copies. To get an environment, the rows of
the same size must all have the same name, and we have at least two copies
at each size, so necessarily o = v(n) and row(3,n — 1) is the row that
was created by the reduction, that is # = o = v(n). Since the interaction
did not involve any other row from then environment, it actually involved

P;. So there is P| such that P; v P} and P’ = P/ | env/, where

textsfenv’ is the environment val(e, v, w)g from which a row of size n
has been picked out. Then P’ | row(o,n) = P | val(e,v,w)x so by
induction Pj,v o e=MygA’, that is Pi,v o e=Mg(Z)A. Assume now

that P1,v 0 eEMi(Z)A'. Then there is P{ such that P viele)) P/ and

P|,voeEMgA'. Then by induction P/ | val(e, v, w)xEM[A], that is
1 | val(e,v,w)g — Py | env’' | row(a,n — 1) where e(z) = n, o = v(n),
and env’ is val(e, v, w)x from which one row of size n has been removed.
So P | val(e, v, w) k=Moo [A].

O
We can thus present the proof of Theorem D.2.1. Proof: Let A be a for-
mula of Efgogs). Set [A] = [A](p,u) for some w greater than the maximal

nesting of | connectives in A. Then nx(P) = 7 (P) | val(0,d,w)k, so by
Lemma D.2.6, 7 (P), =M [A] if and only if 7k (P), DMk A, which is equiv-
alent to P, =M., A by Proposition D.1.6. O

D.3 Separability of £&

spat

As a first application of the main Theorem D.2.1, we define characteristic for-
mulas and characterize the separation power of the logic £ , (and thus of

spat
Efncogs)). We conclude that Efpat is able to describe processes quite precisely,
just abstracting away from the identity of the particular names used by pro-
cesses. We start by introducing a characteristic formula C(P) for any process

P. For any complementary pair of actions {a, @} occurring in P, we reserve a
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specific variable x,, collected in the set {z4,,...,Za, }.

x(0) £ 0 X(a. P) € 1A (2,)x(P)
X@P)E1AEHP)  x(P1Q) EX(P)|x(Q)

ef —_
C(P) € [B2a, ... Fa,. (\ Ta, # Ta; A Ta, # Tay) AX(P)]
i#]
where K = ds(P). Recall that abbreviations (z = y) and (z # y) are defined in
Fig.D.2, and notice that C(P) € LS ,, while x(P) € £lees),

spat? mod
Lemma D.3.1 Let P € Mg, let v be the valuation such that v(ty,) = B;, for
pairwise distinct actions B1,..., ., and let o be the action permutation that

sends «; into 8;. Then we have that Q,v Enr. X{(P) if and only Q = o(P).

Proof: Induction Hypothesis on P. We detail the case of P = «;. P'. If
Q,v Eny X(P) then Q,v [=ar, 1 and Q,v [=ar (@, )x(P’). This means that
Q = f;.Q and Q',v [=pr, X(P'), where b; = v(x4,). By inductive hypothesis,
Q' = o(FP'). Since o(a;) = B; we conclude @ = o(P). Conversely, assume
@ = o(P). This means that §; = o(a;) and Q = 5;.Q’ where Q' =o(P). By
inductive hypothesis, @, v =, X(P'). Then, we have Q—>Q’. Since Q,v = 1,
and v(z.,) = B; we conclude Q,v FEnr, (xa)x(P’) and then Q,v E=ar,e X(P).
[

Lemma D.3.2 For all processes Q and P, Q = C(P) if and only if Q =5 P.

Proof: Let K = ds(P) and assume Q,0 = C(P). Then Q € Mg and thus
7k (@) = Q. By Theorem D.2.1 we have Q,0 Epare 70y - - 3Ta, - X(P), so
there are pairwise distinct actions f3; such that v(z,) = 5; and Q, v Ear, x(P).
By Lemma D.3.1, we conclude that @ = o(P), where o(c;) = 3;. Conversely,
let Q = o(P) for some action permutation o; thus if P € Mg then also @ €
Mpg. Let v(a;) = B; whenever o(e;) = ;. By Lemma D.3.1, we conclude
Q,v Eny x(A). Since the actions B; are pairwise distinet, by Theorem D.2.1
we conclude @ |= C(P). O
We then conclude:

Theorem D.3.3 The following statements are equivalent:
(1) P=ymdQ  (2) P=7Q  (3) QUEC(P) (AP =, Q

Proof: (1) = (2) because LS, C £ees)

spat mod

(2) = (3) since C(P) € L,,; and
PEC(P), (3) = (4) by Lemma D.3.2, and (4)

= (1) by Proposition D.1.5. O

D.4 Expressiveness of Composition Adjunct

It is known that in static spatial logics, that is spatial logics without quanti-
fiers and dynamic operators, the adjunct connective is not independent of the
remaining connectives, and can in fact be eliminated, in the sense that for any
formula of such a logic we can find a logically equivalent adjunct-free formula
[Loz03]. It is not hard to see that adjunct cannot be dispensed with in LS.,
because without adjunct one is not allowed to distinguish threads of different
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lenght: if we pick A € Efpat — {>}, we can verify by an easy induction on A

that .0 = A if and only if a. 3.0 |E A, for all o, 8 € Act.

In this section, we prove that the adjunct elimination property does not hold
£(CCS)

mod

for the spatial logic . For this, we adapt a scheme suggested by Yang:

on the one hand, we define in Egncogs) a formula that says of a process that its

number of toplevel parallel components is even, on the other hand, we show that
parity cannot be characterized by adjunct-free formulas. We start by defining

a few formulas (where 0OA4 o —O-A):

Top(z) = (x)0
Fam L oy (1= 3az. Top(x))v AVz. Vy. (Top(z) | Top(y) | T) = = # y)

We can verify that P |= Fam if and only if P = «1.0 | ... | a.0 for some
pairwise distinct k& actions aq, ..., ax such that P 4. We call a process of such
a form a family. The width of such a family P is defined to be the number
w(P) = k of parallel threads in P. Now, we can define a formula Even2 that is
satisfied by processes that contain exactly an even number of distinct actions
at the sccond level.

Pair CF 1 A Fayz. (2)(Toply) | Top(2)) A (y # 2)

Below(z) % 1A3z (2)(2)T

Even2 %' (1= Pair)¥ AVz. Vy. (Below(z) | Below(y) | T) = z # )
Hence P = Even2 if and only if P = 1. ($1,1.0 | $12.0) | -+ | ak. (Bk1-0 |
Br.2.0) for some k actions ai,...,ak, and some pairwise distinct 2k actions
By 0k for @ = 1,2, Now, if we compose a process P satisfying Fam in

parallel with a process @ satisfying Even2, we can check (in P | @) that the
actions that occur in the toplevel of P are exactly the same that appear in the
second level of @ using the formula Same:

Same & vz. (Top(z)? < Below(x)?)

Hence we have the following result

Lemma D.4.1 There is o closed formula Even &€ Egncogs) such that for any
process P, we have that P |= Even if and only if P is a family and w(P) is
even.

Proof: Let Even ' Fam A (Even2 » Same). m

A key observation is that the formula Even contains an essential use of the
composition adjunct operator. In fact, although the properties denoted by the
formulas Even2 and Fam can be expressed by appropriate adjunct-free formulas

of Efpat, the same situation does not hold for the parity property expressed
by Even. In the remainder of this section, we prove that there is no formula
of 57(5025) — {>} able to express the same property. The argument consists in

showing that any family P considered in Egncogs) —{r>} admits a saturation level

from which it is always possible to add an extra parallel component to it while
preserving satisfaction. We first define sn (the sticks number of the formula A)
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to be the natural number defined by induction on A as follows:

def def

sn = sn sn = max(sh,snh)
def def

sn = 1 sn = sn+sn
def def

sn = 0 sn = sn
def def

sn = sn+1 sn = sn

Given a family P and a valuation v, we write P\v for the subfamily of P of the
actions « that do not appear in the codomain of the valuation v. More precisely,

we define P\v def [[{a.0 : P=c.0]|Q and a,a ¢ codom(v)}. We then have:

Lemma D.4.2 Let P be o family, let v be a valuation v : Var =4, Act, and
let & € Act be an action such that o, @ € codom(v) and (P | a.0) is a family.

Then, for any t>-free formula A € £9C9) such that w(P\v) > sn we have

mod
Povl=A if and only if P | 0.0, v = A.
Proof: By induction on A;
e A=A ANAy, A=-A;: straightforward.
e A =0 then w(P) > 1 so both P and P | a do not satisfy A

o A=A | Ay. We assume first that P,vE=A. Then there is Pj, P, such
that P = P, | P, and P;E=A;. Then

w(P\v) = w(P1\v) + w(P\v) >sn =sn+sn

so there is some e € {1,2} such that w(P.\v) > sn. By induction then
P. | « E A, so that P | a E A. We assume now that P | o | A.
Then there is Q1,Q2 such that P | o« = @ | Q2 and Q;FA;. Since
a & codom(v), w(P | a\v) = w(P\v) + 1, so

w(P | a\v) = w(Q1\v) + w(Q2\v) > sn =sn +sn

and there is some e € {1,2} such that w(Q.\v) > sn. We pick some
o € Q. with o’ & codom(v}, which is possible since w(Q.\v) > 1. We note
P, the family such that Q.(a < o) = P. | . Then w(P.\v) = w(FP. |
a\v)—1 = w(Q\(v(e = a)))—1 = w(Q.\v)—1, hence w(P.\v) > sn. By
equivariance, we get from Q.,vE=A, that P. | o, vEA., and by induction
P.,vEA.. Thenwewrite P | a = Q1(a— o) | Qa(a = ') =P, || Pz,
which gives that P,vEA.

o A=CA;. Then both P and P | « do not satisfy A as deadlock processes.

o A =3x. A;. We assume first that P,v=A. Then there is 3 such that for
v =w,z— B, PuEA;. We may assume that 5 € {«, @}, otherwise we
pick some fresh action [, and consider instead v/ = z — 3’ for which we
also have P, v'[=A; by equivariance. We have w(P | a\v') = w(P\v')+1 >
w(P\v), so w(P | a\v') > sn, and by induction P | a,v'=A;, that is
P | a,vEA. We assume now that P | a,v=A. Then there is § such that
for v/ = v,z — 8, P| a,v'EA;. If 8 € {o, @}, we may pick some other
g’ occurring in P, and by equivariance P | o, v""=A; for " = v,z — 3.
So we may assume 3 & {a, @}, and then w(P\v') > w(P\v) — 1 > sn, so
by induction P,v'[E=A;, that is P, vE=A.
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e A= (x)A;. Assume first that P,v=A. Then there is P’ such that P vle)

P’ and P',vEA;. w(P\v)=w(P\v) > sn, so by induction P’ | o, v=A44,
that is P | a, vl=A. Assume now that P | o, vE=A. Then there is P such
that P | « o) P, with P, vE=A;. Since o & codom(v), P, = P’ | a with

P p w(P\v) = w(P\v) > sn, so by induction P',v=.A4;, that is
P uE=A.

e A= (). A; proceeds in the same way.
[

Theorem D.4.3 There is no closed formula A € EEEES

characterizes the set of all families P with w(P) even.

) - {>} that exactly

Proof: By contradiction: if A was a such formula, then we may take a family
P and an extended family P | o with w(P) > sn. Then by previous lemma,
P, ) = Aif and only if P| a,0 = A, which is a contradiction. a
We thus conclude that in the logic 57(5025) the composition adjunct operator
is independent of the remaining operators, in particular there are properties
expressible with the composition adjunct that cannot be expressed with action
modalities and quantifiers.

D.5 Undecidability

In this section, we show that the validity-, satisfiability- and model-checking
problems for the logic £2 , (and hence for E(Ccs)) are all undecidable. These

spat mod

@ into £2,,, (Theorem D.2.1),
and of the fact that first-order logic can then be easily encoded into EE&%S)
(along the lines of [CTZ™]). The language of first-order logic (FOL) and its

semantics is defined as usual:

results are a consequence of our embedding of £

AB = AAB | -A | Jz. A | p(z,y)

Formulas of FOL are built from a set Vars of individual variables (z, y), and
without loss of generality we consider a single binary predicate symbol p. A
model for FOL is a pair (D, I) where D is a set of individuals (the domain of
the model), and I is a binary relation I C D x D. For our purposes it is enough
to focus on finite models. Satisfaction of a FOL formula by a model is defined
using a valuation v that assigns each individual variable an element of D as
follows:

(D,I) &, AAB if (D,I)E,Aand (D,I)E=B
(D, I) E, -A if not (D, I)E, A

(D.]) E, F.A i 3deD.(D,DE,pyA
(D, 1) E, plzy) i (v(@)uly) el

We now show how to encode any FOL satisfaction judgment (D,I) =, A
into a £°%%) satisfaction judgment MI(D, D], V[v] = FIA], by means of

mod

appropriate translations M[—], V[—] and F[—]. We pick natural numbers K, E
such that K > E > 2. To encode a model (D, I) into a process M[(D, I)], we
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start by assigning each element d € D a distinct action A(d) € Act, and define

Eld] def row(FE, A(d)). The domain D = {di,...,dn} is represented by the

process D[D] def Eldi] | ... | €]dx]. For the interpretation I, we represent

each pair (d,e) € I by the process T[(d,e)] def A(d). A(e).0. We then let

I = Tigeer TI(d,€)] and finally set M[(D, )] € D[D] | Z[I]. Notice

that, by construction, we always have M[(D,I)] € Mg. Processes encoding

our FOL models can be characterized by a formula Model of LS, as follows:
D(z) = Row(E)A(z)T Diff = Vo vy ()T | @)T) =z #£y)
Domain %' Diff A (1= 32.D(z))" Cmp ¥ va.vy(((2)()0)? = (D(z)” AD(y)?))
Interp (1= Thread(2))V Model %= AMxA | (Domain | Interp) A Cmp |

Lemma D.5.1 P }= Model iff there is a finite FOL model (D, I) and M[(D,I)] =
P.

Proof: (if) As already remarked, we have P = M[(D,I}] € Mg, hence P =
M. We can also check that P |=ps, (Domain | Interp) ACmp), because D[D] =
Domain and Z[I] [= Interp. Since P € Mg, by Theorem D.2.1(if) we conclude
that P = Model. (only if) If P = Model we conclude that P € Mg and
P | (Domain | Interp) A Cmp |. By Theorem D.2.1(only if), we have P py,
(Domain | Interp) A Cmp.

This means that P = Pp | P; where Pp |= Domain and P; = Interp. In
turn, we conclude that Pp = row(F,aq) | - -+ | row(E, o), where the actions
a; are pairwise distinct. We can then construct a finite FOL model (D, I) from
Pp and Py, by letting D = {a1,...,ar}, and I(p) = {(d,e) : AR, o, 5. P; =
a. (A(d).0 | Ale). A(e).0 | row(Code(p),3)) | R}, for all p € Preds. Since

P = Cmp we indeed have I(p) C D x D. O
(ccs)

o 8s follows

Then, formulas of FOL are encoded into formulas of £

Fl-A] ¥ -r4) FBz. Al Y 3z (D) A A)
FIAAB] < FIAAFIBl  Flozy)] € (1A ) )0)°

Finally, for valuations we set V[v](z) = A(v(z)). We can prove

Lemma D.5.2 Let v = {x1 — dy,...,xr — di} be a valuation for A. Then
we have (D, I) |=, A if and only if M[(D, D], V[v] Ear. FIA].

Proof: By an easy induction on the structure of formulas. We detail the case
of A = p(z,y). If (D, ) k= p(z,y) then (u(),v(y)) € I(p), and thus

I[I] = a. (row(Code(p), B) | A(v(x)). 0 | A(v(y)). A(v(y))-0) | R
for some a, 8 and R. Hence we have
MI(D, DI VIvl Eare (32 (=) (Row(Code(p)) | (2)0 | (y){y)0))”
Conversely, if M[(D, )], V[v] Eu Flp(z,y)], we conclude that
M(D, )] = . (row(Code(p),8) | 5.0 | v.74.0) | R
for some R and o, 3,7, 8 such that v(z) = 8 and v(y) = v. We conclude that
I[1] = a. (row(Code(p),8) | 5.0 | v.~.0) | R’
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, and so there are d,e € D such that A(d) = 8 and A(e) = v and (d,e) € I(p),
by construction of Z[I]. Hence (D, I} |=, p{x,y). O

Proposition D.5.3 Let A be a closed formula of FOL. Then the formula A is
satisfiable if and only if the £$,,, formula ModelA | F[A] | is satisfiable.

Proof: Assume that the formula A4 is satisfiable. Then there is a FOL model
(D, I) such that (D,I) = A. By Lemma D.5.2, we have that M[(D, )] Er,
F[A]. By Theorem D.2.1, we conclude M[(D, I)] | F[A] |, for M[(D,I)] €
M. Since M[(D,I)] E Model by Lemma D.5.1, we conclude that ModelA |
F[A] | is satisfiable. Conversely, if ModelA | F[A] | is satisfiable, then there
is a process P such that P | Model (and thus P € Mg) and P | F[A] |.
By Theorem D.2.1, we have that P,0 =, F[A], and by Lemma D.5.1 we
conclude that there is a finite model (D, ) such that P = M[(D,I)]. Hence
MI(D, D] =myx FIA], so by Lemma D.5.2 we conclude (D,I) = A. O

As a corollary of Proposition D.5.3, we conclude

Theorem D.5.4 The problems of validity-checking, satisfiability-checking, and

model-checking of Efpat formulas are all undecidable.

Proof: Follows from Proposition D.5.3 and Trakhtenbrot’s Theorem [Tra50].
|

D.6 Extension to the m-Calculus and Ambients

In this section, we briefly discuss how our results extend to richer models,
namely the m-calculus and the ambient calculus. We may pick any of these
calculi as models for the core logic Efpat, which is a fragment of both the am-
bient logic of [CGO0] and the 7-calculus logic of [CCO1]. We discuss first the
case of the ambient calculus without name restriction, and just with the open
capability. In this case, we can show that Efpat can also encode, for processes
of bounded depth, its extension with the quantifier Jz. 4, and modalities of
the form (open z)..4 and z[A]. However, as we might expect, the symmetry
between input and output (Theorem D.3.3(4)) does not carry over to ambients:
for instance, the formula 1 A <©T may be satisfied by the ambient n[P], but
not by the guarded ambient open n. P. For the m-calculus, we may consider the
extension of LS, ,, with the quantifier 3z. A and the modalities (x).A and (T)A,
able to observe just the subjects of m-calculus actions. In this case, we may also
prove that this extension can be encoded in Efpat for bounded depth processes,
as we did for the other cases. From these results, we conclude

Theorem D.6.1 The model-checking and validity problems for the w-calculus
and the ambient calculus against Efpat are both undecidable.

We only sketch our proof, since it is obtained by adapting to the ambient
calculus and to the m-calculus the constructions and reasoning shown in detail

for the fragment of CCS considered in the paper.
It should be clear that the basic ingredients of our encoding of 57(5025) in
LS,.; (Theorem D.2.1), in turn used to prove independence of adjunct (Theo-

rem D.4.3), and then and undecidability (Theorem D.5.4), are the definitions for
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the formulas Thread(k), Row(k) and My, characterizing respectively threads,
rows, and the submodels M.

Thus we just detail how to provide counterparts to these formulas, by taking
in consideration each of the models now under consideration. It turns out that
for ambients this is quite easy, while for the case of the m-calculus, because of
name restriction and passing, it is slightly more involved.

Mobile Ambients

For simplicity, we consider the fragment of the Ambient calculus defined by the
following grammar:

P,Q == openn.P|n[P||P|Q]|O

where a,n,m,p ranges over the set of names A. We assume given the reduction
relation P — P’ as defined in [CG98]. We also define the depth ds(P) of a
process P, and the set of models A}, as expected. We also consider the extension

A
Enlz\id) f‘Cspat.
AB ==  AANB | AIB | -A | AxB | 0 | ©A (Lat)
| (openaz)A | «[A] | Fz.A ey

Semantics for E%(’?) specific connectives is defined as expected, relative to a
valuation v : Var — A. We then have

PoEM3z. A if  IneA Po{"/n}EMA
PovEMz|A| if 3Q. P=v(2)[Q] and Q,vEMA

Po=Mopenz)A i 3Q. PPN Q and Q,v=MA

openn def
—

where P Q = dP.P =openn.R | R and Q = R | R'. We now
show how to mimick the encoding of Section D.2 for the case of ambients: we
encode the valuation together with process P to be model-checked by defining
“rows processes” that exceed P in depth. Then using such rows we make the
model-checked process interact, so that we may encode the modalities z[A] and
(open z).A. We then define rows and threads as processes of the form:

threadopen(a, n) def open ai.openas . ..open ay. [0]

rowopen(a, n) def open a.opena...opena.[0]

n times

The formulas shown in Fig. D.4 show how we may characterise these processes

logically. The embedding of Efnif into Efpat then follows the one in Section D.2,

small differences only appear in encoding of modalities. We set,

[F2. Al (e.w) L ProcVal(e, w)x A ((RowOpen(] € | +1))2w > [Alr w)
where ¢/ = e{*/ | e| +1}
[{open ). A] (e, w) T ProcVal(e, w)x A
RowOpen(K + e(z)) | (TestRow(K + e(z)) » O Al (e u)
[ Al (e T ProcVal(e, w)x A (Val(e,w)k | 1)

A < (RowOpen(K + e(z) — 1) | (RowOpen(K + e(z)) » [Al(e,w)))
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Formula Encoding Interpretation
atom 1 » 100 da. P =opena or P = al0]
testamb 1 A Oatom Ja,b P = afopenb | b[0]]
lopen atom Atestamb » OO0 da. P =opena
lamb atom A lopen » <0 Jda. P = a[0]
ThrOpen(1) lamb » <0 Ja. P = threadopen(a, 1)
ThrOpen(k + 1) 1 A lamb » <ThrOpen(k) Ja. P = threadopen(a, k + 1)
Mo 0 Pc M
M (1 = atom » OMk)V Pe ]Vgﬁq
EqOp (lopen > OL) A (lamb » daq,P.
(lamb |1 = OT)” P = opena.P,|...|opena. P,
RowOpen(1) lopen Ja. P = rowopen(a, 1)
RowOpen(k + 1) (lamb | lopen) » ((1amb | EqOp)
A & ((RowOpen(k) | lopen) A Equ)) 3a. P = rowopen(a, k + 1)

Figure D.4:

where TestRow(n) is the formula

TestRow(n) def

which characterises processes of the form testproc{a,n)

1 A (lamb| lopen ACT) » <(lamb | RowOpen(n) A ©T)

alrowopen(a, n)|.
We may check that testproc(a,n) satisfy this formula for introducing a[0] |
opena in parallel. Reciproquely, if P satisfies TestRow(n), then P starts with
an ambient or an open, and there is a process a[0] | opena such that P | a[0] |
open a — rowopen(b,n) | b[0]. So open a. 0 disapeared in the reduction (n > 2),
and it cannot have interacted with a[0] otherwise this would have given P, which
is not composed. So P = a|P’], and the reduction is P | a]0] | opena — P’ |
a[0], which is to say that P = TestRow(n).
We again prove the correctness of the embedding by induction on A. Differ-
ences with the proof of Lemma D.2.6 happen only for the modality cases:

e A= (openx) A’ Assume first that P[=[A]c . Then P = Q | val(e, v, w)g,

and if Val’ is such that val(e, v, w)x = Val’ | rowopen(v(K + e(x)),), then
there is some name a such that Q | Val’' | testproc(a, K + e(z)) — P’
and P'E[A']ew. By induction, P'E=ProcVal(e,w)k, so the testproc must
have been alterated by the reduction. Moreover, the other partner for
the reduction cannot be in Val’ since it would consume a row copy which
would be visible at end. So this must be the process, that is the reduction
is Q| Val’ | testproc(b, K + e(z)) — Q' | Val’ | rowopen(a, K + e(x)) with
Q ' @', Since Val’ | rowopen(a,=)val(e,v’, w)g, this must be that
v =1 and a = v(e(x)), and the result by induction. Reciproquely, if
P,voel=MgA, then there is P’ such that P 2= P/ with o = voe(x) and
P'.voeEA". Then P | Val'| Testproc(a, K + e(x)) — P’ | val(e, v, w)k,
and P’ | val(e, v, w)x E[A]ew by induction, so that finaly PE[A]e,w-

e A= z[A]: Assume first that PE[A]e. Then P = Q | val(e, v, w) i with
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Q single, there is a, b, P’ such that P — P’ | rowopen(a, K +e(z)—1), and
P’ | rowopen(b, K +e(x))E=[A’]c.w- By induction, P’ | rowopen(b, K +¢(z))
contains a process val(e, V', w)k, and again the only way to have this is to
have v = v/ and b = v(K + e(x)). This says that a row of depth K + e(x)
was consumed by the reduction but not any other, so that @ = a[Q'], P’ =
Q' | Val' with val(e, v, w)x = Val’ | rowopen(a, K+e(x)+1), a = b= v(z),
and the result. Reciproquely, if P, voe=Mxg A, then there is a, P’ such that
P =a[P'], P,voeEMiA', and voe(z) = a. So P | val(e,v,w)g — P’ |
Val’ | rowopen(a, K+¢e(z)—1), and P’ | Val' | rowopen(a, K+e(z))E[A ]e.w
by induction, that is P | val(e, v, w)x E[A]e.w-

The m-calculus

We consider the choice-free finite synchronous m-calculus, given by:
P u= n(m).P|a(m).P|(wn)P|P|P|O

where n,m,p ranges over the set of names A, and we assume defined in the
standard way the relation P — P’ of reduction, and the relation of P —— P’ of
labeled transitio_n(, ver the set of labels 7, n(m), and fi(m), where we assume
m

that the case P~ P’ where m ¢ fn(P) corresponds to a bound output. We
then consider the logics £, and Efncogs) exactly as defined in Section C.1, but
where we now consider quantifiers and modalities to range over commitments
n,n € Com, where n € A. Semantics for Egncogs) specific connectives over the
m-calculus is defined as expected, relative to a valuation v : Var — Com. We
have

Pov EM Fz.A if JaeCom. P,(v{*/a}) EM A
Po =M (@) A if 3P necA PO Pland PoMA

Po =M (@A if 3P ncA P O P and PoEMA

To embed Efncogs) into £, in the case of 7, we use a slightly different (when
compared with the one developed in Section D.2) notion of row, but completely
equivalent for our purposes, and that makes use of the particulars of the -
calculus model. So, instead of letting a row of size k be a sequential thread on
the same action «, in this case we consider a row of size k holding the action «

to be a m-process P such that the following hold:
e For all n, 3, we have P i>P0 — Py — -+ — P, — @Q if and only if

—-—n=kpB=a @ =0,and

— For all ¢ € {0,...,k}, there are no ¢ # 7 and R such that P; N R,
and

— PE1l and foralli € {0,...,k} we have P; E= 1.

Processes P satisfying this specification are said to be rows of size k on a. Such
processes exist in the m-calculus because of the possibility of synchronizations
on restricted channels, e.g.,

row(p,2) = p(z). (vn)(7. 0 | n(z). (vm)(m. 0 | m(y).0))
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Of course, many other implementations exist, for example we could also have
def _ _
row(p,2) = p(z). (vn)(n(n). 0 [ n(z). (2.0 ] 2(y).0))

It seems quite difficult to characterize all these processes “intensionally”, but

we can do it logically as follows (let OA4 o —O-A):

piAct 1 00

piRow(k) def 1AOLA (piAct » OpiThread(k))
Grow L 0101 -0

piNoExternal def ((1AO0OL) > =OGrow)
piThread(0) L)

def

piThread(n + 1) 1 A (OT) A piNoExternal A OpiThread(n)

We can then show that P |= piRow(k) if and only if P is a row of size k on some
action . We also have that Py = piThread(k) whenever

e For all n, we have Py — P, — --- — P, — @ if and only if

-n=k Q=0, and
— Foralli € {0,...,k}, P, =1 and there are no £ # 7 and R such that
P -5 R

The constructions above gives us suitable notions of row and thread of depth k.
Notice that unlike for the rows defined in Section D.2, the name associated to a
row is just the first action (the other transitions of a row are always reductions).
This is not a problem, because only the first action of a row is actually used in
testing for the value of the variable it represents in the encoding of valuations.

From these ingredients, we can then develop a counterpart of Theorem D.2.1;
given the previous definitions specific for the w-calculus model, the encoding of
Efncogs) into £, is the same as the one in Fig D.3. We can then obtain results
identical to those presented in Section D.4 and D.5.



