TENTAMEN 1

Systemidentifiering 4p
F4Sy & STS4

Tid: Fredag 19 mars 2004, kI 15.00-20.00.
Plats: Polacksbacken.

Ansvarig ldrare: Erik Larsson, tel 018-4713153. Erik kommer och svarar
pa fragor ungefir kl 16.00 och kl 18.00.

Tillditna hjilpmedel: Alla hjilpmedel (undantaget datorer) #r tillatna.
Preliminira betygsgrinser: 3:(23, 33[, 4:[33, 43], 5:[43, 50 = maxpoéng]
Uppgift 7 &r istéllet for inlimningsuppgifterna. Om du véljer att gora
uppgift 7 kommer det bista resultatet (inldimningsuppgifterna eller uppgift
7) att riknas.

OBS: Endast en uppgift per ark. Skriv namn pa varje ark.

Losningarna ska vara tydliga och vil motiverade (om inget annat anges).

OBS: Pa sista sidan av tentamen finns ett forséttsblad, som ska fyllas i och
lamnas in tillsammans med dina l6sningar.

LYCKA TILL



Uppgift 1 Betrakta systemet
z(t) = Ag + w(t), t=1,...,N

ddr Ay dr en okdnd konstant och w(t) &r vitt brus med medelvirde noll
(Ew(t) = 0) och varians 62 (E w?(t) = 02). Notera att variansen beror av t.

(a) Lat oss ansétta en modell enligt
2(t) = A +e(t)

dér e(t) beskriver ekvationsfelet. Bestim minstakvadratskattningen Apg av

A. Bestdm &ven skattningens varians, dvs ta fram ett uttryck for var(Ars) =
E(ALs — E Apg)2. (3p)

(b) Ta fram BLUE (best linear unbiased estimate) Agyyp av Ay fran sys-
temet ovan. Bestdm dven skattningens varians, dvs bestam var(Agryg).(3p)

(c) Betrakta de tre fallen:

(1) Variansen o? av w(t) uppfyller o7 = 1.

(2) Variansen o} av w(t) uppfyller o7 = t. (Notera att > .o, 1/t — c0.)

(3) Variansen o? av w(t) uppfyller o7 = 2.

Bestdm huruvida skattningarna A 15 och A srLuE ar konsistenta for de tre
fallen (1), (2) och (3). (4p)

Uppgift 2
(a) Hérled en rekursiv metod i N for att beréikna foljande kovariansskattning:

| Nk
—Zy y(t+ k)
N3

Notera att Ry_1(k) naturligtvis skall inga i svaret. (3p)

(b) Skattningen av medelvirdet for en signal y(t) baserat pa de N sista
méitvirdena ges av

m<t>=Nif S u(s)

Hérled en rekursiv skattning av 7(t) baserat pa ovanstaende skattning. Naturligtvis
skall (¢ — 1) inga i svaret. (2p)



Uppgift 3 Systemet

y(t) = Go(a™"u(t) +e(?)

dir Go(q™') = 1 + ¢! och dér e(t) &r vitt brus med medelvirde noll och
varians o2, identifieras med en FIR modell av ordning ett:

y(t) =G(g ', 0)u(t), G(g',0) =bo+big™"

ult) = {0, +<0

1, t>0

Ett stegsvarsexperiment

anvinds for att samla in data: u(t) och y(t), t = 1,..., N. Minstakvadrat-
metoden anviinds for att skatta parametervektorn @ = [by by |7.

(a) Visa att variansen for skattningarna by och by inte gar mot noll di N —

00. (3p)
(b) Visa att skattningen av systemets statiska forstirkning G(1,0) har en
varians som gar mot noll da N — oo. (3p)
(c) Forklara, i ord, paradoxen i uppgift (a) och (b). (1p)

Uppgift 4 Ange for vart och ett av foljande pastaenden ifall det ar sant
eller falskt.

(a) En konsistent skattning &r alltid véntevirdesriktig.

(b) Antag att man har lyckats skatta en konsistent modell av ett aterkopplat
system (insignalen beror kausalt av utsignalen). Da géller att r.,(7) ~ 0 Vr,
dér re,(7) dr korskorrelationen mellan modellens residual €(¢) och insignalen
u(t).

(c) Signalen u(t) = sin(5t) &r p.e. (persistently exciting) av ordning tva.
(d) Korrelationsanalys (Avsnitt 3.4 i boken) kan bara anvindas da insignalen
viljs som vitt brus.

(e) Losningen till minstakvadratproblemet @ = argming 3, (y(t) — ” (1)0)?
har alltid en unik 16sning.

(f) Akaikes informationskriterium (AIC) ger €j en konsistent skattning av
modellordningen.

Varje ritt svar ger +1 poing och varje felaktigt svar ger -1 poéng (och
uteldmnat svar ger noll poédng). Totalt ger dock uppgiften minst 0 poéng.
Ingen motivering behévs — enbart svaren ’sant’ och ’falskt’ kommer att
beaktas. (6p)



Uppgift 5 Ett system beskrivs av
y(t) = 0.7u(t — 1) + 0.3u(t — 2) + v(t), t=1,...,N

déir v(t) dr vitt brus med medelviirde noll och varians A\?. Man anpassar
modellen

y(t) = bu(t — k) +&(t)

med minstakvadratmetoden (dvs b skattas). Insignalen u(t) dr en stationir
process med medelvirde noll och kovariansfunktion

R,(0)=1, R,(1)=0.5, R,(r)=0,|r|>1

Vilket virde kommer skattningen av b att konvergera mot nér antalet matpunkter
N gar mot odndligheten? Undersok fallen £ = 1, £ = 2, k = 3 och k > 3.
Antag att u(t) och v(¢) dr okorrelerade samt att processerna &r ergodiska,
dvs tidsmedelvirden 6vergar i vintevarden. Tex giller

%EEMQMW—M—+EM®Mt—M:}Q%L N >

(6p)
Uppgift 6 Betrakta foljande system
y(t) +ay(t —1) =b(t)u(t — 1) +e(t), t=1,...,300

dédr u(t) och e(t) dr oberoende vita brus med medelvirde noll. Stérningen
e(t) har en liten varians Fe?(t) = 0.1. Parametern ¢ = —0.7 #r konstant
medan b(t) varierar enligt en fyrkantvag. For att identifiera systemet ansétts
foljande modell

y(t) =" ()8 +(1)
diar ¢(t) = [—y(t — 1) u(t — 1)]*. Parametervektorn @ = [a b]" skattas

rekursivt i tiden.
(a) Foljande fyra metoder anvénds for att identifiera systemet ovan:
(1) En rekursiv minstakvadratmetod med glomskefaktor A = 0.93.

(2) Parametervariationen modelleras som en slumpvandring (random walk)
och Kalman filtret anvinds for att skatta parametrarna:

0(t) =0(t—1)+v(t)
y(t) = " (1)8(t)
dér kovariansmatrisen fér v(t) viljs som

0 0
R, = [0 0.01}



(3) Samma metod som foregaende fast kovariansmatrisen fér v(t) véljs som

00
7=l

(4) En rekursiv minstakvadratmetod med glomskefaktor A = 1.

Resultaten fran de fyra metoderna aterfinns i figurerna (a)-(d) nedan. En
streckad linje motsvarar ett sant parametervirde medan en heldragen linje
ar en skattning. Para ihop rétt metod med rétt resultat (rétt figur). Motivera

noggrant! (4p)
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(b) Betrakta Figur (c). Forklara beteendet (det abrupta hoppet) for skat-
tningen av @ vid tiden ¢ ~ 160. Varfér uppvisar inte de 6vriga figurerna (de
ovriga metoderna) detta beteende? (2p)



Uppgift 7 Denna uppgift dr istdllet for inldmningsuppgifterna.
Foljande system &r givet:
z(t) = a + n(t), t=1,...,N

dédr n(t) dr Gaussiskt fordelat vitt brus, n(t) ~ N(0,a) och a &r en okénd
konstant. Notera att a dels &r medelvirdet av z(t) dels dr variansen av n(t).

(a) Bestiam det sk “maximum likelihood skattningen” aasr, av a, dvs

apr = argminl(a)

N 1 ,
o) = 5 loga+ - ;(:ﬂ(t) —a)
Ange ett explicit uttryck for ay. (4p)
(b) Ar skattningen @ konsistent?
Ledning: Utnyttja att: + >, 22(t) — E2%(t) d& N — oo. (2p)

(c) Asymptotiskt (fér stora virden pa N) giller

o)

var &ML = (E

Visa att varapys;, ges av

202

var ayrr = m

(4p)



Losningar till tentamen i Systemidentifiering 04-03-19

1. (a) Enligt vara standardbeteckningar har vi ¢” (¢t) = 1, R = diag (02, ..., 0%),
®=[1,....1)]7, Y =[z(1),...,2(N)]" och vi far enligt teorin:

N
A 1
Aps = (@7®) @Y = - )
s = ( ) N 2 x(t)

samt att
R 1 &
var(ALg) = (#7®) "' @' R®(®"®) ! = i tzlaf
(b) P4 samma sitt fas: (R™' = diag (1/0%, ...,1/0%))
N
Apgryp = (®TR'®)"'®@"R7'Y = ! > a(t)/o;

N
Zt:l /o7 t=1

samt 1
VaI’(ABLUE) = (‘PTR_I(I’)_l B v ——
2715\;1 1/of

(¢) Eftersom w(t) har medelviirde noll &ir bade A, och Agpy g viintevirdesriktiga.
Dérmed ar skattningen konsistent om variansen gar mot noll da data gar mot
odndligheten.

e Fall (1): Det foljer att

N N N
Zaf = Zl/at2 = Zl =N
t=1 t=1 t=1

Dirmed fas var(Apg) = var(AgLyg) = 1/N — 0 di N — oo. Bada
skattningarna &ar konsistenta!

e Fall (2): Det foljer att

N N
N(N +1)
St =3 oe= MO
t=1 t=1
N

N
Zl/aszl/t%oo, N —
t=1

t=1

N(ZZX;I) —>A1/2 samt V&I‘(ABLUE) —0da N —

00. Apryr ar konsistent, medan A;g ej dr konsistent.

Dirmed fas var(A,g) =



e Fall (3): Det foljer att

N N
N(N +1)(2N +1)
> o= 3= M
=1 t=1

N

t
N 2
1/o? = 1/ - —, N— o

t=1

Dirmed fas var(ALg) = % — 00 samt var(leLUE) — % da

N — o0. Ingen av skattningarna dr konsistenta.

2. (a) Det foljer att

1 N—-k N 1 1 N—-1—k
Ry (k) = + 3 YOyt +k) = ——~— ; y(t)y(t+ k) + —y(N — k)y(N)
N -1 1
= Rn_1(k) + Ny(N —k)y(N)
Alternativt kan vi omformulera detta till
1
Ryy(k) = Ry (k) + ~ [u(N = K)y(N) = Ry (k)|

(b) Det foljer att

t t—1

m(t) = Nif Y. yle)= Ni[ y(s)+ (y(t) —y(t - Nf))]

s=t—Nj+1 F o=y
=t —1) + ——(y(t) — y(t — Ny))
3. Modell: (Notera att modellen &r statisk)
y(t) =" ()0, @' (1) = [u(t) u(t —1)]

(a) Vi far enligt (4.12)

N

or @)= (3o 0) = i_v: et )
o [ I R

Dérmed giller var(by) = 02 och var(h;) = 0?52 — 0 di N — oo,
(b) Vi har att o )
G(1,0) =by + b, =[11]0

Darmed fas

wrG(0,0) = Jeov @ 17 = o |1 S ] = 55

2



Dérmed géller var G(0, ) = N”—jl — 0, N = .
(c) For att kunna identifiera flera parametrar konsistent behévs en varia-
tionsrik insignal (persistently exciting, p.e.). Ett steg &r p.e. av ordning 1.
Dérmed kan vi inte skatta tva parametrar konsistent, vilket ger resultat (a).
Ett steg dr en statisk signal (har all energi vid w = 0). Ddrmed kan den
statiska forstdrkningen skattas konsistent.

Alternativ 16sning av uppgiften: Notera att i frekvensdoménen har vi
(insignalens spektrum ar ®,(w) = d,,0):

V() = / " 1Gol€®) — G(¢, 6) Py (w) dw = |Go(1) — G(1,0)

-

dér V(@) &r minimeringskriteriet. Alltsa, minimum av V' (0) fas for by + by =
Go(1), vilket innebér att by = by + v, b1 = by — 7y for ett godtyckligt . Med
andra ord, vi har ej en unik skattning. Dock fas G(1,0) = G(1) unikt.

4.

(a) falskt (se tex Problem 2.3 i boken) (b) falskt (se sidan 500 i boken)
(c) sant (se sidan 125 i boken) (d) falskt se sidan 42 i boken) (e) falskt se
sidan 63 i boken) (f) sant (se sidan 446 i boken)

5.
Minstakvadratskattningen av b ges av

* Zf;l y(t)u(t — k) % Zf;l (0.7u(t —1)+0.3u(t —2) + v(t))u(t — k)

SRS SR LN w(t— k)
0.7Ry (k 1])%;00).3}2“@ 2)’ N
Eftersom R,(—7) = R,(7) och R,(0) =1 fas:
o k=1: b=0.7R,(0) + 0.3R,(1) = 0.7+ 0.3 X 0.5 = 0.85.
e k=2: b=0.7R,(1) + 0.4R,(0) = 0.7 x 0.5 + 0.3 = 0.65.
o k=3 b=0.7R,(2) + 0.3R,(1) = 0.3R,(1) = 0.3 x 0.5 = 0.15.
e k>3 b=0.

6. (a)

e Metod (1) ger Figur (c). I Figur (c) paverkas skattningen av bada
parametrarna. Vi har adaption till ny data. = RLS med glémskefaktor
A <1

e Metod (2) ger Figur (a). I Figur (a) paverkas bara skattningen av b.
Adaptionen till ny data dr langsammare #n i Figur (b) = Slumpvan-
dring med Kalmanfilter da “R &r liten” (variansen for b). Modellen i
metod (2) séger att a parametern dr konstant.



e Metod (3) ger Figur (b). I Figur (b) paverkas bara skattningen av b.
Adaptionen till ny data dr snabbare &n i Figur (a) = Slumpvandring
med Kalmanfilter da “R &r stor” (variansen for b). Modellen i metod
(3) séger att a parametern dr konstant.

e Metod (4) ger Figur (d). I Figur (d) har vi dalig anpassning till nytt
data. Skattningen av b verkar konvergera mot medelvirdet av b(t). =
RLS med glomskefaktor A\ = 1.

(b) Da A < 1 fas, pa grund av den daliga excitationen (b(¢) liten) fran tid-
punkt 80 < t < 160, s.k. “estimator windup”. Kovariansmatrisen av skattnin-
gen vixer och dirmed fas en abrupt fordndring av skattningen da systemet
aterigen far bra excitation vid ¢ = 160. Jamf6ér med exemplet pa foreldsning!

Fenomenet upptrider vid rekursiv identifiering med glomskefaktor A < 1.
7. (a) Differentiering av I(a) ger

8l(a)_N 1 2 1
0 20 22 > (x(t)—a) ——Z(m(t)—a)

Genom att sdtta detta uttryck lika med noll och 16sa for a fas:

R V1I+4yy -1

apmL = B

dar
1 N
_ 2

Notera att du far tva l6sningar a7, varav den ena blir negativ. Eftersom a
dr variansen av n(t) maste a > 0 gélla.
(b) Da N — oo fas

I = B(0) = B (a+n())’ = a* +a

Déarmed giller

. VIi+t4(@*+a)—1 /(2a+1)2-1

apMrL = 9 2 =a
Alltsa a,p ar konsistent!
(c) Differentiering av [(a) tva ganger ger:
821(a) N 1 2 2 o N
=4 t) — = t) —a) + —
a2 2a2+a3t2:1:($() a) +a2;(m() a)—i— a

Genom att applicera vinteviardesoperatorn fas

0% l(a N N N N
():—— —+—=—(2a+1)
0a? 202 a? a  2d?
vilket ger det onskade resultatet. Du kan notera att variansen for a,,;, &r min-
dre &n variansen for minstakvadratskattningen ars av a (var(ars) = a/N).

E



