TENTAMEN 1

Systemidentifiering 4p
F4Sy & STS4

Tid: Tisdag 15 juni 2004, kl 9.00-14.00.
Plats: Post Scriptum, Sal 1.

Ansvarig ldrare: Erik Larsson, tel 4713153. Erik kommer och svarar pa
fragor ungefir kl 11.00.

Tilldtna hjilpmedel: Alla hjilpmedel (undantaget datorer) tillatna.
Preliminéra betygsgrinser: 3:(25, 35[, 4:[35, 44, 5:[44, 50 = maxpoing]
Uppgift 7 dr istéllet for inlamningsuppgifterna.

OBS: Endast en uppgift per ark. Skriv namn pi varje ark.
Losningarna ska vara tydliga och vil motiverade (om inget annat anges).
Avlasningar ur diagram behéver inte vara exakta.

Pa sista sidan av tentamen finns ett forsiattsblad, som ska fyllas i och lamnas
in tillsammans med dina l6sningar

LYCKA TILL



Uppgift 1 Resistansen (R) for ett motstand kan berdknas enligt
R="
i

ddr v dr spadnningen 6ver motstandet och ¢ &r strémmen som passerar genom
motstandet. I denna uppgift skall resistansen for ett motstand bestdmmas
utifran méitningar av spinningen u(t) och strommen i(t), t =1,..., N. Tva
olika skattningar av resistansen foreslas:

R, = NZk y u(k)
NZk A

D _ NZk y u(k)
NZk 1 i(k)

i(k)
k)

(a) Antag att spinningen 6ver motstandet mits med ett visst fel. Detta
uttrycks som att spanningen u(t) 6ver motstandet ges av:

u(t) = Ri(t) +e(t), t=1,...,N

dir R #r den sokta resistansen och dir e(t) #r vitt brus med medelvirde
noll (Ee(t) = 0) och Ee(t)e(s) = \*4; 5. Antag vidare att i(t) = t. Féljande
fragor skall besvaras:

e Ar skattningarna viintevirdesriktiga, dvs giller E Ri=Rfori=1,2?

e Bestim variansen av skattningarna, dvs bestim var R; = E (RZ -F R,)2
for i = 1,2,

o Ar skattningarna Ri, 1 =1, 2 konsistenta ?

e Vilken skattning, R, eller RQ, ar att foredra (vilken ger minst varians)?

(7p)

(b) I denna uppgift antas att bade spanningen u(t) och strémmen 4(¢) mits
med ett visst fel. Vi antar att data genereras enligt:

u(t) = ug + e(t)
i(t) = io + v(t)

dér ug och iy &r tva konstanter. Bruskillorna e(t) och v(t) dr oberoende vita
brus med medelvirde noll och Ee(t)e(s) = A4, och Ev(t)v(s) = 020
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Undersok huruvida skattningarna Ri, 1 = 1,2 &r konsistenta, dvs undersok

om R
Ri—)Ro, N — o (fOI‘Z:1,2)

dar RQ = U,()/io.

Ledning: Anviand att processerna ar ergodiska, dvs tidsmedelvirden Gvergar
i vantevirden. Tex giller

D u(t)i(t) > Eu(t)i(t), N — oo

1
N

(5p)

Uppgift 2 Ange for vart och ett av foljande pastaenden ifall det dr sant
eller falskt.
(a) En vintevirdesriktig skattning &r alltid konsistent?
(b) Den optimala prediktorn fér en ARX modell &r linjir (map parameter-
vektorn).
(c) Signalen u(t) = sin(nt) dr p.e. (persistently exciting) av ordning tva.
(d) Att 16sa ett minstakvadratproblem med QR metoden &r mindre kénsligt
(map numeriska fel) &n att 16sa normalekvationerna.
(e) Resultatet av en rekursiv identifiering paverkas ej av huruvida insignalen
ar p.e (persistently exciting).

Varje riitt svar ger +1 podng och varje felaktigt svar ger -1 poéng (och
uteldmnat svar ger noll poéng). Totalt ger dock uppgiften minst 0 poéng.

Ingen motivering behdvs — enbart svaren ’sant’ och ’falskt’ kommer att
beaktas. (5p)



Uppgift 3
(a) Betrakta signalen

y(t) = H(g Do(t) =Y hxv(t—k) (ho=1)

dir H(q ') dr asymptotiskt stabil och dir v(¢) &r vitt brus med medelvirde
m och varians A\?, dvs E (v(t) — m)(v(s) —m) = A\?0; . Visa att variansen for

y(t) alltid &r storre dn A2 (2p)
(b) Kan f6ljande figur beskriva spektraltitheten ®(w) fér en stationér sto-
kastisk process? Motivera! (1p)

(c¢) Tva av kurvorna nedan kan inte vara en beskrivning av en kovarians-
funktionen r(7) for en stationér reell stokastisk process. Vilka? (motivera)

(2p)

T T
(a) (b)
1.
i 1
08 08|
06 04|
0.4] 0.4
02, 2 [ 2 4 02, 2 [ 2 4
T T
() (d)



Uppgift 4 En signal ges av
y(t) =m+ w(t), t=1,...,N

dér m ér en okéind konstant och dér w(t) &r en bruskélla med medelvérde noll
(Ew(t) = 0) och kovariansfunktion E w(t)w(t — 7) = ry(7), som uppfyller

2 7=0
rw(m)=¢ -1 7=1
0 T>2
Bestdm variansen for minstakvadratskattningen av m. (6p)

Uppgift 5 Parametrarna by och b3 i féljande system
y(t) = byu(t — 2) + bsu(t —3) +e(t), t=1,...,N

skall anpassas till métdata (¢ = 1,..., N) med minstakvadratmetoden. Bru-
set e(t) dr vitt med medelviirde noll. Tva experiment utfors (/V ér fix) och
foljande kovariansfunktioner skattas:

‘ Skattad kovariansfunktion ‘ Exp. 1 ‘ Exp. 2 ‘

P (0) 3.0 10.0
Fuu(1) 2.0 0.0
Fuu(2) 1.0 0.0
Pyu(1) 0.1 0.15
Pyu(2) 1.5 7.5
Fyu(3) 05 | —3.2

Notera att de skattade kovariansfunktionerna beridknades pa vanligt sétt,

t ex:
1 N

Fn(7) = 5 D y(E)uft = 7)

t=1

(a) Bestdm skattningarna av parametrarna by och b3 for de tva experimen-

ten. (3p)
(b) Vilket av de tva experimenten ger de noggrannaste skattningarna? Mo-
tivera! (3p)



Uppgift 6 Ett oként system skall identifieras och man véljer tva olika in-
signaler u;(t) och us(t) vars spektrum ser ut pa féljande sétt:

Spektrum for insignal ul Spektrum for insignal u2
2 1
10 T T 10 T T
10" ¢
10°
10°
107
107
107
107} 1
-3
1073 ] 10
—4 —4
10 - - 10 : .
107 10" 10° 100 107 10" ° 10"
Frekvens (rad/sek)

10
Frekvens [rad/sek]

(a) (b)
Tva OE-modeller skattas med de tva insignalerna. Bodediagram av de
skattade modellerna med 97% konfidensintervall visas nedan:

Bodediagram fér modell 1

Bodediagram for modell 2
10 T

T 10 N
A
o o
2 2
210 510
£ £
< <
0 \ 0 \
10 . . 10 . .
R 10° 10" 107 107 10° 10"
Frekvens [rad/sek] Frekvens [rad/sek]
1) (2)

Pa nésta sida visas simuleringar av modellerna tillsammans med den san-
na utsignalen nér insignalen &r u;(t). Tidsskalan &r i sekunder.

(a) Vilken av insignalerna (a-b) hér ihop med vilken modell (1-2) i Bodedi-
agrammen? (2p)

(b) I plottarna med simuleringarna sa finns det en streckad och en heldragen
linje. Vilken &r modellens utsignal och vilken dr den sanna utsignalen? (1p)

(c) Vilken modell (1-2) hor ihop med vilken simulering (a-b)? (2p)
(d) Vilken modell &r bést att anviinda om man &r intresserad av det sanna
systemets statiska forstarkning? (1p)



Utsignal Utsignal

80 100 0 20 40 80 100

0 20 40

60 60
Tid [sek] Tid [sek]

(a) (b)

Uppgift 7 Denna uppgift dar istillet for inlimningsuppgifterna. Ett fysika-
liskt system beskrivs av

y(t) = Gola "ult) +e(?)

dér e(t) dr vitt brus med medelvirde noll och varians 2. Antag att u(t) och
e(t) ar oberoende, samt att det sanna systemet ges av

. 03¢ + 0.1¢2
1 =
Gold ) = 1025 110392

(1)

For att identifiera systemet Go(¢~') ansiitts en kriteriefunktion

N

Ve(0) = 5 3 (u(t) = 9(t,0))’ @

t=1
dér g(t, 0) betecknar den optimala prediktorn. Parametervektorn 6 skattas

genom att minimera V(@) med avseende pa 6.

(a) Antag att y(t,0) baseras pa en OE-modell

~ b1q71+b2q72 T
t,0) = t), @=1[bb
y( ’ ) 1 +CL1q_1 +a2q_2u( )’ [ 102 01 a2]

och att insignalen u(t) viljs som vitt brus. Parametervektorn 6 skattas uti-
fran minimering av (2). Vilket vérde far man pa skattningarna by, by, a; och



as nir N — oo? (2p)

(b) Man anpassar en statisk modell
y(t,0) =bu(t), 0=0b

och later insignalen vara konstant u(t) = o. Parametern b skattas utifran
minimering av (2). Vilket viirde pa skattningen av b far man da antalet data
gar mot oéndligheten (N — 00)?

(2p)
(c) Man anpassar aterigen en statisk modell
9(t,0) =bu(t), @=0
men anvander istéllet insignalen
u(t) = sin(0.1¢)

Parametern b skattas utifran minimering av (2). Vilket viirde pa skattningen
av b far man da antalet data gar mot odndligheten (N — o). (3p)

(d) Man anvénder modellen
g(t,0) = bru(t — 1) + bou(t —2), 60 = [byby]"
i ett fall ddr det sanna systemet &ar
Go(lg) =0.5¢ 1 +0.6¢"

Notera alltsa att det sanna systemet EJ ges av (1) i denna uppgift.
Insignalen wu(t) dr vitt brus med medelviirde noll och varians 3. Para-
metervektorn @ skattas utifran minimering av (2). Vilka véirden konvergerar
skattningarna av b; och by mot ndr N — oo? Ange dven asymptotiska ut-
tryck for deras varianser som funktion av N da N — oco. (3p)



Kortfattade 1osningar till tentamen i systemidentifiering 5p 04-
06-15

1. (a) Vi har att i(t) =t och u(t) = Rt + e(t). Vi far

R :%21{21 [Rt+e(t)}t:R+ zN:
! %Zt]\ilt2 N(N+1 J2N +1) =
1 N N
R <> .. |Rt+e(t 2
RQ:NZtIl[N e(t) =R+ ——= ) e(t)
NZt:1t N(N +1) t=1

Eftersom E e(t) = 0 fis E R; = R. Vinteviirdesriktigal
Fran rdkningarna ovan fas

) 6 s N N
VarRl:(N(N—i-l)(QN-i—l)) ;;tkEe(t)e(k)
6 i 62
= (N(N+1)(2N+1)> ;“ NN+ DEN+ D)
. 2 A 4)2
Vangz (m) ZZEe(t)e(k):m

Eftersom E R, = R och var RZ — 0 da N — oo ir skattningarna konsi-
stental!

Ry har minst varians och r déirmed att féredra (minstakvadratlésningen
dr optimal for detta scenario)
(b)

Da N — oo giiller

Dessutom géller

u(t) =
Ei(t) =
Eu(t)i(t) = ugio + woE v(t) +igE e(t) + Ee(t)v(t) = ugig
E(t) =i + 2igEv(t) + Ev2(t) = i5 + o



Darmed fas

. R,

R - ———
1402/

RQ—)RO

2. (a) Falskt (b) Sant (c) Falskt (ordning 1) (d) Sant (e) Falskt (ej p.e. ger
tex windup)

3. (a) Vi har att

t) :ith?}(t—k) :mihk

Dérmed giller

t) = hfv(t—k)—m]

och vi far (hy = 1)

vary(t) = Y Y hylE {(v(t — k) — m)(v(t — 1)

k=0 =0

—m)} =AY hp > N
k=0

(b) Nej, ty ®(w) > 0, Vw maste gilla.

(c) Kurvorna (b) och (c¢). Motivering: (b) r(7) # r(—7), (c) r(1) > r(0).

4. Enligt standard teori fas

varm = (®7®)'®" Ry (7 @)
dir ®" =1 ... 1] och

rw(0)  7y(1) Tw(N) 2 -1 0 O
R, = Fww rw(1) - e -0
: : . re(1) 0o . -1
ro(N) - (1) 7w(0) 0 0 -1 2
Hirmed fas ®7® = N, ®" R, =[10--- 01] och " R, ® = 2. Alltsa gller
2
varm = m



Notera likheten med inlupp 2.

5. a) Med T (t) = [u(t — 2) u(t — 3)] fas

o=[3 3 13- [%]

och for experiment 2 fas

o [0 0] [75] _Jo75
"Tlo 10 [-32] T [-0.32
b) Noggrannheten (variansen) for minstakvadratskattningen ges av

cov 0 = %2(% éww(w)‘l

dar A2 4r brusets varians. For experiment 1 fas

oo b N3 2] XT3 —2/5
VIIT N2 3] TWN|-2/5 3/5

och diirmed giller var by = var by = 3X2/5/N. Fér experiment 2 fis

. A2[10 0170 A’1/10 0O
cov 0 = — = —

N|0 10 N| 0 1/10

och dirmed giller var by = varbs = \2/10/N. Slutsattsen blir att experiment
2 ger de noggrannaste skattningarna.

6. a) En modell & mest noggrann dér insignalen har sin mesta energi.
Dérmed fas att insignal a (u;) hér ihop med modell 1 och att insignal b
(u2) hor ihop med modell 2.

b) Heldragen linje dr modellens utsignal och streckad linje &r den sanna
utsignalen.



c) Modell 2 ger en béttre beskrivning av systemets hoga frekvenser. Simule-
ringen i figur b klara bést av att félja snabba férdndringar. Darmed ar det
rimligt att anta att Modell 2 hor ihop med simulering b.

Alternativt (och mer sakligt) kan man resonera som f6ljer: Integralen av
spektrum for modell 2 ganger spektrum for insignalen u; &r storre #n inte-
gralen av spektrum fér modell 1 ganger spektrum f6r insignalen u;, dvs

/ |Go(e™)|?®,, dw > / |G1(e*)|?®,, dw

Hérmed foljer fran Parseval’s relation att variansen (variationerna) av utsig-
nalen for modell 2 maste vara storre dn variansen av utsignalen fran modell
1; utsignalen fran figur b har storst variationer.

d) Modell 1 eftersom den ger den noggrannaste beskrivningen av systemets
laga frekvenser.

7. Enligt Parsevall’s relation géller
0 - arg mein/ 1Go(e) — G, 0) 2D, () dw, N — o0

dédr &, (w) dr insignalens spektrum.

a) Modellen inkluderar det sanna systemet och insignalen &r p.e.. Ddrmed
fas konsistenta skattningar, dvs a; = 0.2, a, = 0.3, b = 0.3 och by = 0.1.

b) Man far en skattning av systemets statiska forstirkning b = Go(1) = o
0.27. Detta inses eftersom

By (w) = {02/2 w=0

0 annars

och diarmed
b= argmin [ Go(e®) ~ B0, () do = argmin|Gao(1) ~ b = Go(1)
c) I detta fall har vi att
o, (w) = %(5(w +0.1) + 6(w — 0.1))
och dérmed fas

b= arg mbin/ |Go(e™) = b?®,(w) dw =

= arg mbin |Go(€®t) — b + |Go(e™™ 1) — b> = RGy(e™™!) ~ 0.267
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d) Modellen inkluderar det sanna systemet och insignalen &r p.e.. Ddrmed
fas konsistenta skattningar, dvs b; = 0.5 och by = 0.6. Enligt kursboken géller
(for stora N)

~ 2 1
cov 0 = NP
dir P = E p(t)pT(t) och @' (t) = [u(t — 1) u(t — 2)]. Eftersom wu(t) ar vitt
brus fas ddrmed
o 2[3 0]
cov 0 = N [0 3]

Alltsd, var b; = :%N



